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Losung 13

1. Stabilitdts-funktionen und Gebiete

a) (1) Expliziter Euler

Wir haben

Yir1 = yj + hf(t;y;)
=y + hAy;

Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitiits funktion

9(z) =1+ 2.

(i1) Impliziter Euler

Wir haben
ki = f(tj + h, Y + hkl) = )\(y] + hkl) = )‘yj + hA\k <— (1 — h)\)kl = )\yj,

und daher
ki =y, A
VYN T )

Yjr1 = y; + hky
A
=y; +hy; (m)

(M
- 1— )Y

Dann

Bitte wenden!



Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitits funktion

(ii1) Heun Verfahren

N |
no

Wir haben

h
Yir1 = Y5 + 5 (f(E,y5) + f(t + hyy; + hf(t,9;))

2

h
=y + §(>\yj + A(y; + hAy;))
2

h h h
= Ui T A+ 5+ 5 A

2
h2

Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitits funktion

1
g(z) =1+ 2+ ézz.

(iv) Klassisches Runge-Kutta Verfahren
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Wir haben
kv = f(t;,v;) = \yj,

h

h
ky = [t + 5,45 + 5 k)

2 2

h h
ks = f(t; + 5,y + §k2)

2
ks = f(tj + h,y; + hks)

h
= AMy; + 5)\%‘)7

h h
= My, + §>\(?Jj + 5)\%‘)),

h h
= AMy; + hA(y; + 5)\(%‘ + 5/\%’)))-

Siehe nichstes Blatt!



Dann

1 2 2 1
1 =vy; + h(=k —k —k —k
Yj+1 y]+ (61+62+63+64)

1 2 h 2 h h
=y, + hg)\yj + hg)\(yj + 5)\%) + ha)\(yj + §>\(yj + 5)\%‘))

1 h h
+ hgk(yj + hA(y; + §>\(yj + 5/\%’))))

1 2 1 2 1
=y; + —h\y; + ~hA\y; + =h°Ny; + —hAy; + ~h*N\?

1
Yj + Eh3>\3yj

6 6 6 6 6
+ 1hAy- + 1h2)\2y4 + ih?’A?’y- + ih4A4y-
6 776 712 Y J
1 2 1 2 1 1
= (14 ZhA+ X+ =Rh2X2 + ZhA + h2X\2 + —h3)8
(1+ 6 * 6 * 6 + 6 + 6 13
1 1 1 1
—hX 4+ =h2N% + RN+ — Ry,
MG RPN Ay,
_ 1 2412 1 313 1 444
_(1+h>\+2h A +6h A +24h Ay,

Deshalb, fiir z = h, ist die Stabilitits funktion
1

1 1
g(z)=1+z+ 522—1— 623—1— ﬂz‘l.

(v) Implicit midpoint rule
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Wir haben
h h h h
ko= ft;+ 500+ Sk = My + k) = Ay + SAk =
and hence
P A o 2\
Ty ) T Ty

Dann

Yj+1 = y; + hky

2\
Zyj+hyj(m>
_ (1+ 2hA >y~

2—h\)"

(240N
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Bitte wenden!

h
(1 — 5)\)]{1 = )\yj,



Deshalb, fiir z = hJ, ist die Stabilitits funktion

9(z) = (;ji)

b) Siehe stab_verfahren.mund draw_stabfunc.m. Die Stabilititsgebiete
1st schwarz lackiert.

¢) Wir bendtigen:
) 1+zj<l<=-1<l4+2<]l = —2<z2<0.
11—z

So
l<l—2 — 2<0 und 1<zx—-1 — x> 2.

1
(ii) —‘<1<:>1<|1—:v|.

1
<1<:>1+x+§x2<1<:>a:(:c+2)<0 = —2<x<0.

1 1 1 1 1 1
iv) |1 —? 4 -t —at <l o+ 2+ -2 + —2! <0.
@iv) —l—x—i-?x +6$ +24:U x—i—zx —|—6x +24x
Siehe stab_klassiches_RK.m. Wir haben eine Null bei z ~ —2.7853
und es ist klar, dass = 0 auch eine Null ist. Da g(x) auBerhalb dieser Region

zunimmt, das gilt das Stabilitétintervalle is —2.7853 < z < 0.

1
(iii) 1—|—x+§az2

2
(V) ’24—_95’ < 1<= |2+ x| < |2 — z|. Es ist klar gilt dies nur fiir z < 0.
—
d) Definiere
A = —1000 + mi.
We want to determine h such that
l9(2)| = |g(h\)| < 1, orequivalently |g(h))|* < 1.

(1) We have
g(hA) =1+ hA.

Therefore, h should be such that
1> |g(hA)> = |1+ A2 = |1 + h(—1000 + 73)|* = (1 — 1000h)* + (7h)?.

Hence we require that
2000

h < —-vw—.
1000000 + 72

Siehe nichstes Blatt!



(i1)) We have
1

1—h\ )

g(hA) =
Therefore, h should be such that

1 4 1000h + hmi|®
‘ ’ 1+ 1000h hmi 1+ 1000k + hri
1+ 1000h , —hr
‘ 1+ 1000h)2 + (hr)? + "(1+ 1000h)2 + (hr)?

B 1 + 1000/ 2 N —hr ?
~ (1 + 1000h)2 4 (h)2 (14 1000h)2 + (h)2

~ (1+1000R)? + (h)?
~ ((1+ 1000h)2 + (hr)2)2
1

~ (1 + 1000R)2 + (hm)2’

2000
This holds when h < _WW or h > 0. As the step size must be

positive this means we require that

1> g(h\)? = \

h > 0.
(iii)-(v) First we rewrite the stability condition |g)(h)| < 1 as
G(h) :=1—|gxr(h)| > 0.

Then we use a root finding procedure to precisely locate the points where
G(h) = 0. Siehe grenzen_schrittweite_h.m

(iii) We require h < 0.002.
(iv) We require h < 0.0028.
(v) h can be any positive number.

e) Siehe schnelle_oszillation_verfall.mund Abbildung I.

2. Lineares homogenes System

a) Diagonalisieren die Matrix A als:

A=PDP '« D=P AP,

wO
15 —12 1 -1 0 0 14 1
p=|o 12 1|, p=|0 -15 o |, P'=|0 2 L
0 4 -3 0 0 —1000 0 L -3

Bitte wenden!
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Abbildung 1 — Realteil und den Imaginérteil der Losung y(¢) aus d).

Sei z = P~y +<= y = Pz und beachten Sie das
z2=Ply=P'Ay = P"'APz = Dz.
Wir haben jezt drei entkoppelte ODEs, wo die Losung gegeben ist
zi(t) = z(0)eM, i=1,...,3.

Wir haben
1 4 177 14
. 5 75 2 30
0 % —76) L2 0
Deshalb
14
21(t) = 21 (0)eMt = %eﬁt.
1
2(t) = 25(0)eMt = —e 15,

2
z3(t) = 23(0)eM’ = 010 = 0.

Siehe nachstes Blatt!



b)

Dann ist gilt

15 —12 1 %e_%t 7o~ 5t _ e L5t
y(t)=Pz(t)= |0 12 1 Le-1st| — G- 15t
0 4 -3 0 90— 15t

Siehe 1insys.m. Beachtan Sie dass globale Diskretisierungsfehler divergiert,
wihrend die Schrittgrole grofer ist als die maximal zulidssige Schrittgrofle auf-
grund des Stabilitétsintervalle.

Fiir das verbesserte Euler-Verfahren haben wir
kv = f(t;,y;) = Ay;,

h h h
ko = f(t; + 5t §k‘1) = AMy; + §ij)-

und
h
Yir1 = Y + hky = yj + hAGy; + 5 Ay;)
1
= (14+hX+ §h2A2)yj
Deshalb, fiir z = A, ist die Stabilitiits funktion

1
g(z) = 1—1—2—1—522.

Fiir z = hA, von Teil 1.c¢) (iii). wir haben das
—2 < hA <.

Das Worst-Case-Szenario ist, A = A3 = —1000. Dann wir haben

1
—2<hA<0<:>0<1000h<2<:>0<h<%.

Wenn wir im Stabilititsintervall sind, d.h. A < ﬁ, konvergiert die Methode,

und auberdem konvergiert sie mit der erwarteten Ordnung, die p = 2 ist. Siehe
Abbildung 2.

Beachten Sie, dass die wahre Losung y(¢) nicht den A3 = —1000 Eigenwert
enthilt, was darauf hindeutet, dass wir es bei der numerischen Losung fiir y (¢)
ignorieren konnen. Dies ist jedoch nicht der Fall, da die numerische Losung nicht
exakt ist und somit der Beitrag aus diesem Eigenwert die anderen Modi im nu-
merischen Fall beeinflussen wird. Es ist also notwendig, diesen Eigenwert zu
beriicksichtigen, um sicherzustellen, dafl die numerische Approximation korrekt
die wahre Losung darstellt.

Bitte wenden!
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Abbildung 2 — Konvergenz der verbesserten Euler-Methode fiir ein System von drei li-
nearen homogenen Differentialgleichungen 2 b).

3. Stabilitdits-funktionen fiir RK-ESV

Wir wenden ein explizites s-stufiges RK-ESV auf die ODE y = Ay an. Es gilt

1—1 i—1
ki = f(to+ hei,yo + hzaijkj) = AMyo + hzaijkj) 1<i<s.
=1

Jj=1

Wir behaupten, dass k; = p;(hA\)\yo, wobei p; ein Polynom ist. Fiir ¢ = 1 haben wir
k1 = A\yo, weil das Verfahren explizit ist. Nehmen wir an, dass die Behauptung fiir ¢
gilt. Dann

kiv1 = f(to+ hei,yo + hz ai;jk;)

=1

= /\(yO +h Z aijk:j)
7=1

= AMyo +h Z a;;p;(hA)Ayo)
7=1

Jj=1

= pi+1(h)\))\y0 .

Siehe nichstes Blatt!



Da eine endliche Kombination von Polynomen wieder ein Polynom ist, folgt die Be-
hauptung. Nun ist

Y1 = Yo +hzbiki
i=1
=Y+ h Z bipi(hA) Ayo
i=1
= (L4 7\ bipi(hA))yo,
i=1

was zeigt, dass die Stabilitdtsfunktion ein Polynom in A\ ist.



