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Kapitel O
Lineare
Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme haben die Entwicklung der lteredlgebra historisch ent-
scheidend beeinflusst. In diesem einleitenden Kapitelemodlir kurz, in Anlehnung an die
Schulmathematik, geometrische Veranschaulichung usdhg von linearen Gleichungs-
systemen vorstellen.

Eine Gleichung in einer Unbekannten. Eine einzige lineare Gleichung in einer Un-
bekannterx,
ax=>h,
hat genau eine Lésung, namlich
b
X=—,
a

aussemwenna = 0. In dieser Ausnahmesituation gibt es zwei Falle:

a=0,b=0: jedexistLdsung = es gibtunendlich viele Losungen,
a=0,b#0: keinxistLdosung = es gibtkeine Losungen.

Zwei Gleichungen in zwei Unbekannten. Betrachten wir als nachstes zwei Glei-
chungen in zwei Unbekannten undx,.
Beispiel 0.1:
X1+X%X = 4
Bxg—2% = 8. 0.1

Frage: Gibt es eine Losung und wenn ja, gibt es nur einezBee nach Existenz und Eindeutig-
keit tritt in der Mathematik immer wieder auf.

Wir wollen sie zunachst geometrisch beantworten. Dazlestevir die Gleichungen in (0.1) so
um, dass sich auf der linken Seite nur noch die Variapleefindet:

Xo=—X1+4, Xp=3x1—4. (0.2)

In der (x1,x2)-Ebene liegen also alle Losungen der ersten Gleichungiaerf &eraden mit Steigung
—1 und Verschiebung-4. Ebenso liegen alle Losungen der zweiten Gleichung adreberaden

mit Steigung 3 und Verschiebung4. Die gemeinsame Losung der beiden Gleichungen ist also de

Schnittpunkt(xi, x2) = (2,2) der beiden Geraden, siehe Abb. 0.1.
Wir kdnnen die Frage der Losbarkeit natiirlich auch oheer@etrie beantworten. Dazu folgern
wir aus (0.2),
—X1+4=X%X=3x1 —4,
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Xp=—X1+4

Abbildung 0.1. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.1: Digsung ist der Schnitt-
punkt der beiden Geraden.

X2
/X2—2X1+1
4
3
X2:2X174
2
1
X1
0 1 /2 3 4

Abbildung 0.2. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.2: Da beided8en parallel
liegen, gibt es keinedsung.

durch Umstellen % = 8 und somitx; = 2. Einsetzen vorx; = 2 in eine der beiden Gleichungen
ergibtx, = 2. Durch Einsetzen ins urspriingliche System (0.1) veeifiznan, dass dieses Zahlenpaar
effektiv eine Losung ist. ¢

Gibt es zu zwei Gleichungen in zwei Unbekannten immer geirailédsung?

Beispiel 0.2:

4x1 — 2Xp -2
X —X%X = 4.

Dieses Gleichungssystem hat offensichtlich keine LosNhdtipliziert man namlich die zweite Glei-
chung mit 2, erhalt mandg — 2x, = 8. Dies widerspricht der ersten Gleichung. Geometriscle bied
dies, dass die entsprechenden Geraden parallel zueirlegisT und daher keinen Schnittpunkt ha-
ben, siehe Abb. 0.2. ¢

(0.3)
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Abbildung 0.3. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.4: Digsung ist der Schnitt-
punkt der drei Ebenen.

Beispiel 0.3:
I —2% = 8
2% = 4.
Jetztist die erste Gleichung einfach das Doppelte der ewgaiind offensichtlich besteht nun kein Wi-
derspruch mehr. Man kann sogar die eine Variable,zBrei wahlen und erhalt fir jede Wahl eine
andere Losung. Das heisst, es gibt hier unendlich viefuhgen. Geometrisch liegen alle Losungen
auf der durchk; = 2x; — 4 beschriebenen Geraden in Abb. 0.2. ¢

Die Beispiele 0.2 und 0.3 zeichnen sich dadurch aus, dasseaufnken Seiten der Glei-
chungen die eine Gleichung ein Mehrfaches der anderengsB@&spiel 0.3 besteht diese
Abhangigkeit auch auf der rechten Seite. Beides sind Auwefélle.

Also: In der Regel gibt es zu einer linearen Gleichung inedrebekannten und zu zwei
linearen Gleichungen in zwei Unbekannten genau eine Ldisaiper in Ausnahmefallen
kann es keine oder unendlich viele geben.

Drei Gleichungen in drei Unbekannten. Wir erweitern nun unsere Diskussion auf
drei lineare Gleichungen in drei Unbekannierx;, xs.
Beispiel 0.4:
X1+ o+ g = 0
A+ Mo+ 16 = 12 (0.4)
A+ 2+ x3 = -1

Geometrisch schrankt jede einzelne dieser drei Gleichidie Menge der modglichen Losungen auf
eine Ebene ein, siehe Abb. 0.3. Mit etwas Gliick errat manSighnittpunki(x;, X2, x3) = (0,—1,1)
dieser drei Ebenen. Da es nur einen Schnittpunkt gibt istdie einzige Losung von (0.4).

Um die Ldsung von (0.4) ohne Geometrie auszurechnen,tkiannir im Prinzip wie in Bei-
spiel 0.1 vorgehen und versuchen, Variablen zu eliminieBen drei und mehr Variablen kann dies
schnell uniibersichtlich werden; es lohnt sich daher syatisch vorzugehen. Dazu subtrahieren wir
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X3

Abbildung 0.4. Geometrische Interpretation von Beispiel 0.5: Die drei &#e schneiden
sich in einer Geraden; jeder Punkt auf der Geraden issling.

das 3- bzw. 4-Fache der ersten Gleichung von der zweitendsitéen Gleichung und erhalten:

?[_—) i+ 4+ X3 = 0 g +do+ X3 = 0
4 I+ Mo+ 16 = 12 2= -8+ 43 = 12
—— A+ 20+ X3 = -1 —14- 1 = -1

Die Vielfachen wurden gerade so gewahlt, dass die Variabdelis der zweiten und dritten Gleichung
verschwindet. Jetzt eliminieren wir noch die Variakjen der dritten Gleichung indem wir dag#-
Fache der zweiten von der dritten Gleichung subtrahieren:

Ixp + 4o+ A3 = 0 Iy +4xp +4x3 = 0
7 L_ -8+ M3 = 12 = =8 +4x3 = 12
45 14— 153 = -1 2% = 22 .

Diese reduzierte Form erlaubt es, die Gleichungen von urgeh oben sukzessive zu ldsen. Zunachst
folgt aus—22x3 = —22 sofortxg = 1. Einsetzen in die zweite Gleichung ergibBx, +4-1= 12, also

xp = —1. Einsetzen der bekannten WerteXirx; in die erste Gleichung ergibg +4-(—1)+4-1=

0, alsox; = 0.

Es lassen sich auch hier Beispiele konstruieren, bei deieedrei Gleichungen keine
oder unendlich viele Losungen haben.

Beispiel 0.5:
31+ Ao+ 16xg = 12
6x1+ Xo+ 25¢3 = 24 (05)
A+  dx3 = 0.

Bei diesem Beispiel schneiden sich die durch die drei Gigigen bestimmten Ebenen nicht mehr
in einem Punkt sondern in einer Geraden. Jeder Punkt diebeit®@eraden ist Losung von (0.5); es
gibt also unendlich viele Losungen!

Wir kdnnen analog wie in Beispiel 0.4 vorgehen, um die Lig®n zu bestimmen. Subtraktion
des 2-Fachen der ersten von der zweiten Zeile ergibt:

3xp+4%+ 1lexg = 12
—TXp— X3 = 0
X+ 4dx3 = 0
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Nach dieser Transformation sieht man, dass die dritte Bleig ein blosses Vielfaches der zweiten
Gleichung und damit Uberflussig ist. Wahlen wi als freien Parameter so erhalten wir aus der
zweiten Gleichungg = —x3. Einsetzen in die erste Gleichung liefer; 3- 4x3 4+ 16x3 = 12, also

X1 = 4— 4x3. Die Losungen bilden also eine Schar von Punkten der Rdrm4xs, —x3,x3); dies
beschreibt gerade die Schnittgerape Abbildung 0.4.

Beliebig viele Gleichungen in beliebig vielen Unbekannten . Wir werden se-
hen, dass sich die oben gewonnenen Erkenntnisse auf lgeliete Gleichungen ibertra-
gen lassen, vorausgesetzt dass die Anzahl der Gleichuregelndahl der Unbekannten
entspricht. Im Verlauf der Vorlesung werden wir sogar deh ¥ m Gleichungen im
Unbekannten miim # n behandeln. Bevor wir zu diesen Verallgemeinerungen kommen
werden wir aber Matrizen und Vektoren einfiihren, um Systeon linearen Gleichungen
nicht nur eleganter sondern auch fir den Computer leictetiefaulicher zu schreiben.
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Kapitel 1
Matrizenrechnung

Matrizen sind in der Linearen Algebra von zentraler BedegtuFormal ist eine Matrix
nichts weiter als eine tabellarische Anordnung von Zaldénlich wie in einem Tabellen-
kalkulationsprogramm. Interessant werden Matrizen fiiwA&ndungen erst dadurch, dass
man mit ihnen mathematische Operationen elegant und kanyeakhreiben kanmitte
Uberlesen Sie im ersten Durchgang alle Hinweise alMl ATLAB, welches erst im spte-
ren Verlauf der Veranstaltung eingefuihrt wird.

1.1 Grundlegende Definitionen
Matrizen.

Definition 1.1 Eine mx n—Matrix [m x n matrix; m-by-n matrix] (pl. Matrizen [ matri-
ced) ist ein rechteckiges Schema von mn reellen Zahlengeordnet in nxeilen [rows]
und nSpalten[ column§.

Die mnZahlen einer Matrix werdeilemente[element} oder auctEintr age[entrie
genannt. Da§, j)—Element der Matri¥A, welches in dei—ten Zeile und in dej—ten Spalte
steht, bezeichnen wir mi; oder auch(A);. Die Elemente werden in runde Klammérn
eingefasst:

ain @2 -0 A
a1 ap -+ axm
A= . . . . (1.1)
ami dm2 - 3mn
Beispiel 1.1:
5 3 1
A= < 4 -1 4 >
ist eine 2x 3—Matrix. Das(1,2)-Element istA)12 = a2 = 3. ¢

In MATLAB ist die Eingabe von Matrizen besonders einfach. Das folg&idipt voll-
zieht Beispiel 1.1 nach.

IMatrizen kénnen auch aus anderen Objekten aufgebautzsBirkomplexen Zahlen oder sogar Polynomen.
Dazu kommen wir in den Abschnitten 2.4 und 2.5.
2(blich sind auch eckige Klammern.
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>A=[ 5 3 1;,4-1 4]

A= 5 3 1
4 4
>> A(L,2)

In MATLAB werden Matrixelemente mit eckigen Klammern eingefassteAenit Se-
mikolon abgeteilt, Elemente innerhalb einer Zeile mit eirieeerzeichen oder einem Kom-
ma abgeteilt. Um Fehlerquellen zu vermeiden, empfiehlt @s giundsatzlich dann ein
Komma zu verwenden wenn Elemente mit zusammengesetztehifken auftreten. Die
Grosse sizgl (m,n) einermx n—Matrix kann in MATLAB mit size abgerufen werden.

Spalten- und Zeilenvektoren. Wichtige Spezialfalle sindhx n-Matrizen mit nur ei-
ner Spalteif = 1) oder nur einer Zeilen= 1).

Definition 1.2 Eine mx 1-Matrix heissSpaltenvektof column vectof derLange[ length]
m und ein€el x n—Matrix heissZeilenvektor| row vectoif der Lange n.

Wir arbeiten vorzugsweise mit Spaltenvektoren und nuesetiit Zeilenvektoren. Oft wird
daher ein Spaltenvektor auch bloss als Vektor bezeichrestk-Be Element eines Spalten-
vektorsx bzw. Zeilenvektorsv nennen wirk—te Komponente und bezeichnen es nj
bzw. wy:

X1
X2
x=| .|, w=(w w Wh )
Xm
>A= [ 8 1 6,3 5 7,4 9 21,
N . >> A(;,1),
In MATLAB erhalt man deni-ten . .""g
Spaltenvektor bzwi-ten Zeilenvek- 3
tor einer Matrix A mit A(:,j) fl
bzw.AG,) . >> A2,),

ans = 3 5 7

Die Lange eines Spalten- oder Zeilenvektors kann inTM\B mit length  abgerufen
werden.

1.2 Einige spezielle Matrixtypen

Quadratische Matrizen.  Einen x n—Matrix (d.h. eine Matrix mih Spalten und gleich
vielen Zeilen) ist eingjuadratische Matrix [square matrik der Ordnung [ordef n. In
Anwendungen sind Matrizen oft quadratisch. Mdchte mariexparauf hinweisen, dass
eine Matrix nicht quadratisch zu sein braucht, so wird digrMals rechteckig[rectangu-
lar matrix] bezeichnet.

Nullmatrizen und -vektoren. Einemx n—Matrix, deren Elemente alle Null sind, heisst
Nullmatrix [zero matri}. Sie wird mit 0 bezeichneétAnalog ist demullvektor [zero vec-
tor] ein Spaltenvektor mit lauter Nullen als Komponenten; edviier mito bezeichnet.

3Einige Autoren schreiben allerding(gross “Oh”) statt 0 (Null).
40ft findet man auch hier die Bezeichnung durch eine gewshelNull: 0.
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Beispiel 1.2:
>> zeros(3)
Die 3x 3—Nullmatrix und der Nullvektor der Lange 3 sindns = 0 0 0
gegeben durch 0 0 0
0 0
0 00 0 >> zeros(3,1)
o= 0 0 0], o=| 0 |. ans = 0
0 0 O 0 0
0
¢
Matrix aller Einsen.
Im Vergleich zur Nullmatrix hat die Matrix aller Einsen, @er» ones(2)
Eintrage also alle 1 sind, kaum theoretische Bedeutungebe 4,5 = 1 1
sprechende MrLAB-Befehlones zur Erzeugung solcher Ma- 1 1
trizen ist aber recht niitzlich bei der Eingabe von Matringih >> ones(1,3)
vielen Einsen oder identischen Eintragen. ans =1 ! !
Diagonalelemente einer Matrix und Diagonalmatrizen. SeiA einemx n-Matrix.

Die Elementeyj (j =1,2,...,min{m,n}) heisseDiagonalelementd diagonal elements
Die Gesamtheit der Diagonalelemente bildet{eHaupt-)Diagonale[ (main) diagondlvon
A

Einen x n—Matrix D heisstdiagonal[diagonal, d.h. sie ist ein®iagonalmatrix [dia-
gonal matri}, falls (D)jj = O furi # j. Fur die Diagonalmatrix mit gegebenen Diagonal-
elementert;1,dyy, ... ,dnn Schreiben wir

D = diag (d11,d22, - -,dnn) -

Beispiel 1.3: Die Diagonalelemente der Matrix

A:(i ff j) >> diag( 5 3 1;4 -1 4],
ans = 5
sind 5 und—1. Die Diagonalmatrix mit den Dia- 1
gonalelementen, 2, 3 ist die 3x 3-Matrix >> diag{ 1 2 31]),
100 ans =% 02 %
D=diag(1,23)=| 0 2 0 |. o 0 3
0 0 3
¢
Einheitsmatrix und -vektoren. Die n x n—Matrix I, = diag (1,1, ...,1) heisstEin-

heitsmatrix [unit matriX] oder auchidentit atsmatrix [identity matri{ der Ordnungn.

Oft schreibt man einfach und die Grosse ergibt sich aus dem Kontext. Die Spalten der
Einheitsmatrix heisseRinheitsvektoren [unit vector$ und werden migy, ey, ..., e, be-
zeichnet. Ein Einheitsvekta; zeichnet sich dadurch aus, dass e Komponente Eins

ist und alle anderen Komponenten Null sind.

Beispiel 1.4: Die Einheitsmatrix der Ordnung 3 ist
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1 00 >> eye(3),
I=I3=| 0 1 O ans = 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 1

und die entsprechenden Einheitsvektoren sind
>> eye(3,2),

1 0 0 ans = 1 0
e = 0|, &= 1|, es=|( 0 ]. 0 1
0 0 1 0 0

Dreiecksmatrizen.  Eine MatrixR heisstobere Dreiecksmatrix[upper triangular ma-
trix] (seltener auchRechtsdreiecksmatriy), falls alle Elemente unterhalb der Diagonalen
vonRNull sind, also(R);jj = 0 furi > j.

Eine MatrixL heisstuntere Dreiecksmatrix [lower triangular matrix (seltener auch:
Linksdreiecksmatrix), falls alle Elemente oberhalb der Diagonalen YoNull sind, also
(Lyij =0fari < j.

Die folgenden Symbole werden fguadratischeDreiecksmatrizen verwendet:

R:il, L:B.

> A=[ 8 1 6,3 5 7,4 9 27
% triu extrahiert oberen
Beispiele fir obere bzw. untere Dreiecksmatrizes Dreiecksanteil einer Matrix

Beispiel 1.5:

sind >> triu(A),
1 2 3 5 ans = 8 1 6
0 5 7
0 2 4 6
R= s 0 0 2
0 0 3 6 . )
000 4 % tril extrahiert unteren
% Dreiecksanteil einer Matrix
7 00 >> tril(A),
L= 1 8 0]. ans = 8 0 0
1 5 6 3 5 0
4 9 2

Man beachte, dass die Definition von Dreiecksmatrizen gratatich auch den Fall zulasst, dass die
Matrix rechteckig ist. Beispiele fur rechteckige oberel umtere Dreiecksmatrizen sind

1235 1000
R=<0246>’ ":(3400)‘

1.3 Notation

In dieser Vorlesung werden Matrizen immer mit GrossbudiesigA, B, .. .), Vektoren mit
Kleinbuchstabenw, x,y,...), und skalare Grossen, die nicht Eintrage von Vektoresr od
Matrizen sind, mit griechischen Buchstaben g, y,...) bezeichnet.
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1.4 Beispiele fur Matrizen in Anwendungen

Im Folgenden soll an zwei einfachen Beispielen das Auftreten Matrizen in der Praxis
illustriert werden.

1.4.1 Bilder

Ein farbiges oder graustufiges Bild wird inAvILAB mittels zweier Matrizen definiert: die
Farbtabelle §olor mag sowie die Bilddaten.

Die Farbtabelleist eine reellem x 3-Matrix C, wobei jede Zeile vorC genau eine
Farbe codiert. Zur Codierung wird der RGB-Farbraum verve¢nhd die Eintrage dej- Abbildung 1.1. Schachbrettmuster aus Beispiel 1.6
ten Zeile entsprechen dem Rotanteil R, dem Griinanteil Gdend Blauanteil B dej-ten
Farbe. Jeder Eintrag liegt zwischen 0 und 1, wobei 1 der maeimRot-, Griin- bzw.

Blau-Intensitat entspricht. Der RGB-Farbraum ist additilischfarben werden durch die
additive Synthese gemass der Dreifarbentheorie erzeugt:

Rotanteil Grunanteil Blauanteil Codierung Farbe

0 0 0 (0,0,0)  Schwarz
i é é (i’éé) \F/zVetlss Ubung 1.1: 1889 wurden die Masse der Schweizer Flagge festgelegt. BieeB sind um ein
(1,0,0) 0,_ Sechstel langer als breit, und der Abstand zum Fahnensaadfi allen Seiten gleich. Zudem ist die
0 1 0 (0,1,0) Griin Form der Flagge quadratisch. (Die Schweiz ist Ubrigen®twsge UNO-Mitglied mit quadratischer
0 0 1 (0,0,1) Blau =]
agge.)
! ! 0 (1,1,0 Gelb Der genaue Farbton von Rot ist seit 2007 als sogenannte P ; ¥ ; v !
u v i i i
2 é i gg’é’ B E:/I);ar;nta tonezahl 485 festgelegt; dies entspricht im RGB-System u 6
I 9 gefahr(1,0,0). ,Malen Sie unter Beachtung dieser Vorgaben diqg
Bemerkung 1.3 Es ist eigentlichiblicher, Farbanteile als ndirliche Zahlen zwischefl Schv_velz_er Flagge |nderf1 Sie die Bilddaten explizitin eine32- [
und255anzugeben; Pink z.B. wird als Tup@55, 192 203) (HexadezimalcodEFCOCB Matrix eintragen und mmage unter Verwendung der korrekten 6

Farbtabelle anzeigen. Speichern Sie das Ergebnisnmatite

als gif-Datei. Hinweis: Sie kdnnen sich sehr viel Miheparen,
indem Sie den Operator : zur Auswahl von Untermatrizen varwe |H s
den.

dargestellt. Eir die in MATLAB verwendete Codierung sind die Eiagre durch255 zu
teilen; MATLAB s Pink ist(1,192/255,203/255).

Die Bilddateneines Bildes mih x m Pixeln werden in einem x n-Matrix, nennen wir
sieA, abgespeichert. Eine Aufldsung von 1600200 Pixeln ergibt also eine 12601 600 ¢
Matrix mit 1920000 Eintragen! Jeder Eintrag ist eine natirliche Zahl, so dass sich die
Farbe des entsprechenden Pixels aus dem Farbcode im;den Zeile der Farbtabelle
ergibt.

In MATLAB werden Bilder mitimage angezeigt und die entsprechende Farbtabelle
mit colormap eingestellt. Externen Bilddateien kdnnen miread eingelesen werden.

1.4.2 Graphen

Beispiel 1.6: Das folgende Skript erzeugt das in Abb. 1.1 dargestellteSurettmustet. Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge vémoten [verticed V und einer Men-
map =[000; 111 ge vonKanten [edge$ E, die zwischen den Knoten verlaufen. Je nach Art der Kanten
brett = ones(8); unterscheidet man zwischen ungerichteten und gerich@&tephen.

brett(1:2:8,1:2:8) = 2;
brett(2:2:8,2:2:8) = 2;
image(brett);
colormap(map);

axis off, axis square Ungerichtete Graphen.  Bei einem ungerichteten Graphen sind die Kantageord-

netePaare von Knoten.

SDie Befehlebrett(1:2:8,1:2:8) bzw. brett(2:2:8,2:2:8) wahlen jede zweite Zeile/Spalte
beginnend von der ersten bzw. zweiten Spalte der Matrix aus. Beispiel 1.7:



1.4. Beispiele fur Matrizen in Anwendungen Version 20. Januar 2011 13

Die rechte Abbildung zeigt einen Ausschnitt des
Streckennetzes der SBB mit den entsprechenden

Zugfahrzeiten. Das Streckennetz lasst sich als un- . St. Gallen
gerichteter Graph auffassen, mit der Knotenmerth 6min
ge

Zirich 1h 9min

V = {Maienfeld SargansSt. GallenZurich}

55min

und der Kantenmenge Sargans

E={ {Maienfeld Sargan}, .
{Sargans  St. Galler}, 8min Maienfeld
{Sargans  Zirich},
{St. Gallen  Zurich} }.
¢

Ein GraphGraph G = (V, E) mit n Knoten kann durch einex n Adjazenzmatrix [ad-
Jjacency matrix A reprasentiert werden. Dabei &} = 1 wenn diei-ten undj-ten Knoten
durch eine Kante verbunden sind. Andernfallsaigt= 0. So ergibt sich bei Beispiel 1.7
mit alphabetisch aufsteigender Ordnung der Knoten die Zetjamatrix

0100
101 1
010 1] 12)
0110

Versieht man die Kanten zusatzlich mit Werten so spricht ran einengewichteten
Graph [weighted graph So sind in Beispiel 1.7 die Kanten mit Fahrzeiten verseBetet
man die Fahrzeit formal aub falls es keine Zugverbindung zwischen zwei Orten gibt,
nimmt eine Verweildauer von 0 am gleichen Ort an, und tragfahrzeiten (in Minuten)
in die Adjazenzmatrix ein, dann ergibt sich

0 8 o o
8 0 69 55
A= w 69 0 66| (1.3)

o 55 66 O

Solche Matrizen spielen bei der Bestimmung der kirzessmzeit zwischen zwei Orten
eine Rolle.

A=

Gerichtete Graphen.  Bei gerichteten Graphen sind die KantgeordnetePaare von
Knoten.

Beispiel 1.8: Miteinander durch Links verbundene Webseiten lassen dglyexichteter Graph,
dem sogenannten Linkgraphen, darstellen. Die Knoten ddgytaphen sind gerade die Webseiten
und eine Kante von Knoteirzu Knotenj entspricht einem Link von der Webseitauf die Webseite

j. Die folgenden Abbildungen zeigen ein Intranet von 8 uriteneder verlinkter Webseiten und den
entsprechenden Linkgraphen.

Seite 1 Seite 3 Seite 5 Seite 7
Link zu Seite 2 | Link zu Seite 2| | Link zu Seite 7 | Link zu Seite 1 @ &
—
Link zu Seite 3 | Link zu Seite § Link zu Seite § 3 5 &
Link zu Seite @ / =
/ /
Seite 2 Seite 4 Seite 6 Seite 8 & ‘
Link zu Seite 4 | Link zu Seite 2| | Link zu Seite § | _Link zu Seite < / 4 @
Link zu Seite § Link zu Seite 7 @2 Www @ P
Link zu Seite e . WWW
WWW
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Nummeriert man die Webseiten einfach durch, so erhalt nierKdotenmenge/ = {1,2,...,8}.
Entsprechend ist die Kantenmenge des Linkgraphen

¢

Die AdjazenzmatriA eines gerichteten Graphens ist ahnlich wie bei einem uriger
ten Graphen definiers;; = 1 falls es eine Kante von Knotérzu Knotenj gibt, ansonsten
aj = 0. Auch hier kdnnen die Kanten mit Gewichten versehen werdwl in die Matrix
eintragen werden. So zahlt man etwa die Links einer Websaitd setzt das Gewicht je-
des Links von auf das Reziproke ebendieser Anzahl. Beim Linkgraphen @sgel 1.8
ergibt sich die Matrix

0 %2 120 0 0 0 O
0 0 01 0 0 0 O
0 ¥ 0 0% 0 0 O
_ 0 3 0 0 13 3 0 O
A= 0O 0 0 00 0 1 O (1.4
0O 0 0 0 0 0 0 1
Y3 0 0 0 13 0 O Y3
0 0 0 0 O 12 22 O

Solche Link-Matrizen werden bei der Bewertung der Webggjteem sogenannten Page-
Rank) eine Rolle spielen, siehe Kapitel 7.

1.5 Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren

In diesem Abschnitt erlautern wir digddition und Multiplikation zweier Matrizesowie
derenMultiplikation mit einem SkalaDabei sind Zeilen- und Spaltenvektoren als Spezi-
alfalle enthalten, als Matrizen mit nur einer Zeile odean

1.5.1 Elementare Operationen

Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl. Eine m x n—Matrix A wird mit einer
Zahl (einem Skalar) a multipliziert [multiplied by a scaldr indem man jedes Element
von A mit a multipliziert. Die resultierenden x n—Matrix wird mit aA bezeichnet:

(aA)ij == a(A)ij (i=1,....m; j=1,...,n).

Beispiel 1.9:
>> 5«[1-3 5 -2 4-6],

1 -3 5 _—15 25 ans = 5 -15 25
5< -2 4 - >:(710 20 730>’ -10 20 -30

>> [ 4, 8]/ 4,

5
6

if4N_(1 =

4<8 = R ans 12
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Addition von Matrizen Zwei mx n—MatrizenA undB werdenaddiert [added, indem
man ihre Elemente addiert. Die resultieremadg n—Matrix A+ B mit

(A+B)ij:=(A)j+B);  (i=1..mj=1..n)

heisstSumme[sunj der MatrizenA undB.
Beispiel 1.10:

>[ 5 2,-1-5]+
[-1 1, 6 5],
( 5 2>+<—1 1)1(4 3) ans = 2 3
-1 -5 6 5 5 0 5 0
2 1 1 >[2,59]1-[01-1 3]
(5)<_1>< 6). ans = 1
9 -3 12 6
12

Drei wichtige, einfache Eigenschaften der Matrixadditsamd im folgenden Satz zu-
sammengefasst. Sie ergeben sich direkt aus den entspdechEigenschaften der reellen
Zahlen.

Satz 1.4 Es seien nx n-Matrizen AB gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:
() A+O=0+A=A;
(i) A+ (—A)=(—A)+A=0, wobei—A:= (—1)A;

(i) A+X=BfurX:=B+(—A).

Die Matrix O in Satz 1.4 steht natirlich fur die in Abschnitt 1.1 enntéhm x n-
Nullmatrix. Teil (iii) des Satzes fiihrt auf eine sinnvoefinition der Matrixsubtraktion:

B—A:=B+(—A). (1.5)

Bemerkung 1.5 Im Gegensatz zur Summe ist das Produkt zweier Matnizetm durch
elementweise Multiplikation definiert; eine solche Opematwird in Anwendungen nur
ausserst selten gebraucht.

1.5.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

DasMatrix-Vektor-Produkt [matrix vector produdt(oder kurz:Produkt) einermx n—
Matrix A mit einem Spaltenvektorder Langen ist ein Vektorb := Axder Langem, dessen
Komponenten wie folgt definiert sind:

n
b= akX=aXit+azXe+ - +anX, (=1..,m). (1.6)
k=1

6Sollte man sie doch einmal brauchen: Die elementweise Milition bezeichnet man als Hadamard- oder
Schur-Produkt. In MTLAB lassen sich Operationen elementweise durchfiihren indemeimen Punkt vor die
Operation stelltA. * B, A./B ,A."B .
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In Worten: Die Eintrage der-ten Zeile vonA werden mit den Komponenten von
multipliziert und die Summe dieser Produkte ergibt die Komponente vorb. In der
folgenden lllustration der Matrix-Vektor-Multiplikatio stehtx als Platzhalter fur einen
beliebigen Eintrag:

X X X X 2 X
i-te Zeile — X X X X . X — (AX)i = b
X X X X = X
X
X X X X X
X
X X X X X
A X AX
Beispiel 1.11:
2
1 -3 5
(33 [
-2 4 -6 ( 1 )
Die Komponenten vob = Ax ergeben sich aus
by = 1.2 + (=31 + 5 (-1 = -6,
b, = (-2)-2 + 4.1 + (-6)-(-1) = 6.

In MATLAB werden Matrix-Vektor-Produkte mit dem Operatoberechnet, wobei die Matrix links
vom Operator und der Spaltenvektor rechts vom Operatoesteh

>A=[1-3 5 -2 4-6];

>b =121 -1]

>> Ax b’
ans = -6
6
¢
Matrix-Vektor-Darstellung linearer Gleichungssysteme. Matrix-Vektor-Produkte

erlauben es, lineare Gleichungssysteme kompakt dariarstBetrachten wir zunachst das
lineare Gleichungssystem aus Beispiel 0.4:

X1+ 4X2+ 4X3 = 0
A+ Mo+ 16xg = 12 1.7)
X1+ 2%+ X3 = -1 .
Mit den Definitionen
1 4 4 X1 0
A= 3 4 16|, x=| x |, b=| 12 |, (1.8)
4 2 1 X3 -1

sieht man leicht, dass (1.7) gerade der Gleichirg- b entspricht.
Im allgemeinen hat ein lineares Gleichungssystenmrbihbekannten unch Gleichun-
gen die Form
apXy 4+ aXe + -+ am¥n = by,
QX1 + X + 0+ Ak = Dby

amX1t + amXe + - 4+ amXn = bm
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Definiert man nun einen x n-Matrix A mit den Eintragerg;j, Vektorenx undb mit den
Eintragernx; bzw. b;, so entspricht das lineare Gleichungssystem auch im aéigen Fall
der Gleichung

Ax=b. (1.9)

Die Matrix A ist die Koeffizientenmatrix [coefficient matrix, system matfixx ist der
L dsungsvektor[solution vectof undb ist dierechte Seite[right-hand sidg

Fibbonacci-Folge.  Die Fibonacci-Folge[ Fibonacci sequenge
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233 377,....

wird durch die folgende Rekursion beschrieben:
fo=1 f1=1 fioo=fier+fk, k>0. (1.10)

Leonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, illustrierteitddes explosionsartige Wachs-
tums einer Kaninchenpopulation. Die Zahlenfolge hat auidgy&hg in die Popularkultur
gefunden, so zum Beispiel in Dan Browns Roman Sakrilge[Da Vinci Codg

1332211185
O DRACONIAN DEVIL!
OH LAME SAINT!

Nach Umordnung ergibt sich die wahre Botschaft:

1123581321
LEONARDO DA VINCI!
THE MONA LISA!

Definiert man die Vektoreby = ffk furk=0,1,..., so lasst sich die Rekursi-
k+1
on (1.10) auch als Matrix-Vektor-Produkt begreifen:

bo:(i>7 bk+1:<2 i)bm

Spéter, in Abschnitt 7.3, werden wir diese Schreibweisaubeen um eine explizite Dar-
stellung fur die Zahlen der Fibbonacci-Folge zu bestimmen

~

>0. (1.11)

1.5.3 Multiplikation von Matrizen

DasMatrixprodukt [matrix produc} (oder kurzProdukt) einermx n-Matrix Amit einer
n x p-Matrix B ist einem x p-Matrix C = AB, deren Eintrage wie folgt definiert sind:

n
Cj =) aubyj=aibyj + a2+ +anbn, (i=1..mj=1..p). (112
&

In Worten: Die Eintrage derten Zeile vorAwerden mit den Eintragen dgtten Spalte von
B multipliziert und die Summe dieser Produkte ergeben(dgi-Eintrag vorC. lllustration
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furm=5n=4p=3:

j-te Spalte j-te Spalte
\ 1
X X X X X X X
X X X
X X X X X X X
. . X X X . .
i-te Zeile — X X X X wix | = x B x « i-te Zeile
X X X X X X X
X X X
X X X X X X X
A B C=AB

Der Ubersichtlichkeit halber empfiehlt es sich aber bei Hartumeagen die MatriA links
und die MatrixB oberhalb des zu berechnenden Matrixprodukts zu platzieren

B

X X X

X X X

X X X

X X X

X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
A C=AB

Bemerkung 1.6 Wahrend bei der Matrixaddition beide Summanden die gleichés&e
haben niissen, kommt es beim Produkt darauf an, dass die “Breitelideen Faktors mit
der “Hohe” des rechten Faktorgbereinstimmt.

Beispiel 1.12: Fur die beiden Matrizen
7 -1 1 0
A:(Ll1 g 2), B=( -8 -2 0 -1 ].
9 -3 0 0
berechnet sich das Produkt gemass dem oben vorgesch

é%pei Matrix-Vektor-Produkten wer-
nen Schema wie folgt: n

in MATLAB Matrixprodukte mit
dem Operatof berechnet.

B > A=[1 2 3 ..
7| -1 1 0 4 5 61
-8 2 0 -1 >>B=[7-1 1 0
9/ -3 0 0 8-2 0 -1
12 3 18 —14 1 -2 93 0 0F
45 6 2] 32 4 -5 >> AxB,
A C=AB ans =
18 -14 1 -2
Dabei ergibt sich zum Beispiel das markierte Element aus 42 -32 4 -5

der Rechnung

a1b11 4 apobp1 +apsbs; = 4-7+5-(—8)+6-9
=28-40+54=42.
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Bemerkung 1.7 Der tiefere Grundir die komplizierte Art das Matrixprodukt zu definie-
ren, wird sgater ersichtlich werden, wenn wir lineare Abbildungen milféivon Matrizen
beschreiben. Die Multiplikation von Matrizen entsprichint gerade der Verkipfung von
linearen Abbildungen.

Multiplikation mit speziellen Matrizen. In Spezialfallen vereinfacht sich das Ma-
trixprodukt erheblich.

Multiplikation mit der Nullmatrix.  Ist einer der Faktoren die Nullmatrix (von passender
Grosse) dann ist in jedem Produkt von (1.12) mindesten&ator 0. Also ist das
Matrixprodukt die Nullmatrix:

OA=0, AO=0,
fur jedemx n-Matrix A.

Multiplikation mit der Einheitsmatrix. Bei der Multiplikation einemx n-Matrix A mit
der EinheitsmatriB = |, ergibt sich fur die Eintrage vo@ = AB aus der Definiti-
on (1.12)

Cij = ajp byj +---+a j_1bj_1j+aij bjj +a j11bji1j+---+an bnj = a&j.
iy X iy ey

(1.13)
Also istAl, = A. Analog sieht mahy A= A.

Multiplikation mit Diagonalmatrizen. Beim MatrixprodukC = AD einerm x n-Matrix
Amit einer Diagonalmatrio = diag (di3, . ..,dnn) ergibt sich — ahnlich wie in (1.13)
Cij = ajdjj. (1.14)
Bezeichnet man die Spalten vémit ay, ..., a, und die Spalten vo@ mitcy,...,Cy
so lasst sich (1.14) wie folgt umschreiben:
e ‘ dnnén > .

C:<Cl Cn>:<dllal

Die Rechtsmultiplikation mit einer Diagonalmatrix entshit also einer skalaren
Multiplikation der Spalten mit den entsprechenden Diadeleenenten. Man spricht
in diesem Fall auch von ein@iagonalskalierung[diagonal scaliny Analog sieht
man dass die Linksmultiplikation mit einer Diagonalmatirer skalaren Multipli-
kation der Zeilen mit den entsprechenden Diagonalelemasritspricht.

C2 0@y

Multiplikation von Dreiecksmatrizen. Fir oberen x n-DreiecksmatrizeA, B geltenay, =
0 fari > k sowieby; = 0 furk > j. In der Summe fiir die Eintrage v@h= AB,

n
Cj = ) akhyj,
2

sind also alle Summanden mit k oderk > j Null. Da nur Summanden mit< k< j
Ubrigbleiben gilt zwangslaufigi; = 0 furi > j. Also istC auch obere Dreiecks-
matrix. (Dieser Beweis wird noch einmal ausfuhrlicher enhma 2.13 dargestellt.)
Symbolisch lasst sich diese Aussage darstellen als

NANAN
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Ubung 1.2: Zeigen Sie, dass eine analoge AussagefitereDreiecksmatrizen gilt. ¢

Spater werden wir noch einen weiteren wichtigen Spezi&émnenlernen: Multiplikation
mit Permutationsmatrizen in Kapitel 2.

1.5.4 Eigenschaften der Matrixoperationen

Aus den Definitionen der drei eingefuhrten Matrixopenagio (Skalarmultiplikation, Ma-
trixaddition, Matrixprodukt) lassen sich eine ganze Reibe Eigenschaften dieser Opera-
tionen herleiten, von denen die wichtigsten nachfolgerigefuhrt sind.

Satz 1.8 Die Addition, die Multiplikation und die skalare Multipkkion von Matrizer

(und Vektoreh haben die folgenden Eigenschaften, vorausgesetzt das3pdimtioner
definiert sind:

(aB)A=a(BA), (1.15)

(aA)B=a(AB) = A(aB), (1.16)

(a+B)A=(aA)+ (BA), (1.17),

a(A+B)=(aA)+(aB), (1.18),

A+B=B+A (Add. kommutatiy (1.19)

(A+B)+C=A+(B+C) (Add. assoziatiy (1.20)

(AB)C = A(BC) (Mult. assoziatiy, (1.21)

(A+B)C=(AC)+ (BC) (Add./Mult. distributiy, (1.22)

A(B+C) = (AB) + (AC) (Add./Mult. distributiy. (1.23)

BeEwels: Die Eigenschaften (1.15) und (1.17)—(1.20) ergeben sibrtsaus entspre-
chenden Regeln fir reelle Zahlen und der Tatsache, daskalare Multiplikation und die
Addition von Matrizen elementweise definiert sind, wobeimkich vorausgesetzt werden
muss, dass die in einer Regel auftretenden Matrizen dietiebrosse haben.

Etwas zu zeigen bleibt also nur, wenn Matrixmultiplikagéonauftreten wie in (1.16)
und (1.21)—(1.23). Es ist zunachst zu verifizieren, das®ije die linke und die rechte
Seite unter den gleichen Bedingungen an die Grosse deizdiattefiniert sind. Dann zeigt
man, dass dag, j)—-Element links und rechts gleich ist. Fur (1.16) soll didsachweis als
Ubung durchgefiihrt werden.

Fir die Assoziativitat der Multiplikation (1.21) musseir annehmen, dagseinem x
n-Matrix, B einen x p-Matrix, undC einep x g-Matrix ist. Dann ist

p p n

((AB)C)y = l;(AB)iI Cik = I;J:1aij bjicik,
n n p
(A(BC)) = ];aij (BO)jk = j;lziaijbjl Cik -

Die zwei Summenzeichen darf man vertauschen, also sindeifiked» Ausdriicke auf den
rechten Seiten identisch.
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Fur das erste Distributivgesetz (1.22) brauchen wir déaien, dasA einemx n-
Matrix, B einem x n-Matrix, undC einen x p-Matrix ist. Dann erhalten wir

n n
((A+B)C)jj = 3 (A+B)iCyj = z (aik + bik) Ckj
K &

[l
=

n

n
=Y (akCkj+ bikCj) = Z aikCkj + H biCyj
= =

I
fat

k
= (AC)jj + (BC);jj = (AC+ BC);;.

Der Beweis firr das zweite Distributivgesetz (1.23) vefi@nalog. |
Einige Bemerkungen:

1. Mehrere der Aussagen von Satz 1.8 bedeuten, dass marsipnesitenden Ausdruck
auf die Klammern verzichten kann, z.B.A4{BC) = ABC. Weitere Klammern fallen
weg, weil wir vereinbaren, dass (wie faund C) die skalare Multiplikation und die
Matrixmultiplikation starker binden als die Addition. i also etwgAB) + (CD) =
AB+CD.

2. Man beachte, dass Satz 1.8 etheoretischeAussage liefert. In der Praxis kann es
einen erheblichen Unterschied machen, ob man etwa z@erst B oder zuersB
mit C in dem AusdruckABC miteinander multipliziert. Insbesondere trifft dies auf
den Rechenaufwand bei Faktoren unterschiedlicher Gaisse

3. Da Operationen mit Vektoren ein Spezialfall von Opersiomit Matrizen sind, gel-
ten die Aussagen von Satz 1.8 natirlich auch wenn einigealigeder involvierten
Grossen Vektoren sind. Z.B. folgt aus (1.21) die Beziehi#®)x = A(BX) fur jeden
Spaltenvektok, vorausgesetzt dagsB Matrizen von passender Grosse sind. Auch
hier lasst man die Klammern weg und schreiix

Die Matrixmultiplikation istnicht kommutativd.h. im allgemeinen haben wir

w2

Dies sieht man sofort ein wenn die Dimensionen auf eineeSgght passen. Ist etwa
eine 5x 3-Matrix undB eine 3x 4-Matrix dann ist zwarA B definiert aber nichBA, da
die Anzahl der Spalten voB nicht der Anzahl der Zeilen voA entspricht. Doch selbst
guadratische Matrizen gleicher Ordnung kommutieren igeatieinen nicht.

Beispiel 1.13: Fur die drei Matrizen

(13 (2 ) (% 2)

gilt
6 4 -7 25
AB:(ll 6)’ BA:( 5 19)"
36 132 36 132
AC:( 22 146>" CA:( 22 146)'
Esist also

AB# BA, AC=CA.
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Gilt fir zwei MatrizenA undB, dassAB = BA, so sagt man, dass diese Matrizem-
mutieren [commuté. Dass Matrizen kommutieren ist eher die Ausnahme als dielReg
Kapitel 7 werden wir eine Charakterisierung von kommutielen Matrizen kennenlernen,
die dies eindriicklich bestatigt.

Einheitsmatrizen kommutieren immer, d.h. fir jede n—Matrix A gilt ;A=A =
Aln. Es gilt sogar die starkere Aussage, dass skalare Viafgoh Einheitsmatrizen die
einzigen Matrizen sind, die mjeder quadratischen Matrix der gleichen Ordnung Matrix
kommutieren (Nachweisbung).

Linearkombinationen und Neuinterpretation der Matrixmul tiplikation

Definition 1.9 Eine Linearkombination [linear combinatioh von Spaltenvektoren glei-
cher lange a,ay, ..., a, ist ein Ausdruck der Form

0181 + 0282 + -+ + Oindn , (1.25)
wobeia, ay, ..., an Zahlen (Skalare) sind.

Man beachte, dass man dank der Prioritat der Multiplikatior der Addition und dank
der Assoziativitat der Matrixaddition (siehe Satz 1.8pkeklammern setzen muss. Derar-
tige Vereinfachungen werden laufend benutzt, ohne dassm&ut darauf hinweisen.

Oft ist es von Vorteil, die Vektoren in einer Linearkombiiasit(1.25) als Spalten einer
Matrix aufzufassen:

A= ( a

Mit dieser Notation lassen sich Matrix-Vektor-Produkte kinearkombinationen der Ma-
trixspalten interpretieren.

a

an ) . (1.26)

Satz 1.10Sind a, &y, ...,a, genéss(1.26)die Spaltenvektoren der mn—Matrix A, und
ist X ein Vektor der &nge n, so gilt:

Ax:a1><1+az><z+~~+anxn:X1a1+><zaz+~-+xnan.| (1.27)

Ist insbesonderejader j—te Spaltenvektor der Einheitsmatrix $o gilt:

az

BEwWEIS: Um (1.27) zu beweisen, betrachten wir dite Komponente. Wir bezeichnen
jene vona, mit (ax)i, so dasgak)i = aj. Damit ist

za.kxk Z

Weiter ist Formel (1.28) bloss ein Spezialfall von (1.27). [ ]
Auf ahnliche Weise lasst sich das Produkt zweier Matrizen interpretieren.

>

akxk) =Y (Xa)i-
k=1

H
HM:

Satz 1.111st A eine mx n—Matrix und B= ( by b, -+ by ) eine nx p-Matrix, so
gilt:
AB:(Abl‘Abz‘---‘Abp) (1.29)



1.6. Die Transponierte einer Matrix Version 20. Januar 2011 23

BEwels: Nach Satz 1.10idt; = Bej, j = 1,..., p. Die j-te Spalte der ProduktmatrixB
lasst sich deshalb schreiben &hB)ej. Dank der Assoziativitat der Matrizen-Multiplika-
tion folgt damit aus Satz 1.10 fir=1,...,p:

(AB)ej = A(Bgj) = Ab;.

|
In Abschnitt 1.5.2, siehe insbesondere (1.9), haben wieitsegesehen, dass lineare
Gleichungssysteme in der Forix = b geschrieben werden kdnnen. Aus Satz 1.10 ergibt
sich sofort folgende Aussage.

Satz 1.12 Das Gleichungssystem Axb hat genau dann (mindestens) eirisung, wenn
b eine Linearkombination der Spalten von A ist.

Hat man¢ verschiedene rechte Seitbn by, ..., b, und entsprechen@iLosungsvekto-
renxi, Xy, ...,Xs, S0 kann man diese in die Spalten zweier MatriBamd X wahlen:

B::( b]_ b2 b[ ), XI:( X1 X2 -0 X )
Diesel Gleichungssysteme lassen sich wie folgt zusammenfassen:

AX = B. (1.30)

1.6 Die Transponierte einer Matrix

Definition 1.13 Ist A eine mx n—Matrix, so heisst die R m—Matrix AT mit (AT);j := (A)ji
die zu Atransponierte] transposefiMatrix oder dieTransponierte| transposevon A.

Anstatt vom Transponieren spricht man mitunter auch @inzen einer Matrix. Bildlich
lasst sich dies fim > n so vorstellen, dass eine “hohe schlanke” Matrix umfald @me
“niedrige breite” Matrix wird.

Beispiel 1.14:
In MATLAB wird die Transponierte (fur Matrizen
15 mit reellen Eintragen ) mit einem Apostroph erzeugt.
A 2 6 ‘A_I_:<1234).>>A_:[15;26;37;48];A'
3 7| 5 6 7 8 ans =
4 8 1 2 3 4
5 6 7 8

¢

Die Transponierte einer unteren Dreiecksmatrix ist eineretDreiecksmatrix — und
umgekehrt. Weiterhin gilt natrlicHDie Transponierte eines Spaltenvektors ist ein Zei-
lenvektor — und umgekehiies wird oft ausgenitzt, um Spaltenvektoren Platz sghren
aufzuschreiben:

X=(X X2 ... X )T:( 1 35 35 3 l)T.
Fur das Transponieren gelten folgende einfache Rechelnceg

Satz 1.14 (i) Fur jede Matrix A gilt

(ADT (1.31)
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(i) Fur jede Matrix A und jeden Skalar gilt
(@A) =aAT. (1.32)

(iii) F ur beliebige mx n—Matrizen A und B gilt

\ (A+B)T :AT+BT.\ (1.33)

(iv) Fur jede mx n—Matrix A und jede x p—Matrix B gilt
(AB)T =BTAT. (1.34)

Bewels: Die Aussagen (1.31)—(1.33) sollten klar sein.

Um (1.34) zu beweisen bemerken wir, d#s8 einem x p—Matrix und somit(AB)T
einep x m-Matrix ist. Das ProdukB™ AT ist ebenfalls eing x m-Matrix. Fiir die entspre-
chenden Elemente gilt

((AB)T);j = (AB)j = i ajkbyi = i b ajk
k=1 k=1

=1

=Y (BNik(AT); = (BTAT);.
k=1

[ |
1.7 Symmetrische Matrizen
Definition 1.15 Eine quadratische Matrix A heissymmetriscH symmetrid, falls
AT=A, dh A;=A); V).
Beispiel 1.15: Die Matrix
2 3 -5
B= 3 -1 2|,
-5 2 7
ist symmetrisch. ¢

Ein weiteres Beispiel fir symmetrische Matrizen habenheireits kennengelernt: die
Adjazenzmatrix (1.2) fur einen ungerichteten Grapheraspdas Gegenteil von Symmetrie
wird in der folgenden Definition eingefiihrt.

Definition 1.16 Eine quadratische Matrix A heissthiefsymmetriscliskew-symmetrit,

falls AT = —A.
0 -3 5
3 0 -4
-5 4 0

ist schiefsymmetrisch und hat wie jede andere solche Matuber Nullen auf der Diagonale. ¢

Beispiel 1.16: Die Matrix

Im allgemeinen ist das Produkt zweier symmetrischer Mattrinicht symmetrisch.

Zum Beispiel ist
01 01\ (12
10 12/ \0 1)

Aber man hat die folgenden Aussage.
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Satz 1.17 Seien A eine m n-Matrix und B eine nx m-Matrix. Ist B symmetrisch, so sind
ATBA und ABA ebenfalls symmetrisch.

BEWEIS: Anwendung von Satz 1.14, inshesondere (1.31) und (1.3fihter
(ATBA)T = ATBT(AT)T = ATBTA,
also istAT BAsymmetrisch wenB symmetrisch ist. Die Symmetrie vé&xBAT folgt analog.

Als Spezialfall von Satz 1.17 (m& = I) folgt, dass flr beliebige Matrizef gilt:

ATAundAAT sind symmetrisch (1.35)

Ubung 1.3:  SeiA eine schiefsymmetrischex n-Matrix. Zeigen Siex” Ax= 0 firr jeden Vektorx
der Langen. Tipp: Eine schiefsymmetrischex11-Matrix ist immer O. ¢

1.8 Die Inverse einer Matrix

Zwei quadratische Matrizen gleicher Ordnung kann man inznemander addieren, von-
einander subtrahieren und miteinander multiplizierer.Wéirden in diesem Abschnitt se-
hen, dass man sie oft, aber nichtimmer, in gewissem Sinrfeduwrcheinander dividieren
kann.

Vergleicht mam x n—Matrizen mit Zahlen, so nimmt die Nullmatr®, bei der Matrizen-
Addition die Rolle der Null ein und die Einheitsmatrix (lbernimmt bei der Matrizen-
Multiplikation die Rolle der Eins.

Bei den Zahlen gibt es zu jedemns 0 einé, namliché = 1/a, so dass

aé=1=¢a

ist. Gilt dies wohl analog fur quadratische Matrizen? Dass$t, gibt es zW\ # O, eine
n x n—Matrix X mit
AX=1,=XA. (1.36)

Ein einfaches Beispiel zeigt, dass das nicht so ist: fur

10
»(s5)
folgt bei beliebiger Wahl voixX

(10 X11 X2 \ [ X112 X2
AX_( 0 0)( X21  X22 - 0 0 5&'2'
Es ist im allgemeinen einer MatriA nicht einfach “anzusehen” ob es ein solchés

das (1.36) erfillt, gibt oder nicht. Zunachst bequemenuns damit, der Menge der Ma-
trizen mit (1.36) einen Namen zu geben.

Definition 1.18 Eine nx n—Matrix A heissinvertierbar [invertible], falls es eine x n—
Matrix X gibt, so dass AX |, = XA ist. Die Matrix X heissinverse[inversg von A und
wird mit A~! bezeichnet:

AAl=1,=AA. (1.37)

Eine Matrix, die nicht invertierbar ist, bezeichnet man hadssingular [ singulat.
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Das folgende Resultat erlaubt es uns denlinversen einer Matrix zu sprechen.
Satz 1.191st A invertierbar, so ist die Inverse eindeutig bestimmt.

BEwEIS: Den Beweis werden wir im allgemeinerem Rahmen in Kapitel Zldfiihren.
|

Beispiel 1.17: Esiist
In MATLAB berechnet man die Inverse mit dem

(2 2)( %—l>:<l 0) Befehlinv .
12 -2 1 01 >> A =[2212] invA)

1 -1 2 2\_(1 0). ans-=
-3 1 12/ \o ' 1.0000  -1.0000

- L _ -0.5000 1.0000
die eine Matrix ist also die Inverse der anderen — o o .
und umgekehrt. Allerdings wird inv  fast nie in der Praxis ge-

Wir haben oben bereits gesehen, dass die ngaucht!Anstatt der expliziten Inversen benotigt

trixmultiplikation mit einer Diagonalmatrix gj-man typlsghen/velse_ nulr d'Ae Multiplikation dgr
ner Zeilen- bzw. Spaltenskalierung der anderl&rﬁ’erse‘n einer Matrix mit einer anderen Matrix.
Matrix entspricht. Daraus folgt, dass die Inveann sind die Befehla\\ B bzw. B / A wesent-
se einer Diagonalmatrix mit von Null verschieddich effizienter und genauer ailsv(A)  « B bzw.

[

nen Diagonaleintragen wieder eine DiagonalmBt iNV(A)

trix ist: >b=[1,0], A\b
ans =

diag (d11,. .., 0nn) "t = diag (1/d11,. .., 1/cnn). 1.0000

Insbesondere ist die Einheitsmatfix natiirlich -9'5000 ) .
invertierbar und ihre eigene Inverse, deph, = Die hinter\,/ undinv stehenden Algorithmen

In. werden in Kapitel 3 behandelt.

¢
Man kann die Bedingung fiir die Inverse effektiv abschveiches geniigt, dagsX = |
oderX A= gilt, dann folgt die andere Beziehung automatisch.
Satz 1.20Die folgenden Aussagdiber eine n< n—Matrix A sindaquivalent:
i) Alistinvertierbar.
ii) Es gibt eine nx n—Matrix X mit AX= Iy,
iii) Es gibt eine nx n—Matrix X mit XA= I,.
BEWwEIS: Auch diesen Beweis werden wir erst spater, in Kapitel 3chfirhren. ]
Als nachstes stellen wir einige Eigenschaften der Invezsisammen.
Satz 1.21Sind A und B invertierbare r n—Matrizen, so gilt:
i) A~listinvertierbar und
(1.38)
i) AB ist invertierbar und
(1.39)
iy AT istinvertierbar und
(1.40)
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BEWEIS: i) ergibt sich sofort aus der Definition (1.37).

Zuii): Aus (AB)(B~1A™1) = A(BB™H)A~1 = AA~1 =1, und Satz 1.20 folgt, dags A1
die Inverse vorAB ist.

Zu iii): Gemass (1.34) isAT(A™H)T = (A~1A)T = 1T = I. Also ist wiederum nach
Satz 1.20A1)T die Inverse vorAT. [

Die Inverse und lineare Gleichungssysteme. Die Inverse einer Matrix ist eng mit
der Ldsung von linearen Gleichungssystemen verknupsbésondere kann man auf bei-
den Seiten vo\x = b mit der Inversen vor (vorausgesetz ist invertierbar) multiplizie-
ren und erhalt

x=A"1h. (1.41)

Mit der Kenntnis der Inversen lassen sich also die Losungerinearen Gleichungssyste-
me einfach per Matrix-Vektor-Multiplikation berechnenieBer Weg wird aber praktisch
nie verwendet.

Um die Inverse vor zu berechnen, betrachten wir die Spalten ¥oa A~1:

‘xn>X

wobei ej die j-te Spalte den x n-Einheitsmatrix ist. Mit (1.41) folgt, dass sich djete
Spalte vorA~! aus der Losung des linearen Gleichungssystems

i (amfae ] fae )= (]

AXj = €j

1 2 3
=0 2 3|.
0 0 1

Zur Berechnung der Inversen vénsind die drei linearen Gleichungssystefvg = e1, Ax; = e,
Axz = e3 zu ldsen. Aufgrund der oberen Dreiecksform volassen sich diese Ldsungen recht einfach

berechnen und man erhalt
-1 0
= 1/2 |, x=| -3/2
0 0

1
X1 = 0 s
0

1 -1 0
Al=| 0 12 -3/2 |.
0 o0 1

1.9 Untermatrizen

Aus ausgewahlten Elementen einer gegebenen Matrix lassbkmeue Matrizen, soge-
nannte Untermatrizen, konstruieren.

ergibt.
Beispiel 1.18: Sei

Also ist die Inverse

Definition 1.22 Sei A eine nx n-Matrix, und.# = {iy,...,ix}, .Z = {j1,..., ¢} Index-
mengen mit
I<ip<--<ig<m, 1<jp<---<je<n.
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Dann ist die kx ¢-Matrix
AL, 7)) = (@), P=1...k aq=1.../(
die zugebrige Untermatrix [ submatri von A.

Obige Definition lasst sich bildlich einfacher als mit Faimbeschreiben: Die Index-
menge. wahlt Zeilen vonA aus, die IndexmenggZ wahlt Spalten vorA aus, und die
UntermatrixA(.#, ¢ ) besteht gerade aus den Elementen auf den “Kreuzungen” der au
gewahlten Zeilen und Spalten.

Beispiel 1.19:

In MATLAB

Die folgende lllustration veranschaulicht den B .

griff dgr Untermatrix firm=n=6 und ¥ = i>_A magic(®)

{35}/ ={245) 3 1 6 26 19 24
XX XXX X n s 2 2 2
XXX XXX 8 28 33 17 10 15
KX XXX X X X X 30 5 34 12 14 16
XX XX X X X X X 4 36 29 13 18 11
X XX XXX 2> AR5 245
XXX XXX 9 22 27

5 12 14

Definition 1.23 Die einer mx n Matrix A=
quadratischen Teilmatrizen

Ac=( @ )ik (k=1,...,min{mn}) (1.42)

(@ )1ci<m1<j<n 2Ugeordnetemin{m.n}

heisserfiihrende Hauptuntermatrizerleading principal submatrickson A.



Kapitel 2
Algebraische Strukturen

Operationen mit Matrizen erfullen eine ganze Reihe vorhReoegeln, siehe insbesondere
Satz 1.8, die bereits von Operationen mit Zahlen bekanndt &s gibt aber auch einige
wesentliche Unterschiede zu Zahlen: der Verlust der Korativitiat bei Multiplikation
und die Tatsache, dass nicht alle von Null verschiedenemi?datinvertierbar sind. Im
folgenden wollen wir diese Gemeinsamkeiten und Untersighie algebraischen Struktu-
ren “einfangen” und damit nicht nur Zahlen und Matrizen semdviele weitere Objekte
(Funktionen, Polynome, Restklassen) abdecken.

2.1 Gruppen

Wir beginnen mit Halbgruppen, eine Struktur mit wenigendésungen aber auch dement-
sprechend wenig niitzlichen Eigenschaften.

Definition 2.1 EineHalbgruppe[semigroup ist eine Menge H mit einer Abbildung, ge-
nanntVerkntipfungoderOperation

o:HxH—=H, (ab)—aoch,
fur die folgende Regel eifit ist:
1. Die Verkiipfungo ist assoziativ, d.h(aob)oc=ao (boc) fur alle ab,ce H.

Aus Satz 1.8 (insbesondere (1.20) und (1.21)) folgt, daspeties fest vorgegebenealie
Menge demn x n-Matrizen eine Halbgruppe sowohl mit der Addition als audhder Ma-
trixmultiplikation bildet. Die Assoziativitat vor erlaubt es uns — wie bei der Matrixmul-
tiplikation — die Klammerung bei mehrfachen Verknupfungenfach wegzulassen oder
beliebig zu setzen.

Etwas versteckt in Definition 2.1 ist die Annahme, dasb € H fir allea,b € H gelten
muss. Diese Forderung d&bgeschlossenheibn H unter der Verkniipfung ist keines-
wegs selbstverstandlich. Zum Beispiel ist die Menge demragtrischem x n-Matrizen
zwar eine Halbgruppe bezuglich der Addition ab@ht bezuiglich der Multiplikation, da
das Produkt zweier symmetrischer Matrizen im allgemeingn&k symmetrische Matrix
ergibt.

Um sinnvolle Aussagen treffen zu kdnnen, braucht es tleéinBion 2.1 hinausgehen-
de Forderungen an die algebraische Struktur. Insbesoisielie Existenz eines neutralen
Elements unerlasslich.
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Definition 2.2 Sei(H, o) Halbgruppe. Dann heisste H neutrales Elemenf{identity ele-
ment, neutral elemehtwenn ea=aoe=afuralle ac H gilt.

Bei der Matrixaddition ist die Nullmatrix neutrales Elentgimei der Matrixmultiplikation
die Einheitsmatrix. Das folgende Lemma zeigt, dass essiéok ein neutrales Element in
einer Halbgruppe geben kann.

Lemma 2.3 Seien e und’eneutrale Elemente einer Halbgruppd, o). Dann gilt e= €.

BEWEIS: Aus Definition 2.2 folgt sofore= eo€ = €, wobei bei der ersten Gleichheit die
Neutralitat vone’ und bei der zweiten Gleichheit die Neutralitat veausgenutzt wurden.
|
Die Existenz eines neutralen Elementes erlaubt die siteniaafinition des Inversen.

Definition 2.4 Sei(H, o) Halbgruppe mit neutralem Element e. Ein Elemertld heisst
invertierbar[invertible], wenn es ein ElementdH gibt mit boa=aob = e. Das Element
b wird Inversesvon a genannt.

Invertierbarkeit lasst sich abschwachen indem man ndanegt, dass linksinvertier-
bar (bo a= €) oderrechtsinvertierbafao b =€) ist.

Lemma 2.5 Sei(H, o) Halbgruppe mit neutralem Element e uné . Gibt es bb' € H
mitbcoa=eunda b’ =e, sogilthb="Db'

BEWEIS:

b = boe (e neutral)
= bo(aob) (b’ Rechtsinverses)
= (boa)olf (o assoziativ)
= eob (b Linksinverses)
= b. (eneutral)

|

Lemma 2.5 zeigt unter anderem, dass das Inverse immer e¢igdestimmt ist. Als
weitere Implikation erhalten wir, dass es beiertierbarenElementen geniigt eine der bei-
den Beziehungelmo a= eoderaob = ezu uberpriifen, um nachzuweisen dasias Inverse
ist (BeweisUbung). Im allgemeinen werden wir das Inverse eanit a_* bezeichnen. Be-
schreibt die Gruppe aber eine additive Struktur (z.B. Additon Zahlen, Matrizen, oder
Funktionen), so ist es praktischer das Inverse-rgitzu bezeichnen.

Nicht jedes Element einer Halbgruppe mit neutralem Elen®nnotwendigerweise
invertierbar, wie das Beispiel der Matrixmultiplikationschaulich verdeutlicht. Die For-
derung nach der Invertierbarkeit von jedem Element ergétalgende Struktur.

Definition 2.6 Eine Gruppe[group ist ein Paar(G, o) mit den folgenden Eigenschaften:
1. (G,o0) ist Halbgruppe.
2. Es gibt ein neutrales ElementeG.
3. Jedes & G ist invertierbar.

Lemma 2.7 Sei(G,0) Gruppe und ab € G. Dann geltena*)~ = a und(aob)™! =
b-loal

Bewels: Ubung. n
Eine GruppgG, o) heisstabelsch[abeliar} oderkommutativ wennaob = boa gilt fur
allea,be G.



2.1. Gruppen Version 20. Januar 2011 31

2.1.1 Beispiele von Gruppen

Zahlen. (Z,+),(Q,+),(R,+) sowie ({+1,—1},-),(Q\ {0},-),(R\ {0},-) sind abel-
sche Gruppen.

Die kleinste Gruppe. G = {e} mitece=e.

Matrizen. Fir jedes festen,n € N bilden diem x n Matrizen zusammen mit der Ma-
trixaddition eine abelsche Gruppe. Fur jedes festeN bilden die invertierbaren x n
Matrizen eine Gruppe, welche n@&l(n) bezeichnet wird. Letzteres Beispiel ist Prototyp
fur das folgende Resultat.

Lemma 2.8 Sei(H, o) Halbgruppe mit neutralem Element und bezeichriedi¢ Menge
der invertierbaren Elemente in H. Dann igi*, o) Gruppe.

BEWEIS. Seienap,a; € H* mit Inverseralfl,ai;l und bezeichne das neutrale Element.
Dann gelten

(aytoa;Y)o(ajoa) =ay o (atoa)omp=alom=¢e

und analog(ay o &) o (8,1 0a;t) = e. Also ist auch(ay o a) € H*. Die Assoziativitat
“erben” die Elemente aus* vonH; also ist(H*,0) Halbgruppe. Da beiden anderen Grup-
peneigenschaften (ii) und (iii) von Definition 2.6 sind p@r&ussetzung erfullt. [ ]

Abbildungen.  SeiX eine Menge und\bb(X,X) die Menge aller Abbildungen voX
nachX. Bezeichne nuri o g die Verkettung (auch Komposition oder Kombination genannt
zweier Abbildungerf,g € Abb(X,X), d.h.,(f og)(x) = f(g(x)) fur jedesx € X. Dann ist
foge Abb(X, X). Desweiteren ist offenbar assoziativ, also i6Abb (X, X), o) Halbgruppe
mit neutralem Elemerit, der identischen Abbildunigl(x) = x fir allex € X. .

Ist f € Abb(X,X) invertierbar (im Sinne der Halbgruppe), dann gibtes Abb(X, X)
mitgo f =id. Also istg Umkehrfunktion und damit musgsbijektiv sein. Die Ruckrichtung
gilt auch: Istf bijektiv, dann gibt es eine Umkehrfunktigre f = id. Die Umkehrfunktion
vongist wiederf und damitf og=id. Alsoist f invertierbar.

Damit entspricht die Meng&bb(X,X)* der invertierbaren Funktionen gerade der Men-
ge der bijektiven Funktionen adf. Nach Lemma 2.8 istAbb (X, X)*, o) Gruppe.

Ist X endlich, so wirdS(X) := Abb(X,X)* alssymmetrische Gruppevon X bezeich-
net. Fir den wichtigen Spezialfal = {1,2,...,n} mit festemn € N setzen wir§, :=
S(X) = Abb(X,X)*. Die Elemente voi&, heisserPermutationen[permutationsund wer-
den haufig in der Form

1 2 .- n
n:( Ml w2 - m) ), meS, (2.1)
angegeben. Damit ergibt sich fur die Verkettumgo mit i, 0 € S;:
(oo ) (o o)~ Cr = )
m) .- (n) o) - o m(o(1) -+ m(om) )
Die Umkehrfunktionrr* von mrist die Abbildungr(i) — i fir i = 1,...,n. Das entspre-
chende Schema erhalt man, indem die beiden Zeilen in (Brigwscht werden,

(n&l) rrE]n) >’
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und die obere Zeile in die richtige Reihenfolge gebrachtwir

Beispiel 2.1: Seien
In MATLAB speichert man Permutationen am be-
sten als Vektoren ab:

12 3 4 >> pi =[4231]
™={4 2 3 1) >> sigma =[1423]
1 2 3 4 Der Befehl pi(sigma) ergibt einen Vek-
°:< 1 4 2 3)° tor mit den Eintragen pi(sigma(l))
) pi(sigma(2)) , ..., also gerade den Vektor
Das Inverse vow ist der Verkettung vonrund o.
ol 1 2 3 4 >> pi(sigma)
“\1 3 4 2)° ans =
. . 4 1 2 3
Die Verkettungrro o' ist Das Inverse o1 erfullt o1(o(1)) = 1,
1 2 3 4 071(0(2) =2, .... In MATLAB lassen sich
Moo = < ml) md) m2) n3) ) diese Beziehungen wie folgt schreiben:
12 3 4 >>r =[]
“\4 1 2 3) >> r(sigma) = 1:4,
r =
1 3 4 2

Endliche Gruppen. IstG eine endliche (und nicht allzu grosse) Menge mit einer Ver-
knlipfungo, dann ist es oft sinnvoll die sogenannterkniipfungstafel [Cayley tablg
anzugeben:

o a & e a

a | ¢yoa; @aoay -+ A108n
ay | apoag agoay --- aAoan
an | @nody anocaz -+ anoan

Ist (G,0) eine Gruppe, so wird die Verkniipfungstafel auch@isppentafel bezeichnet.
Im folgenden werden wir eine sehr praktische Charaktetisig fur Gruppentafeln her-
leiten. Dazu bemerken wir zunachst, dass in einer Grupp&tichungermox = b und
yoa=bdie Lésungex=a tobbzw.y=boa ! haben. Das folgende Lemma zeigt, dass
diese Losungen sogar eindeutig sind

Lemma 2.9 Sei(G,0) Gruppe und ax, X, Y,y € G. Dann gelten die sogenanntetit¢ungs-
regeln
aox=aoX = x=X, yoa=Yoa=y=Y. (2.2)

BEWEIS. Xx=eoXx=a loaox=a loaox =eox =X. Die andere Kiirzungsregel wird
analog bewiesen. [ |

Satz 2.10Fur eine HalbgruppdH, o) mit einerendlichenMenge H gilt:(H, ) ist genau
dann Gruppe wenn dielifzungsregeln (2.2)1f alle a x,X,y,y’ € H gelten.

BEWEIS. Fur ein festeg € H betrachten wir die Funktionefa : H — H mit fc : x+— cox
undge: H — H mit gc : y— yoc. Sind die Kurzungsregeln (2.2) erfullt, so sitfigl gc
injektiv. DaH endlich ist, folgt die Surjektivitat vorfi., gc. Insbesondere hat die Gleichung
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coe= c eine Losunge € H. Fur jedes beliebiga € H hat auch die Gleichungoc = a
eine Losund € H. Also gilt

aoe=bocoe=boc=a

fur alle a € H. Analog zeigt man die Existenz va mit € oa = a fur alle H. Wie im
Beweis von Lemma 2.3 gilt aber= eo € = € und damit iste neutrales Element. Wegen
Surjektivitat vonf,, ga sind die Gleichungeao x = eundyo a = efir jedesa € H losbar
und nach Lemma 2.5 ist=y Inverses vora. Also ist(H, o) eine Gruppe.

Die Umkehrung ist bereits durch Lemma 2.9 bewiesen. |
Satz 2.11Die Verknipfungstafel einer Halbgrupp@s, o) ist genau dann Gruppentafel,
wenn jedes Element von G in jeder Zeile und jeder Spéithstens einmal vorkommt.

BEWEIS. SeiG = {aj,ay,...,a.}. Der Eintrag in deii-ten Zeile undj-ten Spalte der
Verkniipfungstafel ist von der Forepo a;. Die Forderung, dass jedes Element in fiégn
Spalte hochstens einmal vorkommt entspricht der erstemuigsregel (2.2) fik= a;. Die
Forderung, dass jedes Element in d&n Zeile hdochstens einmal vorkommt entspricht der
zweiten Kurzungsregel (2.2) fiyr= a;. Also sind die beiden Forderungen aquivalent zu
den Kirzungsregeln. Mit Satz 2.10 folgt die Behauptung. ]

Fur eine zweielementige Men@e= {e,a} ist nur eine Gruppentafel moglich:

| o

e a
e a
ala e

Sei nunG = {e,a,b} mit dem neutralen Elemest Dann hat die Verkniipfungstafel die
folgende Gestalt:

ole a b
ele a b
ajla ? ?
blb ? ?

Die unbestimmten Eintrage ? ermittelt man — wie bei Sudolaus der Forderung von
Satz 2.11:

ole a b

e|e a b 2.3)
ala b e ’
blb e a

Man Uiberzeuge sich durch Nachrechnen, deassoziativ isf. Damit ist (2.3) Gruppenta-
fel.

2.1.2 Untergruppen

Definition 2.12 Sei (G,0) Gruppe und UC G. Dann heisstU,o) Untergruppe [sub-
groufd von (G, o) wenn(U, o) selbst Gruppe ist.

Da(U, o) die Assoziativitat vor{G, o) erbt, ist(U, o) Untergruppe wenn Abgeschlossenheit
gilt und wenn mita € U auch das Inversa! in U liegt. FirU # © wahlt man eira e U
aus und das neutrale Element aoa~! liegt dann automatisch id.

Jede Gruppé€G, o) mit neutralem Elemerghat die trivialen Untergruppee}, o) und
(G,0). Spannender sind Untergruppen die zwischen diesen beidegnen liegen.

"Die Assoziativitat sieht man der Verkniipfungstafel &idicht an und muss “per Hand” tiberpriift werden.
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Matrixuntergruppen, Teil I. Wir betrachten die Grupp8l(2) der invertierbaren 2 2-
Matrizen und dieRotationsmatrizen

SQ2) = {G(w):< _Cgfr(,zp(;) :g;i‘g)) ) L e [o,zn)}.

SQ(2) ist abgeschlossen beziiglich Matrixmultiplikation (Béswgbung) und Matrixinver-
sion:G(@) ! = G(—@). Damit bildetSQ(2) eine Untergruppe vos|(2).

Matrixuntergruppen, Teil 1. Wir betrachten

Mz::{A(a7b):< i 2>:a7beR}.

Offenbar gelterA(ay,by) + A(ap, by) = A(ay + ap,b1 + by) und —A(a,b) = A(—a,—b).
Damit bildetM; eine Untergruppe der:2 2-Matrizen beziiglich der Matrixaddition.

Beziiglich der Matrixmultiplikation gelteA(as, b)) A(az, bz) € M2 undA(a, b)*l € My
ausser wena = b = 0. Der Beweis dieser beiden Aussagerlbung. Nach Lemma 2.8
ist M2\ {A(0,0)} Untergruppe vor&l(2) beziiglich der Matrixmultiplikation.

Matrixuntergruppen, Teil Ill. Wir betrachten die Menge der oberen Dreiecksmatrizen
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen:

iz ... Tin
triu(n) = ¢ R= U 111 #0,.. i #0

nn

Lemma 2.13 Das Produkt von zwei oberenxin-Dreiecksmatrizen ist wieder eine Drei-
ecksmatrix.

BEWwEIS: SeiT = RSmit oberen DreiecksmatrizeR S. Dann giltry = 0 furi > k und
& =0fark> j. Furi > j gilt
n i—1 n
ij= ) Nksj=tj = Nk S+ D Mk S =0.
kzl kzl v:o ;; \7/0

DamitistT obere Dreiecksmatrix. Desweiteren gilt

i—1 n
ti = T SatriSi+ ) fik Sq =TiSi. (2.4)
k:l\:’o“ k=1 :0/

Wegen Lemma 2.13 und (2.4) iﬁ:(n) bezuglich der Matrixmultiplikation abge-
schlossen.

Lemma 2.14 Sei Re triu(n). Dann ist R invertierbar und R € triu(n).

BeEwels: Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber Firn = 1 ist die Aussage trivialer-
weise erfullt. Sei die Aussage nun fiir- 1 erfullt. Dann partitionieren wir

_( R 1
R_< 0 rnn>’
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so das$y; € frﬁ(n — 1) undrpn # 0. Per Induktionsvoraussetzungt; invertierbar. Fur

die Matrix
R1= ( RIll 7R1711rnrr7n1 >
0 [
lassen sich die Beziehung® 'R = RR™1 = I,, leicht iberpriifen. Also isR~! Inverses
vonRundR1 € triu(n). =
Zusammenfassend kann man sagen, tr}ie/s(m) eine Untergruppe vo@I(n) bezuglich

der Matrixmultiplikation bildet. Eine analoge Aussagédftrauf untere Dreiecksmatrizen
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen zu.

2.1.3 Gruppenhomomorphismen

Definition 2.15 Seien(G, o) und(H, x) Gruppen. EifGruppen-)Homomorphismupgroup
homomorphisrhist eine Abbildung : G — H mit¢ (ach) = ¢ (a)« ¢ (b) furalle a,bec G.
Ist daruberhinaus¢ bijektiv so bezeichnet mag als (Gruppen-)Ismorphismug group
isomorphisn.

Lemma 2.16 Seien(G,o), (H,*) Gruppen undp : G — H Homomorphismus.

a) Ist e das neutrale Element von G, sod¢e) das neutrale Element von H.
b) ¢(a) = (¢(a)) " fr jedes a G.

BEWEIS a)$(e)+¢(a) = ¢(eca) = §(a); $(a)  h(e) = p(ace) = ¢ (a).
b)p(a )+ p(a)=(atoa)=p(e) = p(aca })=g(a)+ p(a ™). n

Gruppen zwischen denen ein Isomorphismus besteht heissemrph zueinander.
Formal schreibt ma(G, o) = (H, ). Die Klassifizierung von Gruppen durch Homo- und
Isomorphismen ist ein wichtiges Teilgebiet der Algebra tagt weit iber den Vorlesungs-
kanon der linearen Algebra hinaus.

2.2 Ringe

Bei Gruppen betrachtet man jeweils nur eine Verknipfurdjkemn dadurch keine Inter-
aktionen zwischen zwei verschiedenen Verkniipfungenhvesten. Ein Beispiel fir sol-
che Interaktionen sind die Distributivgesetze der Mattkéion und -multiplikation, siehe
Satz 1.8. Im folgenden wollen wir daher Strukturen mit zwerkniipfungen betrachten.
Dabei sollte man sich zunachst die Addition und Multiptika (von Zahlen oder Matri-
zen) als Paten fur die beiden Verknupfungen vorstellein.Werden spater noch weitere
Beispiele kennenlernen.

Definition 2.17 Ein Ring [ring] (R, +,) ist eine Menge R mit zwei Verlgpfungen

+:RxR—=R, (a,b)—a+b,

'RxR—=R  (ab)a-b, (2.5)

fur die folgende Regeln et sind:
(1) a+b=b+a, VabeR (Kommutativiéit+)
(2) a+(b+c)=(a+b)+c, VabrceR (Assoziativiit+)

(3) Esgibtoc Rmit0O+a=afiralleacR. (Nullelement)
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(4) Zu jedem & R gibtes—a€ R mita+ (—a) =0. (Inverses-)
(5) a-(b-c)=(a-b)-c, Vab,ceR (Assoziativiat-)
(6) (a+b)-c=(a-c)+(b-c), VabceR (Distributivitat I)
(7) a-(b+c)=(a-b)+(a-c), Vab,ceR (Distributivitat I1)

Wie bei den Gruppen wieder der Hinweis, dass die in (2.5)teekse Abgeschlossenheit
der beiden Verknuipfungen ein wichtiges Merkmal von RinigerGemass den Regeln (1)—
(4) ist (R,+) kommutative Gruppe wahrer(,-) aufgrund von Regel (5) lediglich eine
Halbgruppe zu sein braucht.

Wie bei den Zahlen und Matrizen werden wir in folgenden eieeeinfachte Schreib-
weiseab = a- b verwenden. Die Regel “Punkt vor Strich” erlaubt es uns Klammreinzu-
sparena+ (bc) = a+ bc.

Die Existenz eines neutralen Elements bezlglialird in der Definition eines Rings
selbst nicht gefordert, ist aber oft gegeben.

Definition 2.18 Sei(R,+,-) Ring.

1. Gibtesle Rmitl-a=a-1fur alle ac R, so wird1 als Einselementdes Rings
bezeichnet. In diesem Fall nennt m@)+, -) Ring mit Eins.

2. Ein Ring heissktommutativwenn ab= ba fir alle a,b € R gilt.
Einige (Gegen-)Beispiele fur Ringe:

e Die Mengernz,Q,R bilden zusammen mit der gewdhnlichen Addition und Muitipl
kation jeweils einen kommutativen Ring mit Eins.

e Firjedes festae € N bildet die MengenZ = {nz: z€ Z} zusammen mit der gewdhn-
lichen Addition und Multiplikation einen kommutativen Rjfohne Einselement, es
seidenm=1).

e Die Menge den x n-Matrizen bildet zusammen mit Matrixaddition und -muliigaition
einen Ring mit Eins. Dies folgt aus Satz 1.8 und der Einhaitsmals Einselement.
Dagegen bildet die Meng@8l(n) der invertierbarem x n-Matrizen mit diesen Ope-
rationen keinen Ring, weil z.BO ¢ GI(n).

e Betrachte auf der Menge U {«} die Operationen
adb=min{a,b}, acb=a+h.
Dann biIdet(Ru {0}, ®,®} keinerRing. (Ubung: Welche Regeln sind (nicht) erfiillt?)

e SeiX eine nichtleere Menge ur(@R, +,-) ein Ring. Dann bildet die Menge der Ab-
bildungen nacir,

Abb(X,R) := {f : f ist Abbildung vonX nachR}
zusammen mit den Operationen
(F+9:=f)+9(),  (F-g)(x):=f(x¥)g(x)

einen Ring.
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e Sei(R,+,-) ein Ring. Ein Polynom tGibeR in einer Unbekanntenhat die Form
p=ag-t®+a-t'+ap-t?+ - +a,-t", apa,....an€R (2.6)

Oft schreibt man auch einfael - t° = ag unda; -t* = a; - t. DerGrad [degreg von
p, bezeichnet mit deg), ist der grosste Indekfiir dena; # 0 gilt. Die Menge aller
Polynome uibeR bezeichnen wir miR[t].

Man muss an dieser Stelle sehr vorsichtig sein und nicht rschoellen Schliissen
neigen: Der Ausdruck (2.6) ist zunachst rein formal zu tedren;t ist lediglich ein
Platzhalter fiir ein unbestimmtes Objekt. Auch die Potanzend die Summations-
zeichen sind rein formal zu verstehen und stehen einfadhdeil man sich dann
die folgenden Rechenregeln einfacher merken kann. Ershwas Polynom aus-
gewertet wird (was wir an dieser Stelle nicht tun werden)ssnman sich darauf
verstandigen, was Potenzen vprdie Multiplikation mit Elementen auR und die
Addition wirklich bedeuten.

Seienp,q € R[t] mit
p=ap+ar-t+--+amt", q=bo+by-t+---+by-t"
Dann definieren wir die folgenden Verkniipfungen:
P+q:= (a0+bo) + (a1 +b1) t+ -+ (Amaxmn) + Bmaxmny) - L")

p-q:=Co+Cy-t+ - +Cmn-t™", C = Z ab;.
i+]=k

(Sollten die Polynome unterschiedlich lang sein, aisg n, so fillt man einfach die
Koeffizienten des kirzeren Polynoms mit Nullen auf.)

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, (iBft],+,-) wieder ein Ring. Das Nullele-
ment ist 0 t°. Ist (R, +,-) kommutativer Ring mit Eins, so ist au¢R[t], +,-) kom-
mutativer Ring mit Eins. Das Einselement ist4.

Das folgende Resultat enthalt aus Definition 2.17 abggteiRechenregeln, die fur viele
der oben genannten Beispiele als vollkommen selbstrattith angesehen werden.

Lemma 2.19 Sei(R,+,-) Ring. Dann gilt &ir alle a b € R:

(i) 0-a=a-0=0;

(i) (-a)b=a(—b)=—(ab);

(i) (—a)(—b)=ab.
BEWEIS:

(i) Aus Distributivitat | folgt
0-a=0-a+0=0-a+0-a+(—(0-a))=(0+0)-a+(—(0-a)) =0-a+(—(0-a))=0.
Analog folgta-0= 0.

(ii) Aus Distributivitat | bzw. I, zusammen mit Teil (i),digen

ab+ (—a)b=(a+(-a)b=0-b=0

bzw.
ab+a(—b)=a(b+(—b))=a-0=0.
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(iii) folgt sofort aus (ii) und Lemma 2.7—a)(—b) = —(a(—b) = —(—(ab)) = ab.

|
Lemma 2.19 erlaubt es unsab ohne Uneindeutigkeiten zu schreiben. Es kann leicht
gezeigt werden, dass die beiden Distributivgesetze autdngsenn Addition durch Sub-
traktion
a—b:=a+(-b)

ersetzt wird.
Analog wie bei Gruppen lassen sich auch bei Ringen Homo- smiahdrphismen defi-
nieren.

Definition 2.20 Es seienR,+,-) und(S,®, ®) Ringe. EinRinghomomorphismusgst eine
Abbildungg :R— S

plat+tb)=¢(@@¢((b), ¢@b=¢@c¢b),

furalle a,be R. Istg zusatzlich bijektiv, dann heisgt Ringisomorphismuand wir schrei-
ben(Ra =+, ) = (S' e, Q)

Ebenso Ubertragt sich das Konzept von Untergruppen augfeRi

Definition 2.21 Sei(R,+,-) Ring und UC R. Dann heisstU, +,-) Unterring [subrind
von(R,+,) wenn(U, +,-) selbst ein Ring ist.

Naturlich braucht man bei Unterringen nicht alle Regeln Refinition 2.17 zu Uberprifen.

Satz 2.22Sei (R,+,-) Ring und UC R mit U # 0. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) (U,+,-)ist Unterring von(R, +,).
(i) Furalle a,beU sind aucha-bundabinU.

BEWEIS: (i)=(ii) ist trivial.

(i) =(i). Wahle einra € U aus, dannistwegen8a—ac U das Nullelementit) enthalten.

Fur jedesh € U gilt —b=0—b, also ist—b € U enthalten. Fur alle,b € U gilt a+ b=

a— (—b) € U wegen—b € U, also ist die Addition innerhalb vod abgeschlossen. Die

restlichen Ringeigenschaften etbhivon R. ]
Zum Beispiel isnZ fur jedesn € N Unterring vorZ. Die auf Seite 34 eingefiihrte Men-

geM bilden einen Unterring der 2 2-Matrizen mit Matrixaddition und -multiplikation.

2.3 Korper

In einem Ring(R,+,-) mit Einselement 1 versteht man die Invertierbarkeit wa R
bezuglich der Verknupfung Dementsprechend erfullt das Inverse \adie Beziehung
ala=aa!=1. Um degenerierte Falle auszuschliessen, verlangt rtiohérweise
1+# 0. Wegen Lemma 2.19 kann dann O niemals invertierbar seimlefoman aber die
Invertierbarkeit aller anderen Elemente, so erhalt marfagenden Strukturen.

Definition 2.23 Sei(R, +,-) Ring mit Einselemerit# 0. Ist jedes a R\ {0} invertierbar,
so nennt mariR, +,-) Schiefldrper [skew field oder Divisionsring [division ring]. Ein
kommutativer Schiefikper heissKorper [ field].

Die folgende Charakterisierung eines Schiefkdrpers igtmter handlicher.
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Satz 2.24Ein Ring(R, +, ) ist genau dann Schigfkper, wennR\ {0}, -) eine Gruppe ist.

BewEls: Fireinen Schiefkdrper ist definitionsgemé&Rs ) Halbgruppe und alle Elemen-
te ausR\ {0} sind invertierbar. Da das Produkt von zwei invertierbarkmtenten wieder
invertierbar ist, folgt Abgeschlossenheit vBf {0}. Also istR\ {0} eine Gruppe.

Ist umgekehr{R\ {0}, -) eine Gruppe, so gibt es ein neutrales EleneatR\ {0}).
Wegen 0 e=e-0=0 iste auch Einselement vofR, +, ). Die restlichen Eigenschaften
eines Schiefkorpers sind per Voraussetzung erfillt. ]

Der Ubersicht halber filhren wir alle Regeln, die in ein&irper gelten miissen, expli-
zit auf:

a+beR a-beR VabeR (Abgeschlossenheit)
a+b=b+a VabeR (Kommutativitat-)
a+(b+c)=(a+b)+c, Vab,ceR (Assoziativitat-)
Es gibt0Oc Rmit0+a=afuralleae R. (Nullelement)
Zu jedema € Rgibtes—a€ Rmita+ (—a)=0. (Inverses-)
a-b=b-a, VabeR (Kommutativitat)
a-(b-c)=(a-b)-c, VabceR (Assoziativitat)
Esgibt 1c R\ {0} mit1-a=aflralleacR. (Einselement)
Zu jedemac R\ {0} gibtesa~* € Rmita-a~1=1. (Inverseg
(a+b)-c=(a-c)+(b-c), VabceR (Distributivitat 1)
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), Vab,ceR (Distributivitat I1)

Aufgrund der Kommutativitat vonfolgt Distributivitat Il aus Distributivitat | und ist ter
nur der Vollstandigkeit halber mit aufgezahlt.
Einige (Gegen-)Beispiele fur Korper:

e QundR bilden zusammen mit der gewdhnlichen Addition und Muikiation Korper.
Z undnZ bilden keine Korper.

e Die Menge den x n-Matrizen bildet keinen Korper.

e Die auf Seite 34 eingefiihrte Mend#, bildet zusammen mit Matrixaddition und
-multiplikation einen Korper.

Wir werden in den Abschnitten 2.5 und 2.6 zwar noch weiterisfiBele kennenlernen, aber
insgesamt ist die Auswahl an Korpern nicht furchtbar griiésper stellen hohe Anspriiche
an (R, +,-) und sind die Diven unter den algebraischen Strukturen, di&emnengelernt
haben.

Homo- und Isomorphismen von Korpern sind die Homo- und ksqrhismen der zu-
grundeliegenden Ringe.
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2.4 Matrizen Uber Ringen und K 6rpern

Unsere urspringliche Definition 1.1 einer Matrix erlautte Eintrage mit reellen Zahlen.
Im folgenden wollen wir den Begriff einer Matrix wesentliaigemeiner fassen.

Definition 2.25 Sei (R, +,-) kommutativer Ring mit Eins. Ein rechteckiges Schema der
Form

a;; a2 - A

a1 a2 - anp
A= . . .

mi am2 - 3@mn

mitaj €R,i=1,...,n,j=1,...,m, heissinx n-Matrix UberR. Die Menge aller mx n-
Matrizentiber R wird mit R*" bezeichnet.

Alle Definitionen und Aussagen von Kapitel 1 zu Matrizen &ssich direkt auf Matri-
zen Ube(R, +, ) Ubertragen, da nirgends spezielle Eigenschafte®vansgenutzt wurde.
Insbesondere besteht jetzt die Nullmatrix aus lauter Marienten auR und die Einheits-
matrix hat Einselemente auf der Diagonalen und sonst nueluiente. Die Matrixaddi-
tion und -multiplikation sind genau wie in Kapitel 1 defirtienur dass die gewohnliche
Addition und Multiplikation von reellen Zahlen durch die dition und Multiplikation des
Ringes ersetzt werden. Satze 1.4 und 1.8 tibertrageni&"a" und liefern das folgende
Resultat.

Satz 2.26 Sei(R, +,-) kommutativer Ring mit Eins. Dann bildef’R zusammen mit der
Matrixaddition und -multiplikation einen Ring mit Eins.

Invertierbarkeit einer MatriXA € R™" bedeutet Existenz einer Matri € R™", so dass
AX=XA=I,

mit der Einheitsmatrix, € R™". Hier muss man ein wenig vorsichtig sein: Matrizen die in
einem Ring invertierbar sind kdnnen in einem anderen Reitglshtet ihre Invertierbarkeit

verlieren. Zum Beispiel ish = ( é i ) € R¥*?invertierbar:
1/ -4 2
1 _ 4 2x2
Al 2( s 1 ) e R,

Doch die gleiche Matrix ist ifZ2*2 nicht invertierbar: Gabe &6 € Z2*2 mit AX = X A= I,
so hatteA € R2*2 zwei verschiedene Inverse, namlishund A~1. Dies stiinde aber im
Widerspruch zur Eindeutigkeit der Inversen.

2.5 Komplexe Zahlen
Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als
C={x+yi: x,yeR},

wobei i dieimaginare Einheit [imaginary unit ist mit i2 = —1. Fir eine komplexe Zahl
z = x+Yi heisstx Realteil [real part undy Imaginarteil [imaginary parf von z. Wir
schreibernx = Re(z) undy = Im(2).
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Vom algebraischen Standpunkt betrachtet, sind kompleké&eBAainfach Paare von re-
ellen Zahlen und die Bezeichumg-yi hilft lediglich, sich die folgenden Operationen bes-
ser merken zu kdnnen. Wir definieren duélie folgenden Verkniipfungen als Addition und
Multiplikation:

+1 CxC=C, (a+wi)+0e+ya) = (xa+X) + (Y1 +Y2)i, _
CxC—C, (xx4yii): (X2+Yai) == (XaX2 — y1y2) + (Xay2 + YiXe)i.

Beispiel 2.2:
In MATLAB ist die imaginare Einheit (oderj ).
>> (1+1i) + (-2+1i),
Zum Beispiel gelten ans =
. . . -1.0000 + 2.0000i
A+ +(—2+i)=-1+2i >> (1+1)  * (-2+1i),
und ans =
-3.0000 - 1.0000i
(14+i)(=2+i) =-3—1. Es empfiehit sich nie alleinstehend zu verwenden sondern

immer in der Forndi , da MATLAB i als eine mit einen an-
deren Wert Uberschriebene Variable interpretieren ténn

Es ist leicht zu sehen, dag8, +) die Eigenschaften vofR, +) erbt und eine abelsche
Gruppe bildet. Das neutrale Element ist@+ 0i und das additive Inverse var= x+Vi €
C ist —z:= —x—yi. Die Subtraktion zweier komplexer Zahlem = x; + y;i und z, =
X2+ Yoi ist demnach

1n-2=21+(-2)= (X1—X%) + (Y1 —Y2)i.

Um uns aller Miihen beim Nachweis der Eigenschaften deriplikiation von komple-
xen Zahlen zu entledigen, definieren wir die Abbildung

¢ :C— My, ¢:x+yin—><:(y §>, (2.7)

wobeiM; auf Seite 34 definiert wurde. Offenbar gtbijektiv und bildet einen Gruppeni-
somorphismus zwischef’, +) und (M2, +). Desweiteren gilt

¢(X1+y1i)¢(Xz+yzi):( o )( X2 Y2>

-y1 X Y2 X2

X1X2 — Y1Y2 X1Y2 +Y1X2 : :
=S = X 1)(X 1)).
( Y1 —X1Y2  —Y1¥o +X1Xe ) ¢ (Ca+vah) O +¥2)

Da (M2 \ {0},-) Gruppe ist, folgt, dass auglt \ {0},-) Gruppe ist. Das neutrale Element
ist 1= ¢ ~(I2) = 1+ 0i und das multiplikative Inverse van= x+yi € C\ {0} ist

—1
z1—¢1<¢<z>1>—¢1(( ) )

et (XY Hoox oy
i \ly x 2 Rty

Aufgrund des Isomorphismysiibertragen sich die Distributivitatsgesetze der Mainliki-
tion und -multiplikation aufC, +, -). Desweiteren sieht man leicht dass die Multiplikation
in C (undMy) kommutativ ist und somit erhalten wir zusammenfassend:
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Satz 2.27 (C,+,-) ist ein Korper.

Betrachtet man — wie oben empfohlen — komplexe Zahlen aleeRem reellen Zah-
len, so ist die obige Konstruktion der Multiplikation schoetht speziell. Es stellt sich
die naheliegende Frage, ob und wie sich diese Konstrukimmvall auf Tripel, Quadru-
pel oder gar beliebige Tupel von reellen Zahlen Uibertrdgest. Fir Quadrupel ist dies
tatsachlich moglich und fuhrt auf die sogenanrferaternionen [quaternionk die einen
Schiefkodrper (aber keinen Korper) bilden.

Definition 2.28 Sei z= x+yi € C. Dann istz:= x—yi die zu zKonjugierte [ conjugaté.
Der Betrag[ absolute valukist |z] := /X2 +y2.

In M2 entspricht Konjugation der Matrixtransposition:
x -y x v\
-\ - _ _ T
o= ) )=( % %) —ear @9
Die Konjugation ist mit Addition und Multiplikation veraglich
a+tn=a+% =7 &=74% VVuz2cC (2.9)

Bei der Addition sieht man dies sofort ein. Bei der Multigtion liesse sich dies auch
einfach nachrechnen oder man bemuht (2.8):

VT B =022 =02)"0@)"=02)"02)"=0@)(B)=0=Z %)

Die Beziehungen (2.9) sagen aus, dass Konjugation eindfiagmorphismus vo(C, +, )
auf sich selb$tist.

Lemma 2.29 Es gelten die folgenden Rechenregéinz z;,z € C:

(i) Re(2) = 1(z+2)
1
2

(iii) z-2= 2
W) 1= 5, (240)

V) zi=z1 (z£0)

Bewels: Ubung. =
Die Division zweier komplexer Zahlen,z € C mit z, # 0 ist definiert alsz; /2 1=
77,1, Mit Lemma 2.29 (iv) ergibt sich
a_az
V43 - |22|2.

8Ein Isomorphismus einer algebraischen Struktur auf sittissheisst Automorphismus.
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2.5.1 Matrizen Uber komplexen Zahlen

Als Spezialfall von Definition 2.25 ergibt sich fiR = C die MengeC™" der m x n-
Matrizen Uiber den komplexen Zahlen (oder kurz: komplexen-Matrizen).

Die Konjugation Ubertragt sich auf Matrizen, indem manf&th jeden Eintrag konju-
giert:

AeC™" = AeC™"mitA)j=aj, i=1,....m j=1,..n

Beispiel 2.3:
. In MATLAB gibt man komplexe Matri-
Seien zen wie reelle Matrizen ein.
1+2i 1-i >> A = [1+2i 1-1i;
A= 3 —i 3 -1i;
2—i  2+i 2-1i 2+1i];
1+i 1—i >> B = [l+1i l-li;
B:< C1o0 14i ) -1-1i 1+1];
>> conj(A),
Dann ergeben sich ans =
. . 1-2 1+1i
_ 1-2i 1+i 3-0i -0+ li
A= 30, 2+1  2-1
241 2—i >> A*B,
—3+3i  5+i ans =
AB= 2+4i 4-4i |. 3+ 3 5+ 1i
2-2i 2 2+ 4 4 - 4

2 -2 2 + 0i
¢
Die in Abschnitt 1.6 eingefuihrte Transponierte einerlsseMatrix kann trivialerweise
auf komplexe Matrizen erweitert werden. Bei komplexen et macht es aber in der
Regel mehr Sin%) die Eintrage nicht nur zu stiirzen sondern auch noch zjugaren.

Definition 2.30 Ist A C™M, so heisst K € C™™ mit (A);j :=aj;, furi=1,...,n und
j =1,...,m, die zu Akonjugiert-transponierte[ conjugate transpo}@der Hermitesch-
transponierte] Hermitian transpogeMatrix.

Beispiel 2.4:
In MATLAB wird die Hermitesch Transponierte, wie bei der
Transposition vorreellen Matrizen, berechnet indem man ein
Apostroph hinter die Matrix gestellt. Fir die selten begi&

SeiAwie in Beispiel 2.3. Dann Sind(komplex) Transponierte ist ein Punkt vor das Apostroph zu

stellen.
AH:< 1-2i 3 2+i ) >> A
1+i i 2-i )’ ans =
T 142 3 2—i 1-2 3-0i 2+1i
A=<1,i i 2+i) 1+1 -0+1i 2-1i
>> AY
ans =

1+ 2 3 + 0i 2 -1
1-1 -0-21 2+1i
¢

9Dies wird leider erst im Verlaufe der Vorlesung, bei der @sily-Zerlegung und bei den Eigenwerten,

richtig klar werden.
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Aus Definition 2.30 folgt sofort die Beziehung
AH = (AT =AT. (2.10)

Da im Beweis von Satz 1.14 keine besonderen Eigenschafteaelken Zahlen ausgenutzt
wurden, Uibertragen sich dessen Rechenregeln fur diesfosition direkt auf Matrizen
Uber beliebigen kommutativen Ringen, inbesondere aufgtexe Matrizen. Kombiniert
mit (2.10) erhalten wir daraus unmittelbar entsprecheneehBnregeln fur Hermitesche
Transposition.

Korollar 2.31 (i) Fur A e C™" gilt

(A =
(i) FurAe C™"unda € C gilt
(aAM =aTA".

(iii) F tr A,B € C™ gilt

| (A+B)=A 4 B" |
(iv) Fur Ae C™" und Be C"™*P gilt

(AB)" = B"AH.

BEwEIS: Den Nachweis von (i)—(iii) Uiberlassen wir dem geneigtesdrezurUbung.
Zum Nachweis von (iv) bemerken wir zunachst, dass aus deragdichkeit (2.9) von
Konjugation mit Addition und Multiplikation die Beziehun®B = A- B folgt. Zusammen
mit (2.10) und Satz 1.14 (iv) ergibt sich

(B = (A8) = (B =B'A = A"

Definition 2.32 Eine Matrix Ac C"™*" heisstHermitesch[ Hermitiar, falls
A=A, dass heisstig=aj furi,j=1,...,n.

Zum Beispiel ist bei

1 243i 4+5i 1+i 2+3i 4+5i
A= 2-3i 6 7+8i |, B=|[ 2+3i 6+2i 7+8i |,
4-51 7-8i 9 4451 7+8i 9-3i

die Matrix A Hermitesch. Die MatrixB ist (komplex) symmetrisch aber nicht Hermitesch.

Bei Hermiteschen Matrizen sind die Diagonalelemente immaelt.

2.6 Restklassenringe und -k Orper

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns noch mit algelshen Strukturen beschéafti-
gen, die einerseits in der Codierungstheorie wichtig simdl andererseits illustrieren, wie
man aus bestehenden Strukturen mit Hilfe viayuivalenzrelationen neue Strukturen ge-
winnen kann.

Zunachst wiederholen wir den bereits aus der Analysis tretem Begriff eineiAqui-
valenzrelation.
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Definition 2.33 Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R vor X heisstAquivalenzrelation
[equivalence relatidnauf X wenn:

(i) (x,x) e RfurallexeR; (reflexiv)
(i) aus(x,y) € R folgt(y,x) € R; (symmetrisch)
(i) aus (x,y) € Rund(y,z) € R folgt(x,2) € R. (transitiv)

Ist klar welchesR gemeint ist, so schreibt man kiirzer y an Stelle von(x,y) € R. Zu
jedemx € X heisst

Mri={yeX:x~y}
die Aquivalenzklasse[ equivalence cla3sonx (beziiglichR). Die Menge deAquivalenz-

klassen wird mit
X/R:={[xr:x€ X}

bezeichnetAquivalenzrelationen und -klassen erlauben es, eine gegellengeX in ge-
wissermassen gleichgesinnte Elemente zu partitionieren.

Lemma 2.34 Firr eine Menge ¥ 0 und eineAquivalenzrelation R auf X gelten:

i X = UK

xeX

(i) Xr#Ofuralle xe X;

(i) XrOAMr#0 < x~y & [Xr=[r

BEwEIs: Aufgrund von Reflexivitat gil € [x|r. Dies zeigt (i) und (ii).

Seize [X[rN[Y]r, d.-h.z~ xundz~y. Aufgrund von Symmetrie und Transitivitéat folgt
darausx ~ y. Dies zeigtixrN[y]r # 0 = Xx~y. Sei nunx~y undze [x|g, alsoz~ x.
Wieder aufgrund von Symmetrie und Transitivitat folgt @lzsz ~ y, alsoz € [y|r. Dies
zeigt[x|r C [yJr und analog zeigt maly|r € [X|r. Also haben wix~y = [Xr = [y|r. Mit
der trivialen ImplikationXjr = [yjr = [X|rN[y]r # O schliesst sich der Kreis und (ii) ist
bewiesen. |

Fir uns sind im Moment (zum Gliick) néiquivalenzrelationen auZ von Interesse.

Beispiel 2.5: Eine ganze Zahl hat bei Division durch 3 entweder den Rest @dér 2. (Um
Missverstandnisse bei negativen Zahlen zu vermeidentr&ibrt man den Rest von der Zahl, so
ergibt sich ein Vielfaches von 3.) Betrachten wir diguivalenzrelationx ~ y wennx undy den
gleichen Rest bei Division durch 3 haben, so ergeben sicfoltiendenAquivalenzklassen:

[0]={...,-6,-3,0,36,...},
M={.,-5-2147,..},
[2={..,-4,-1258,..}.

¢

Wir wollen im Folgenden Beispiel 2.5 verallgemeinern. Sei N fest gewahlt. Dann
gibt es zu jedem € Z eindeutig bestimmtg,r € Z mit

X=pg+r, 0<r<q-1 (2.11)

Dabei heisstr der Rest [remainde} von x bei der Division mitp. Mit Hilfe von 2.11
erklaren wir aufZ eine RelatiorR, durch

(x,y) €Rp < xundy haben bei der Division mip den gleichen Rest.
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Man sieht leicht ein, das’, Aquivalenzrelation ist. Anstatt vofx,y) € Rp oderx ~ y ist
die folgende Schreibweise ublicher:

X=y modp.
Ausx = pay+ Iy undy = pagy+ ry folgt x—y = p(ax — dy) + (rx— ry) und damit haben wir
X=y modp < X-—-yepZ (2.12)
Die zuR, gehdrigerquivalenzklassen sind also
X ={yeZ:x—ye pZ} = {x+pq:qe Z} = X+ pZ.

Die Menge aller Restklassen wird nifil, = Z/ pZ bezeichnet? Jede Restklasse gehort zu
einem Rest, also

Fp={[0},[],[2],....[p— 1]}

Um algebraische Strukturen betrachten zu kdnnen, bggdtvir noch Verknupfungen auf
Fp. Verknupfungen aufquivalenzklassen definiert man am besten mittels Verfuniip
gen auf Reprasentanten; die Definition darf aber nicht vem\lahl der Reprasentanten
abhangen.

Definition 2.35 Sei R eind\quivalenzrelation auf X und: X x X — X eine Verkapfung.
Dann heissb vertraglich [ compatible, class invariahmit R, wenn aus x X' und y~ Yy
stets(xoy) ~ (X oy') folgt.

Satz 2.36 Sei die Relation R auf X ve#glich mito : X x X — X. Ist(X, o) Halbgruppe
so bildet auch XR zusammen mit

Xlro [ylr = [xoylr (2.13)
eine Halbgruppe.

BEWEIS: Zunachst muss gezeigt werden, dass (2.13) tatsachlichracht. Seien dazu
[Xlr = [X]r und[y]r = [Y]r. Nach Lemma 2.34 ist dies gleichbedeutend xnit X' und
y ~ Y. Wegen Vertraglichkeit folgfxoy) ~ (X oy') und damit[xoy]r = [X o y]r. Also
ist (2.13) unabhangig von der Wahl der Reprasentanteibilohet somit eine wohldefinierte
Verkniipfung aufX /R. Die Assoziativitat vonX /R, o) folgt direkt aus der Assoziativitat
von (X/R,0). |

Mit Hilfe von (2.13) lasst sich auF eine Addition und Multiplikation mittels der
entsprechenden Operationen @uérklaren.

Korollar 2.37 Sei pe N. Dann sind(Fp,+) und(Fp,-) Halbgruppen.

BEwEIS: Nach Satz 2.36 muss nur noch uberpruft werden, dass Additnd Multipli-
kation mit modp vertraglich sind. Seier =X modp undy =y modp. Wegen (2.12)
sindx—X € pZ,y—Yy € pZ und damit

xy—Xy = (x=X)y+xX(y-y)epZ = xy~xy.

1%Diese Bezeichnung stammt wohl vom englischen Vfieft fiir Korper, da — wie wir im folgenden sehen
werden -, flr bestimmtep Paradebeispiele fir endliche Korper ergeben.
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Noch einfacher folgt die Vertraglichkeit der Addition:
X+y) =X =yY)=(x=X)+(y=y) = (X+y)~(X+Y).

Beispiel 2.6: Im Folgenden die Verknupfungstafeln fiir= 2,3,4. Aus Bequemlichkeit lassen wir
die eckigen Klammern weg.

+]0 1 0 1
Fy: 00 1 0[0 O
1/1 0 110 1
+]0 1 2 ~lo 1 2
Fa- 0|0 1 2 0[{0 0 O
s 111 2 0 1{0 1 2
212 0 1 2|0 2 1
+]0 1 2 3 -0 1 2 3
0|0 1 2 3 0([0 0 0 O
Fyq: 111 2 3 0 10 1 2 3
212 3 01 20 2 0 2
313 0 1 2 3/0 3 2 1
Nach der Sudoku-Regel (Satz 2.11) sifig, +), (F2\ {[0]},-), (F3,+), (F3\{[0]},-), (F4,+) Grup-
pen.(F4\{[0]},-) istkeineGruppe, z.B. ist das Elemef# nicht invertierbar. ¢
Wegen
X+ [-x= 0]

sind in (Fp,+) fur jedesp € N alle Elemente invertierbar. Wir betrachten jetzt die Iaver
tierbarkeit in(Fp,-). Sei[x] € Fp\ {[0]}. Wir suchery,q € Z so dass

xy+pg=1. (2.14)

Der grosste gemeinsame Teiler dg;Ip) teilt offenbar die linke Seite der Gleichung. Damit
folgt aus (2.14) dass gdX, p) = 1. Gilt umgekehrt ggTx, p) = 1, so findet mary,q € Z,
die (2.14) mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algoritbs. Insgesamt erhalten wir:

Lemma 2.38 (Fp\ {[0]},-) ist genau dann Gruppe wenn p Primzahl ist.

Da sich alle Ringeigenschaften vos,+,-) auf (Fp, +,-) (bertragen, erhalten wir letzt-
endlich.

Korollar 2.39 (FFp,+,-) ist kommutativer Ring mit Eindif alle p e N. (Fp,+,-) ist
Korper genau dann wenn p Primzahl ist.

Man nennt den Korpe(p, +, -) auchPrimk drper.

In MATLAB wird Divison mit Rest mit dem Befelthod durchgefiihrt. Die Losung der
Gleichung (2.14) kann m[y,q] = gcd(x,p) berechnet werden.

Es lassen sich ohne weiteres Matrizen (lgedefinieren. Bei der Matrixmultiplikation
(von Hand oder mit MTLAB) ist es oft bequemer, zunachst irgendwelche Reprasemntan
fur die Matrixeintrage zu bestimmen, mit der normalen Aidd und Multiplikation inZ.
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Erst zum Schluss wird die Division mit Rest durchgefiihm, die Eintrage in den Bereich
0,...,p—1zu bringen.
Beispiel 2.7:

. . In MATLAB gibt es keine dedizierten Befehle oder Daten-
3x2 2x2
SeienA € F2*4, B € Fg*“ mit

strukturen um mit Matrizen Uber Primkdrpern zu arbei-
ten. Die Matrixmultiplikation lasst sich dennoch einfach

A=(421 i)Bz(i ;) durchfithren:
2 4 >>A=[23 4124
>B=[11;13]
Dann ist >> mod( A<B, 5 ),
0 1 ans =
c=AB=| 0 2 0 1
1 4 0 2
1 4
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Kapitel 3
Die Treppennormalform

Im folgenden sefK, +, -) Kbrper; insbesondere denken wirlén= R, K = C oderK = F».

Ein grundlegende und immer wiederkehrende Idee in der kémeAlgebra ist die Trans-
formation (oder Reduktion) einer gegebenen Ma#ig K™ auf eine MatrixA € K™"
von einfacherer Form (z.B. Diagonalmatrix, obere Dreietksix,. ..). FurAc K™"kann
dann der Nachweis gewisser Eigenschaften oft erhebli¢chfarober durchgefiihrt werden.
Im Folgenden werden wir als erstes Beispiejuivalenztransformationen kennenlernen,
die sich u.a. zum Nachweis der Invertierbarkeit und zurmdn@svon linearen Gleichungsy-
stemen eignen.

3.1 Elementarmatrizen
Die oben erwahnten Transformationen setzen sich aus tigeniden drei Formen von Ele-
mentarmatrizen zusammen.

Elementarmatrix I:  Rj. Zu einer gegebenen Permutatioi S, wird einen x n-Matrix
wie folgt konstruiert:

Pe=| 7| 3.1

wobeig deri-te Einheitsvektor der Langeist. (g hat alsi-ten Eintrag Eins und sonst nur
Nullen). Eine Matrix der Form (3.1) heisBermutationsmatrix.

Beispiel 3.1: Die zu

( 1 2 3 4> Permutationsmatrizen in NfLAB :
o= )
1423 >>sigma=[1423];
gehorige Permutationsmatrix ist >> P = eye(4); P = P(sigma,:)
P =
1 0 0O 1 0 0 0
P — 0 0 0 1 0 0 0 1
77lo1o00 0 1 0 0
0 0 10 0 0 1 0
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Lemma 3.1 Eine nx n-Matrix ist genau dann Permutationsmatrix wenn sie in jetigle
und Spalte genau eine Eins und sonst nur Nullen hat.

Bewels: Ubung. [
Die Matrix-Vektor-Multiplikation mit Permutationsmagen bewirkt die entsprechende
Permutation der Eintrage des Vektors:

el Vi V(1)

) V2 Vr(2)
Prv = . = .
T : :

er[( n) Vn Van)

Setzen wiv’ = Ppv; es gilt alsovi = vy furi=1,...,n.
Wenn wir mit einer weiteren PermutationsmatPix multiplizieren, so erhalten wir

Vo(1) Vr(a (1))
Vo2 Vr(o(2
PoPv=Pi=| @ =] ™ | Zpov
Va(n) Via(n)
Dav beliebig ist, muss
PoPr = Prog 3.2)

gelten. Man beachte die umgekehrte Reihenfolgerwand g!
Betrachten wir fiir eine gegebene Permutatios S, die inverse Abbildungr 1 € S,
so gilt wegen (3.2)

otoo—ia=(1 5 1) 5 RRA-R Rl

Auf der anderen Seite gilt

eg(l) ezTy(l)eU(l) e ech(1>ea<n)
PoPs = : (€@ * €om )= : : =In.
el—(n) e-g(n)eU(l) n e-cl;(n)eU(n)

Wegen der Eindeutigkeit der Inversen (siehe Satze 1.19.188) erhalten wir

P;l=pP,1=PL (3.3)

Satz 3.2 Die n x n-Permutationsmatrizen bilden zusammen mit der Matriipiikation
eine Untergruppe von Gh).

BEwEIS: Aus (3.2) folgt Abgeschlossenheit und wegen (3.3) ist diellse einer Permu-
tationsmatrix auch wieder Permutationsmatrix. Damitfdig Aussage, siche Bemerkun-
gen nach Definition 2.12. [ ]
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Definition 3.3 Eine Transposition[ transpositioh ist eine Permutation, die genau zwei
Elemente vertauscht:

(1 - i=1 0 i+1 - j=1j j+1 - n L
”‘(1 co =1 j i+l - j-1 0 j+1 - n ) lst<i=n
Die zugelbrige Permutationsmatrix wird mitjPbezeichnet.

Jede Permutation lasst sich als Verkettung von (maximal) Transpositionen darstellen;
dies werden wir in Kapitel 6 noch ausfihrlicher behand®lultipliziert manP; von links
mit einer Matrix so werden die Zeilenund j dieser Matrix vertauscht. Multipliziert man
Pj von rechts mit einer Matrix so werden die Spaliemd j dieser Matrix vertauscht.

Beispiel 3.2:
1 2 3 7 8 9 3 2 1
A=| 4 5 6 = PpA=| 4 5 6 |, AP3=| 6 5 4 |.
7 8 9 1 2 3 9 8 7

Man Uberzeugt sich leicht, daBg symmetrisch ist, es gilt also nach (3.3),

-1
Ry =F] =R;"

Elementarmatrix Il:  M;(A). FurA e K definieren wir dien x n-Diagonalmatrix

Mi(A) = diag (1,...,1,A,1,...,1)
N——

N——
i—1 Mal n—i Mal

Multipliziert manM;(A ) von links an eine Matrix so werden die Eintrage in tégn Zeile
dieser Matrix mitA multipliziert.

Beispiel 3.3:
1 2 3 1 2 3
A=| 4 5 6 = My(3A=| 12 15 18
7 8 9 7 8 9
¢

Aus der bekannten Regel firr die Invertierung von Diagomatiren (siehe Beispiel 1.17)
folgt, dassMi(A) fiir A # O invertierbar ist, mit

Mi(A)~t = Mi(A~Y).

Elementarmatrix Ill:  Gjj(A). Furn>2undA € K,1<i < j < n, definieren wir die

n x n-Matrix
i

Gij(A) = |n+)\equ =
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Multiplikation von G;j (A ) mit einern x p-Matrix A ergibt

0 - 0
Gij(A)A=(In+Aejg A=A+ g A=A+ > | Aax - Aap
0 - 0

Zu der j-ten Zeile wird also da -Fache der-ten Zeile hinzuaddiert. Analog wird bei der
Multiplikation von Gjj (A )T dasA-Fache dejj-ten Zeile auf dié-te Zeile addiert:

Gij(A)TA=(In+Aae])A=A+AaefA

Beispiel 3.4:
1 2 3 1 2 3 -13 -14 -15
A=| 4 5 6| = Gus(-2A=| 4 5 6 |,Gu(-2)TA= 4 5 6.
7 8 9 5 4 3 7 8 9
¢
Lemma3.4Gij(/\)*lzGij(f)\).
BEWEIS:
Gij(A)Gij(=A) = (In+Aejg")(In— Aejel)
=Ih+Aejg —Aejg’ — A% e e g =In.
—
-0
[

3.2 Konstruktion der Treppennormalform

Zu einer gegebenen Matr& e K™" wollen wir nun eine invertierbare Matrig € K™
konstruieren, so dad3A so einfach wie moglich “aussieht”. Die Konstruktion betralf
dem Gaul¥’schen Algorithmuyswelcher vielleicht bereits in der Schule zur Lésung von
linearen Gleichungssystemen eingesetzt wurde. Im Urtiedzur Ublichen Herleitung
werden wir aber die einzelnen Zeilenumformungen des Gabé&sAlgorithmus durch die
Multiplikation mit Elementarmatrizen ausdriicken:

I. Rj — Vertauschen der Zeilérund j.
Il. Mi(A) — Multiplikation deri-ten Zeile mitA.
Ill. Gij(A) — Addition desA -Fachen dei-ten Zeile auf digj-te Zeile.
Die Matrix B wird als Matrixprodukt dieser Elementarmatrizen kongrinverden.

Definition 3.5 Eine Matrix Ce K™ ist in Treppennormalform (TNF)(auch:Zeilenstu-
fenform, [ staircase form[ (reduced) row echelon forfiwenn sie in der Form

(3.4)
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ist. Hierbei istx Platzhalter fir beliebige Eintége in C.

Formal lasst sich die Form (3.4) wie folgt ausdriicken: ismatirliche Zahlen, .. ., jr €
Nmitl<j;<---<jr<nund1<r <min{m,n}, so dass

e Gj =0fur0<i<mundO0< j < ji;
o Gj=0furk<i<mundji<j<jipr, mitk=1,....r;
e Cj, =0flr1<i<jeundcy, =1, mitk=1,...,r.

Beispiel 3.5: Die Matrix

0103050
00120 2 4
C=[0000O0137
000 0O0OO0OTO
000 O0O0OO0OTO
istin TNF mitr =3 undj; =2,j>=3,j3=5. ¢

Satz 3.6 Sei Ac K™", Dann gibt es eine invertierbare Matrix 8 K™™, so dass B
Produkt von Elementarmatrizen ist und€€BA in Treppennormalforr(8.4)ist. Fir m=
nist A invertierbar genau dann wenn=€l,, gilt. In diesem Fall ist A1 = B.

BEwEIS: FirA= 0 gilt die Aussage miB = I, trivialerweise. Sei nu # 0 und j; der
Index der ersten Spalte vey die nicht aus lauter Nullen besteht. Bezeichpg, das erste
Nichtnullelement dieser Spaltaf!) := A hat also die Form

i1
[
0 0 *
A= o ai(ll-,)il *
0 * *
Durch Vertauschen bringen wir das sogenannte Pivoteleaﬁlgﬂtin die erste Zeile und
dividieren diese durcbi(ll.)jl:

0 1 *
50,
~ 5]
SRR
- :
0 aT(n‘)j1 *

Jetzt entledigen wir uns der Eintrage unterhalb der Eidenm passende Vielfache der
ersten Zeile auf die anderen Zeilen hinzuaddiert werden:
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Alle bisher durchgefuhrten Transformationen werden in(d&ertierbaren) Matrix

By =Gim(~8},) + Gra(— &), )M (1/a), )Py A

gesammelt.

Ist A®) # 0 so wird der eben beschriebene Prozessaé%)fangewandt. Bezeichnét
den Index der ersten von Null verschiedenen Spalte inrtevoslA® undi, > 2 den Index
des ersten Nichtnulleintrags in dieser Spalte, so gilt

0 | 1 x * *
0(0 O 1 x
5(2)
M1/}, )Po A% —
0(0 O *

Hierbei wurde ausgenutzt, dass die angewandten Transfiomea die erste Zeile nicht
verandern. Die storenden Nichtnulleintrage untertddb 1 verschwinden wieder durch
Addition passender Vielfache der zweiten Zeile auf dieeteR . .., m. Setzen wir also

B2 =Gim(— 5\55),2) ~-Gya(— 5(3?1-)2) Mz(l/ai(j)jz) P,

S0 ergibt sich insgesamt

0|1 «|x *
A®:=B,BA=| 00 01 =« |.
oo o[0 AB®

Der Prozess wird jetzt au§® angewandt, danach wieder auf die verbleibende Unter-
matrix, usw. Dies wird solange wiederholt bis die verbleithe Untermatrix Null ist oder
verschwindet. Nach insgesamt min{m,n} Schritten ergibt sich

A =B BBIA= (3.5)

Per Konstruktion stehen die Einsen an den Stellen

(le)v (27j2)7 L] (rvjl’)' (36)

Im Vergleich zur TNF (3.4) storen uns in (3.5) noch die Eage oberhalb der Einsen
wennr > 1. Um diese wegzukriegen, setzen @if) := A(") und definieren rekursiv fiir
k=rr—1,...,2:
clkD .~ Bc),
mit . . .
5 T T T
By = (Gl,k(*c(l‘}k)) (Gz,k(*C(z,J?k)) (Gk—l,k(fcﬁ,)“k)) .
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Am Schluss erhalten wir, dags;= CV) in TNF ist. Dies zeigt den ersten Teil der Aussage
mit der invertierbaren Matrix

B:=B, - BB ---By.

Sei nunm=nundC = BAin TNF. IstA invertierbar, so is€ als Produkt von inver-
tierbaren Matrizen auch invertierbar. Eine invertierbidegrix darf aber keine Nullspalten
oder Nullzeilen habé, also mus< = I,, gelten. Ist anderersei®= I,,, so giltA=B"1

und damit istA natirlich invertierbar. ]
Beispiel 3.6: Betrachte
0 2 1 3
A= 0 2 0 1 |eqQ®™4
0 2 0 2
Wir wenden die Transformation wie im Beweise von Satz 3.6 an:
0 1 12 32 G12(-2) 0 1 12 32
B,: M2 02 0 1 x? [ g o ‘1 -2
02 0 2 0O 0 -1 -1
0 1 12 32 0 1 12 32
By: MY 00 1 2 =M g0 1 2
00 -1 -1 0 0 O 1
Go3(-2)", 0 1 12 0
By o’ 00 1 O
0O 0 O 1
01 0 O
. _ T
B,: =P 001 0]=C
0 0 0 1

Die TransformationsmatriB ergibt sich aus dem Produkt der Elementarmatrizen:

B = B,B3B,B;
= G12(~1/2) " G13(—3/2) T Go3(—2) T G3(1)Ma(—1)Gya(—2)Gro( —2)My (1/2)

0 1 -1/2
=1 1 -2 |.
0 -1 1

Man Uiberzeugt sich leicht, dass tatsachiBz= C gilt. ¢

Die Positionen(1, j1), (2, j2), ..., (r,jr) der Einsen in der TNF (siehe (3.6)) werden
alsPivotpositionenbezeichnet.
Aus Satz 3.6 folgt nun (endlich!) der nichttriviale Teil deussage von Satz 1.20.

Korollar 3.7 Sei Ac K™,
(i) Gibtes Xe K™ mit AX = Iy, so ist A invertierbar.
(i) Gibtes Xe K™ mit XA= I,, so ist A invertierbar.

BEWEIS: (i) SeienAX = I, undC = BAin TNF mit B invertierbar gemass Satz 3.6. Dann
folgt BAX = CX = B. WareA nicht invertierbar, dann wai€ # |, und insbesondere die
letzte Zeile vonC Nullzeile. Demzufolge ware auch die letzte Zeile vBn= CX eine
Nullzeile. Dies ist aber ein Widerspruch, Banvertierbar ist.

(i) folgt aus (i) denn ausA= I, folgt ATXT = | und A ist genau dann invertierbar
wennAT invertierbar ist. ]

BeweisUbung.
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3.3 Aquivalenz von Matrizen und Rang einer Matrix

In der TNF wurden nur Zeilentransformationen (Transfoiorematrizen von links) ver-
wendet. Es stellt sich die naheliegende Frage inwiefetm die Form weiter vereinfacht
wenn auch Spaltentransformationen (Transformationsreatwon rechts) erlaubt sind.

Definition 3.8 Zwei Matrizen AB € K™" sindaquivalentzueinander, wenn es invertier-
bare Matrizen Qe K™Mund Ze K™" mit A= QBZ gibt.

Man sieht leicht, das&quivalenz von Matrizen einAquivalenzrelation auk ™" erzeugt.
Reflexivitat: A ist aquivalent zu sich selbst, n@t=lp,, Z = I,,.

Symmetrie: AusA= QBZfolgtB=Q 1Az 1.

Transitivit at: AusA = Q;BZ; undB = Q,CZ;, folgt A= (Q1Q2)C(Z2Z;).

Die zuA gehorigeAquivalenzklasse ist

[Al = {QAZ: Qe K™™M Z ¢ K™" invertierbay}.

Satz3.9 (i) Habe Ac K™" die TNF(3.4)genéss Satz 3.6. Dann ist@quivalent zu
Ik O
0o 0)’
wobei r die Anzahl der Pivotpositionen in der TNF ist.

0 0 00
valent, wenn = s.

(i) Zwei Matrizen( I 0 ) € Kmxn und< ls 0 > € K™ sind genau danaqui-

BEWEIS: (i). Wegen Satz 3.6 gibt es eine invertierbare Ma@igo das€ = QAin TNF
ist. Definiere eine Permutation der Form

0:< 12 o r r+l n). 3.7)

j1 o2 o 0 % e x

Die entsprechende Permutationsmajsortiert die Spalten voA mit den Pivotelemen-

ten nach vort?: | |
T Ik |{x\ (I ]X
W= (515) = (515):

—X )ist invertierbar,mitderlnverselglz< e | X ).Wir
In—r 0| lInr

Ir
0

(X I |-X\_/1I]oO
oz (1) (1) - (670

Mit Z = PIZ, folgt die Behauptung von Teil (i).

Die Matrix Zg =

erhalten

12Um sich dies klar zu machen, hilft es die Transponi¢&B] )T = P,AT zu betrachten.
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(ii). Es ist klar, dass die beiden Matrizen &= r aquivalent sind. Fur die andere Rich-
tung erfolgt der Beweis per Widerspruch. $ef s, 0.B.d.A seir < s, und nehmen wir an

es gibt invertierbare Matrize@, Z mit
Ik 0 O Quu Q2 Qi3 Ik 0 0 Z11 Zio Zi3
0 Isr O Q21 Q22 Q23 0 00 Zon Zpz Zps
0 0 O
Q21211 Q1212 Quasz |,
Q31211 Qa1Ziz Qa1Zi3

Qa1 Q32 Qs 0 0O Z31 Zzp Zss
wobeiQ undZ entsprechend partitioniert wurden. Insbesondere foigiudadie Beziehung

Qu1Z11 QuZiz QuiZas

Q11Z11 = I, und damit nach Korollar 3.7 die Invertierbarkeit v@a;. Multiplizieren wir
nun QIll von links auf die Beziehun@®;1Z;2 = 0, so folgtZ;, = 0. Dies steht aber im
Widerspruch zu der Beziehur@y1Z;2 = s . [ ]

Bemerkung 3.10 In der “Sprache derAquivalenzklassen” bedeutet Satz 3.9:

D)

r=0

(5 8))ol(5 2)]-o wrse

Als Nebenprodukt von Satz 3.9 erhalten wir ausserdem, @dssTiNF einer Matrix die
gleiche Anzaht der Pivotpositionen haf

Korollar 3.11 Seien Ac K™" und Q,Q, € K™ M invertierbare Matrizen, so dass;@
und QA beide in TNF sind. Dann ist die Anzahl der PivotpositionerQiA und QA
gleich.

BEwEIS: Nach Satz 3.9 (i) sin@1A bzw. Q;A jeweils aquivalent ziE; = ( s o )

0 0
bzw.E; = Ig (()) . DaQ;AundQ,A selbst zueinander aquivalent sind, folgt aus Tran-
sitivitat dass auclie; und E; zueinander aquivalent sind. Also folgt wegen Satz 3.9 (ii)
rp=ro. | |

Definition 3.12 Die Anzahl r der Pivotpositionen einer Matrix AK™" wird als Rang
[rank] von A bezeichnet. Wir schreiber=rRang(A).

Der nachste Satz enthalt zwei grundlegende Eigenschaés Rangs.
Satz 3.13Fur A € K™ gelten die folgenden Aussagen:
(i) Sind Qe K™Mund Ze K™"invertierbar, so gilt

Rang(QAZ) = Rang(A).

13Man kann sogar zeigen, dass die gesamte TNF einer gegeberier Akindeutig bestimmt ist. Der Beweis
ist aber etwas technisch und wird im folgenden nicht bepoti
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(i) Ist A=BC mit Be K™S,C e K", so gilt

Rang(A) < Rang(B), Rang(A) < Rang(C).

(iii) Rang(AT) = Rang(A).

BEWwEIS: (i). Aus Satz 3.9 folgt direkt, dass zueinander aquivadmatrizen den gleichen
Rang haben.

(iii). Nach Satz 3.9 (i) gibt es invertierbare Matriz€nZ mit QAZ= < I 0

00
TATaT_ [ Ir O
ZAQ_(OO.

Der Rang der Matrix auf der rechten Seite ist offenbarRang(A) und nach (i) hat damit
auchAT Rangr.

(i) Wir beweisen zunachsRang(A) < Rang(B). SeiQ invertierbare Matrix mitQB
in TNF. Dann sind die letztem— Rang(B) Zeilen vonQB und damit auch die letzten
m— Rang(B) Zeilen vonQA = QBC Nullzeilen. Eine Matrix mitm— Rang(B) Nullzeilen
kann aber nicht mehr aRang(B) Pivotelemente haben. Zusammen mit (i) ergibt sich die
BehauptungRang(A) = Rang(QA) < Rang(B).

Die AussageRang(A) < Rang(C) folgt nach Transponiere®\’ = CTBT, zusammen
mit (iii) aus der ersten UngleichunBang(A) = Rang(AT) < Rang(CT) = Rang(C). [

). Durch

Transponieren erhalt man

3.4 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Die TNF und der Rang einer Matrix eignen sich vorziglich dieLdsbarkeit und Lésungs-
mengen von linearen Gleichungssystemen (LGS) zu chaisikten. Im folgenden be-
trachten wir ein LGS UbgK, +, -) mit m Gleichungen im Unbekannten:

aiXy 4o+ aimXn = by,
aXy +--+ apXa = by,
amXt +--+ am¥n = bm.

Wie gehabt, definiert mafsc K™ undb € K™ mit den Eintragem;j bzw.b; und erhalt
die kompakte Schreibweise fur das LGS:

Ax=b. (3.8)

Ist b =0, so bezeichnet man das LGS (3.8) latsnogen[homogeneodsund anderen-
falls alsinhomogen[inhomogeneods Jedesx € K", dass (3.8) erfilllt, wird al& dsung
[solutior] des LGS bezeichnet. Die Menge aller Losungen bildet. disungsmenge

L(Ab) = {xe K": Ax=b}.
Das folgende Lemma liefert eine nutzliche Charakterigigrvon Losungsmengen.
Lemma 3.14 Sei Ac K™" b e K" und x, € L(A,b). Dann gilt

L(Ab) =xp-+L(A0) == {Xp+Xn: Xn €L(A0)}.
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BEWEIS: (a)Xp+L(A,0) € L(A,b): Seix, € L(A,0), alsoxy+ Xy € Xp+ L(A,0). Dann
folgt
AXp+Xn) =A% +A%=b+0 = Xp+Xxa€L(AD).

(b) L(A,b) C X+ L(A,0): Fiirx € L(A, b) folgt

A(X—Xp) =AX—Ax%=b—-b=0 = x—xp€L(AO0),
alsox = Xp+ (X—Xp) € Xp+L(A,0). |

In Worten sagt Lemma 3.14 folgendes aus: Um die Losungseneings inhomogenen
LGS zu bestimmen, addiert man zu (irgendeiner) partildrdosung die Losungsmenge
des entsprechenden homogenen LGS.

SeiQ € K™ M invertierbar. Durch Multiplikation miQ bzw. Q1 erhalten wir

Ax=b < QAx=Qb,

also
L(A,b) = L(QA QD). (3.9)

Wir kdnnen insbesondere durchQA in TNF ersetzerohnedass sich die Losungsmenge
andert:

mit b = Qb. Diese Form des LGS ist noch ein wenig unbequem und wir koiesen eine
Permutationsmatrif wie im Beweis von Satz 3.9 (siehe inbesondere (3.7)), so dass

X (I Asp
A.fQAPT7<T’T>

Ersetzt marA durchA so andert sich die Losungsmenge:
Ax=b < QAP'Px=Qb < Af=bh,

wobeix= Px Allerdings lassen sich die Losungen vArR= b und A = b durch Vertau-
schen der Eintrage einfach ineinander Uberfihren. Derstsprechendes Partitionieren
vonXundb lasst sichAX = b wie folgt schreiben:

I | Az 1\ by . ' = . .
(ﬁ)(f(z)*(bz)’ €K X% e K b eKibpe K™ (3.10)

Der untere Teil der Gleichung® 0-%, = b, ist offenbar nicht lésbar weni, # 0 gilt.
Nimmt man andererseits = 0 an, so sieht man sofort, dass

%:(%)eMA&#Q (3.11)

Also ist A% = b genau dann I6sbar werim = 0 gilt. Diese Forderung lasst sich noch ele-
ganter ausdriicken.
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Lemma 3.15 Sei Ac K™ und be K™, Dann gilt L(A, b) # 0 genau dann, wenn
Rang(( A| b)) =Rang(A).

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage zunachst fur die reduzierte Gleigh(3.10):
ey (1 A [
( A | b )7 < 0 0 b2 .

Ist b, = 0 dann ist der Rang dieser Matrix= Rang(A). Ist dageger, # 0 so wiirde die
Konstruktion der TNF einen weiteren Schritt durchfuhrew win weiteres Pivotelement
produzieren, also ist dann der Rang 1 # Rang(A). Aufgrund der obigetUberlegungen
gilt aberb,; = 0 genau dann wenln(A, b) # 0. Damit gilt die Behauptung fiir (3.10).

Fur das urspriingliche LGSx = b erhalt man die Aussage mittels Satz 3.13 (i):

Rang(A) = Rang(QA) = Rang(A),

Rang(( A | b )) :Rang(Q( A | b ))Rang(( A | b ))
|
Die in Lemma 3.15 konstruierte Matrié(A | b ) € K™ (1) heissterweiterte Koeffizi-
entenmatrix. B .
Um die Losungsmenge voiX = b zu charakterisieren, verwenden wir Lemma 3.14.
Ein partikulare Losung ist bereits in (3.11) angegeben. Fur den homogenen Fatset
wir by = 0 und erhalten

L(A,0) = { ( ;:: > D K2 € KT Sy = —AlZ)th}a

also

Da Xy frei wahlbar ist, gibt es genau eine Losung wens r und mehr als eine Losung
wennn > r gilt. Da L(Ab) = PTL(A,b), Ubertragt sich diese Aussage auf Losungen von
Ax=Dh.

ZusammenfassungLosbarkeit des LG®x= b mit Ae K™, b e K™
1. IstRang(( A| b)) > Rang(A), so gibt es keine Losungi{A, b) 5 0.
2. IstRang(( A | b )) =Rang(A) = n, so gibt es genau eine Losung.
3. IstRang(( A | b)) =Rang(A) < n, so gibt es mehr als eine Losung.

Wieviele Losungen es im Fall 3 genau gibt, hangt vom Kdgie Gibt es unendlich vie-
le Elemente im KorpeK (z.B. Q,R,C), so gibt es auch unendlich viele Losungen. Wir
werden die Struktur von Losungsmengen noch genauer imeatigemeineren Rahmen in
Kapitel 4 studieren.

Beispiel 3.7: ObigeUberlegungen lassen sich auch ganz praktisch einsetzetigurdsungsmenge
eines LGS zu bestimmen. Dabei gibt es noch einen Trick, dgrRéchenarbeit spart. Um= Qb

zu bestimmen, muss die Transformationsmafixlie A auf TNF bringt, nicht explizit ausgerechnet
werden. Stattdessen wendet man die einzelnen Transfomeatiwahrend der Reduktion auf TNF
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gleichzeitig aub an. Seien z.BK = Q und

0 2 1 3 2
02 0 1 3
A=l o 2 0 2| P72
0 2 0 1 3
Die TNF erhalten wir ahnlich wie in Beispiel 3.6:
0 1 12 321 0 1 12 32| 1
00 -1 -2]|1 00 1 2 | -1
(Alb) ~ 150 1 1lo| " oo o 1]-1
00 -1 -2]|1 0O 0 O 0 0
0 1 1/2 0]5/2 01 0 0| 2
. 00 1 0|1 - 0 0 1 0f1
00 0 1| -1 0 0 0 1|-1
0O 0 0 0| O 0O 0 0 0O
= (QA|Qb).
Zum Schluss miissen noch die Spalten richtig sortiert werde
01 0O 1 0 0 0] 2
o010 FE T | 01 0 0|1
P=| 0 0 0 1| = (Alb)=(QaPT[Qb)=| 5 5 1 4|
1 0 0 O 0 0 0 0O
Schlussendlich ergibt sich
2 X1
~ 1 o 2
L(Ab) = R E % €Q = LAb= 1 1 xX1€Q
%4 -1

3.5 Die LR-Zerlegung

Die TNF in einer Matrix ist fiir theoretische Zwecke henagend geeignet und wird uns
im Verlauf der Vorlesung noch weitere wertvolle Dienstesten. In der Praxis, d.h. in

numerischen Algorithmen, wird sie hingegen kaum eingésatn z.B. den Rang einer

Matrix zu bestimmen oder die Losung eines LGS zu berecthen.Einen liegt dies daran,

dass die Entscheidung, ob gewisse Eintrage Null oder mNcifitsind, numerisch wenig

sinnvoll ist: Durch Rundungsfehler werden aus Berechnarggvorgegangene Eintrage
faktisch nie Null, selbst wenn sie eigentlich theoretisehl Nein sollten. Zum Anderen ist

die Konstruktion im Beweis von Satz 3.6 numerisch instatigs wird in nahezu jedem

einfuhrenden Buch der numerischen Mathematik nahauesit.

In der Praxis verwendet man auf dem Gaul3'schen Algorithnemshende Verfahren
daher oft nur wenmim = n und A € K™" invertierbar ist. Davon wollen wir im folgen-
den ausgehen. Die sogenanhke-Zerlegung [LU decompositiof erhalt man, indem die
Konstruktion im Beweis von Satz 3.6 nur zur Halfte durcliget wird, nicht durch die
Pivotelemente geteilt wird und die Elementarmatrizen giekt zusammengefasst werden.

Satz 3.16 Sei Ac K™ invertierbar. Dann gibt es eine Permutationsmatrie K"<", eine
untere Dreiecksmatrix & K™ (mit Einsen auf der Diagonalen) und eine obere Dreiecks-
matrix Re K™", so dass

PA=LR (3.12)
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BEWEIS: Wir geben lediglich eine Beweisskizze an; die Vorgehensgvest dem ersten
Teil des Beweises von Satz 3.6 recht ahnlich. 8&i := A. Wegen Invertierbarkeit kann
die erste Spalte voA™® nicht Null sein und somit gibt elg mit afﬂ # 0.4 Dann haben
wir '

AY =Py, AY = . aj+#o
Setzeliy = 51-(11)/5(111) fari=2,...,nund
1
—l1 1
L1 = Gan(—Ln1) -+ G13(—¢31)Gir2(—l21) = : ]
—ln1 1

Per Konstruktion gilt
@ & ay |
A = L]_P]_AilA = é-)l _-TTA > .

Dieser Prozess wird fiA® rekursiv solange wiederholt bis man bei der letzten Spalte
ankommt. Am Ende steht die Zerlegung

B e
52 . :
Ln-1Ph-1ip s - LoP2j,LiPri, A= 2 =R (3.13)
*
fur gewissdy mit iy > kund
le-1
1
Ly = —lit1k . k=1,....n—1
: In—k
—énﬁk

Uns storen noch die Permutationsmatrizen zwischerLeeaktoren. Glucklicherweise gilt
furj=1,...,k—1

|j,1 Ij—l
1 1
) 041 _ —lji1j .
H<-,lk I+L - I+L] Pka
: In-j : In—j
—én,j 7€n j

141n der Numerik wahlt maiy so, dassga_)1 der betragsgrosste Eintrag in der ersten Spalte ist. Rieseidet,
dass man mit potentiell sehr kleinen Eintragen teilen mwas zu sehr grossen Eintragen in den Faktoren fiihren
kann und numerisch ungunstig ist.
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Wobeigj+17j,..‘,gn‘j einfach eine passende Permutation¥pn j,..., ¢y j ist. (Am besten
einmal am Beispiel Uberlegen.) So kann man die Permutatiatrizen in (3.13) sukzessive
durch dieL-Faktoren nach rechts akranschieben und erhalt

Cn-1-+ ColaPoovjy 4o Poi,PLi,A=R, (3.14)
mit gewissen
l-1
1
(= —lkr1k
In—k
*Zn,k

Wir setzen nuP := Ry_1, ,---P2,Pri; und

~1
o - by 1
L=071 0=
T |
(Beweis der letzten Gleichheit durch Nachrechnen.) Datgt &us (3.14) die Behauptung.
u
Beispiel 3.8: Sei
2 -2 4
AYV—a=| 5 6 -7
3 2 1
Die beiden Schritt im Beweis von Satz 3.16 entsprechen
2 -2 4 1 00
A= o0 1 3 |=0uA®, mit L1= 52 1 0].
0 5 -5 -3/2 0 1
2 -2 4 1 0 O
A= 0 1 3 |=LA?% mt L,b=(0 1 o0
0 0 -20 0 -5 1
Insgesamt haben wir
1 00 2 -2 4
A=LR mit L=L7h;zt=| 52 1 0|, R=l 0 1 3 |.
32 5 1 0 0 -20
¢

Mit einer LR-Zerlegund®A = LR kann die Losung eines LGS wesentlich vereinfacht
werden. D&P, L, Rinvertierbar sind, gilt

Ax=b & PAx=Pb < LRx=Pb & x=RIL7Pb
Dies rechtfertigt das folgende Vorgehen:
1. Berechné = Pb.

2. Lose das LG&c=b. (Vorwartseinsetzen)
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3. Lose das LGRx= c. (Ruckwartseinsetzen)

LGS mit unteren (oder oberen) Dreiecksmatrizen lassen aittach [6sen indem man
die Eintrage des Losungsvektors sukzessive von oben uraeim (von unten nach oben)
bestimmt.

Beispiel 3.9: Wir setzen Beispiel 3.8 fort und betrachten die LosungAme: b fiir b= (6, —7,9)T
mit Hilfe der berechneten LR-Zerleguig= LR.

1 0 0 cy 6 6
Lc=b: -5/2 1 0 c |= -7 = Cc= 8 R
32 5 1 c3 9 —40
2 -2 4 X1 6 2
Rx=c: 0 1 3 X2 = 8 = X= 2 |.
0O 0 -20 X3 —40 1



Kapitel 4
Vektorr aume

In diesem Kapitel werden wir die grundlegende algebraiSthektur der linearen Algebra
behandeln: die Struktur eines Vektorraums.

4.1 Definitionen und Eigenschaften

Im folgenden isK immer Kdrper mit der entsprechenden Addition und Mulkption.

Definition 4.1 Ein Vektorraum (auch:linearer Raum) [ vector space, linear spdcéber|
K ist eine Menge V mit zwei Verlgpfungen
+EV><V—)V, (V,W) = V+Ww, @.1)
KXV =V, (a,v)—a-v,
Addition und Skalarmultiplikation genannt, @ir die folgende Regeln éHft sind:
1) vFw=w+v, YvweV. (Kommutativiéit+)
(2) u+(v+w)=(u+v)+w, VuvweV. (Assoziativiait+)
(3) Esgibtoy €V mitOy +v=vfuralleveV. (NullelementinV
(4) Zu jedem eV gibtes—v eV mit v+ (—v) =0y. (Inverses-)
5)a-(B-vy=(aB)-v, Ya,BeK,veV. (Kompatibilit&t:)
6) 1-v=v, WeVW. (Neutralitat 1)
@) (a+B)-v=(a-v)+(B-v), Va,BeK,veV. (Distributivitat I)
8) a-(v+w)=(a-v)+(a-w), VaeK,vweV. (Distributivitat 11)

Einige Bemerkungen:

e In Definition 4.1 werden fir die Addition/Multiplikationes Korpers die gleichen
Symbole+/- wie fur die Addition/Multiplikation des Vektorraums veemdet. Wel-
che Verknupfung gemeint ist ergibt sich aus dem Kontextd@e Skalarmultiplika-
tion spart schreibt man oft kiirzexv = a -v. Wegen der Kompatibilitat kann man die
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Klammern bei wiederholter Skalarmultiplikation weglasseBv = a (v) = (aB)v.
Mit der Vereinbarung, dass Skalarmultiplikation starkerdet als Addition, erspart
man sich weitere Klammermv+ fw = (av) + (Bw).

Wieder der Hinweis, dass die Abgeschlossenheit der beidgknipfungen eine
wichtige Eigenschaft ist und in (4.1) “versteckt” ist.

(1)-(4) geht auch kirrzetV, +) ist kommutative Gruppe.

Wie gewohnt schreiben wir—w:= v+ (—w).

o Die Elemente eines Vektorraums werden als Vektoren bezei¢h

Beispiele fur Vektorr aume

Spaltenvektoren. Der Prototyp eines Vektorraums ist die Menge der Spaltemvekk "1
mit der gewohnlichen (Matrix-)Addition und skalaren Mplikation. Wir werden
bald — in Abschnitt 5.2 — sehen, dass sich viele andere éktore auf diesen Vek-
torraum zuriickfuhren lassen.

Matrizen. Die MengeK™ " derm x n-Matrizen tlbeK mit der gewdhnlichen Matrixad-
dition und skalaren Multiplikation bildet einen Vektorrau

Polynome. Ein Polynom UiberK in einer Unbekanntenhat die Form
p=ao+ait+apt? + -+ ont", @, a1,....,an €K, (4.2)

siehe Seite 37. DeBrad [degreé eines Polynoms ist die grosste Zahe N, fur
die der Koeffiziento nicht Null ist. Der Grad wird mit de@) bezeichnet. Per Ver-
einbarung hat das Nullpolynom= 0 den Grad 0.

Wir betrachten nun die Menge der Polynome vom Grad hdchsten
Knlt] :={p=ao+ait+---+ant": ag,01,...,0n €K}, (4.3)

Es leicht einzusehen, daks[t] unter der Ubliche Polynomaddition abgeschlossen
ist und eine kommutative Gruppe bildet. Als Skalarmulkation definieren wir fur
p € Knlt]:

B-p:=Bao+Bast+Lazt’ + -+ Bant".
Die Regeln (5)—(8) folgen sofort aus den entsprechendeelRedie im KorperK
gelten. Damit bildefKnt], +,-) einen Vektorraum ibef.

Auf der Menge der Polynome kann man also sowohl die StrulkbeseRinges (siehe
Seite 37) als auch die Struktur eines Vektorraums definiévam beachte, dass die
Addition in beiden Fallen zwar gleich, die Multiplikati@ber grundverschieden ist.

Zahlenfolgen. Seienv = {vn}p_; mit vy € K undw = {wn};_; mit w, € K Zahlenfolgen.
Zusammen mit den Verknupfungen

V+W:={Vh+Wn}p1, a-vi={aw}pi, aekK,

bildet die Menge aller Zahlenfolgen einen Vektorraum.

I5Nicht zu verwechseln mit den bereits kennengelerr@paltenvektoren undZeilervektoren, die lediglich
einen Spezialfall darstellen.
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Abbildungen. SeienX nichtleere Menge undbb(X,K) die bereits in Abschnitt 2.2 be-
trachtete Menge aller Abbildungen véhnachK. Zusammen mit den Verknupfun-
gen

(F+9)(x):=fX)+gx). (af)X):=af(x). f.geAbb(X,K), ack,
bildetAbb(X,K) einen Vektorraum Uibef.

Wie schon bei Ringen gilt es zunachst aus Definition 4.1geiniir alle obigen Bei-
spiele vollkommen trivial erscheinende Folgerungen aditen.

Lemma 4.2 Sei(V, +,-) Vektorraum. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) 0-v=0y furalleveV;
(i) a-0y =0y furallea eK;
(i) (-1)-v=—vfuralleveV;
(iv) —(a-v)=(—a)-v=a-(—v)furalea cK,veV.
Bevor wir zum Beweis kommen, noch einmal (i) und (iii) in Went (i) Skalarmultiplika-
tion mit dem Nullelement aus dem Korper mit irgendeinemrmigat aus dem Vektorraum

ergibt das Nullelement des Vektorraums. (iii) Skalarnplikiation mit dem additiven In-
versen des Einselements ergibt das additive Inverse ddergek

BEweEIs: ()Oy =0-v—(0-v)=(0+0)-v—(0-v)=0-v+0-v—(0-v)=0-v.
(i)Oy=0a-O0y—a-Oy=a-(0y+0/)—a-Oy=a-Oy+a-Oy—a-0y=a-0y.

(i) v+ (-1)-v=1-v+(-1)-v=(1-1)-v=0-v=0.

W) (~a)-v=(-1)-(@-v)=—(a-V). (~a)-v=a-((~1)-v)=a-(-V). =

Definition 4.3 Sei(V,+, ) Vektorraum und UZ V. Dann heisstU, +, -) Unterraum (auch:
Untervektorraum Teilraum) [ subspackvon(V, +,-) wenn(U, +, -) selbst Vektorraum ist.

Um uns Schreibarbeit zu ersparen, schreiben wir im folgeidenerV statt(V, +,-) wenn
die beiden Verkniipfungen klar sind. Wie schon bei Untgogan und Unterringen verer-
ben sich die meisten Eigenschaften Woautomatisch auf) und brauchen nicht zu uber-
pruft werden.

Lemma 4.4 Sei V Vektorraum und & V nicht leer. U ist genau dann Unterraum wenn
die folgenden beiden Eigenschafteriditfsind:

(i) v+weU furalle yw e U;
(i) aveU furallea eK,veU.

Bewels: Ubung. [ ]
In der Praxis lohnt es sich oft zunachst einmal zu Ubdepriiob @ in U enthalten
ist. Gleichzeitig Uberprift man damit die erste Forderuan Lemma 4.4U ist nicht leer
wenn & € U. Tatsachlich is{ 0y} selbst immer Unterraum vow. Auch istV Unterraum
seiner selbst. Naturlich liegen die interessanten Ealischen diesen beiden Extremen.
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Beispiele fur Unterr dume

Ldsungsmengen homogener GleichungssystenfgeiA € K™". AusAx= 0,Ay= 0 fol-
genA(x+y) = 0undA(ax) = 0. Da Oc L(A,0) gilt L(A,0) # 0 und damitist.(A,0)
Unterraum vork "1,

Symmetrische Matrizen. Die Menge der symmetrischenx n-Matrizen GiberK ist ein
Unterraum vorK™" (mit der gewohnlichen Matrixaddition und skalaren Multip
kation).

Polynome. Fir den oben eingefuhrten Vektorratt] der Polynome vom Grad hochstens
nist Ky[t] ein Unterraum vora[t] furm<n.

Konvergente Zahlenfolgen. Furr zwei konvergente Zahlenfolgen= {vn}7_; mit vy e

n—c0

ve Kundw= {wy}py_; mitw, — weKgilt
VntWn VAW avy = av.

Also sind auch/+w und av konvergente Zahlenfolgen. Da die Menge der konver-
genten Zahlenfolgen offensichtlich nicht leer ist, bildieteinen Unterraum des oben
betrachteten Vektorraums aller Zahlenfolgen.

Schnittmengen. SeiV Vektorraum undW : i € |} eine Menge von Unterraumen vdh
mit einer Indexmengk Dann ist);¢, W wieder Unterraum. Beweiglbung.

Aus jeder beliebigen Menge von Vektoren kann ein Unterraansicuiert werden, indem
man alle Vektoren, die gemass Lemma 4.4 noch fehlen, éirfaxzunimmt.

Definition 4.5 Sei(V,+,-) Vektorraumiiber einen KWrper K und v, ...,v, € V. Ein Vek
tor v der Form
V=01V1+ Vo + -+ 0hVh €V

=

heisst Linearkombination [linear combinatioh von w,...,vy, mit den Koeffiziente
ai,...,0n € K. Die lineare Hille (auchSpann) [linear hull, spafvon wu,..., v, ist die
Menge aller ndglichen Linearkombinationen:

n

span(Vi,...,Vq) i= { Eiorivi D di,...,0n € K}.
i=

Definition 4.5 lasst sich auf Familien von unendlich vielgktoren verallgemeinern.
Sei dazu eine Familt€ (v)ici gegeben, mit einer (allenfalls unendlich grossen) Indexme
gel. Dann istspan(vi)ici die Menge aller mdglichen Linearkombinationen vemdlich
vielen Elementen aus

span(Vi)iel == {Q1Vi; + -+ OV, : NEN, {iy,...,in} C I, 01,...,00 €K},

Entspricht(v; )ic| einer MengeM so kann man audpan(M) schreiben. Fur den Spezialfall
M = 0 setzt maspan(M) = {0}.

16|m Gegensatz zu einer Menge kénnen in einer Familie eiezElamente mehrfach vorkommen, wenn z.B.
das gleiche Element aWszwei verschiedenen Indizes entspricht.
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Lemma 4.6 SeiV Vektorraum un@)ic; C V. Dann istspan(vi)ici Unterraum vonV.
BEWEIS: Sindx,y € span(Vj)iel, dann gibt es endliche Indexmenderly C | und Koef-
fizientena;, B € K mit
X= Zaivh y= ZBiVi-
iclx icly
Daraus folgt

X+y= ZI (ai + Bi)Vvi € span(S), )\X:.Z (Adi)Vvi € span(S),

1elx

wobei im ersten Fall die fehlenden Koeffizienten als 0 angenen werden. ]
Beispiel 4.1:

(i) Wir betrachterv = K™, Jeder Spaltenvektore K™*! |asst sich als Linearkombination der
Einheitsvektorem,, ..., e, schreiben:

X1 1 0
X2 0 : n
x=| . |=x| . |+ +x]| : :Zixia,
: : 0 i=
Xn 0 1

Insbesondere gik™! =span{ey,...,en}.

(ii) Matrix-Vektor-Multiplikationen lassen sich als Liaekombinationen interpretieren: Unterteile
dazu die MatrixA € K™ in ihre SpaltenA = (ay,ay, ...,an) mita; € K™<1, Dann folgt fiir

= Knxl.

: n n n

Ax:A( le‘a> = ZlXiAQ = ;ma.
i= i= i=
Also ist Ax Linearkombination der Spalten véa Der entsprechende Unterraum
Bild(A) :=span(as,a,...,an)
wird als Spaltenraum [column subspadeoder Bild 17 [imagd von A bezeichnet. Offenbar
hat ein GleichungssysteAx = b genau dann mindestens eine Losung wermBild(A).
(iif) Wir betrachten den Vektorraum aller Zahlenfolgen watin die Zahlenfolgen

2=(1,000,0,...)
2=(0,1,0,0,0,...)
73=(0,0,1,0,0,...)

Jede Zahlenfolge méndlichvielen von Null verschiedenen Folgengliedern lasst sish_a
nearkombination vor,z,... darstellen. Zahlenfolgen mitnendlichvielen von Null ver-
schiedenen Folgengliedern, wie z(®,1,1,...), lassen sicimichtals Linearkombination von
21,2p,... darstellen.

¢

17wir werden den Begriff des Bildes spater noch einmal imeatigineren Rahmen in Kapitel 5 definieren
und untersuchen.
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4.2 Lineare Unabh &ngigkeit, Basen und Dimension

Oben haben wir gesehen, wie eine gegebene Familie von \ék&nen Unterraum auf-
spannt. Im Folgenden wollen wir den umgedrehten Weg gehémuntersuchen, wie man
fur einen gegebenen Unterraum bzw. Vektorraum eine roldgfikleine Familie von Vek-
toren finden kann, die diesen aufspannen.

Definition 4.7 SeiV Vektorraum. Eine Familig;)ic) C V heisstErzeugendensystewon
V wenn V= span(Vj)ie| .

Die Wahl des Erzeugendensystemsist hochgradig uneirgd@utin Beispiel bilden sowohl

1 0 0
{v1,v2,v3} = o], 1],l0
0 0 1
als auch
1 0 0 1
{V1,V2,V3,Va} = o, 2 ]),{0]),[12
0 0 1 1

Erzeugendensysteme fi®*1. Im ersten Erzeugendensystem ist die Darstellung jedes
Spaltenvektors als Linearkombination eindeutig, inshdsoe gilt fir die Darstellung des
Nullvektors:

O=mvi+axvo+03v3 = ai=0a,=0a3=0.

Im zweiten Erzeugendensystem ist dies nicht der Fall, wiehaz.B.
0i0<V1+0-V2+0-V3+0-V4: 1-V1+1~V2+1-V3+(71)-V4.

Diese Betrachtungen motvieren die folgende Definition

Definition 4.8 SeiV Vektorraum. Die Vektoren,v..,v, €V heisserinear unabhangig
[linearly independenffalls gilt: Aus

O=avi+axvo+---+0nVn, 0ai,...,00 €K,

folgt
ap=0p=---=ap=0.

Ist die Bedingung von Definition 4.8 verletzt, gibt es adgo. . ., an € K mit mindestens
einemaj # 0 so dass 8- 3|1, a;vi, dann heissen die Vektoren, .. ., vy linear abhangig.

Eine unendliche Familiév )ic| heisst linear unabhangig wejetdeendliche Teilfamilie
linear unabhangig ist.

Beispiel 4.9 Mit der Matrix-Vektor-Interpretation aus Beispiel 4.1)(lasst sich die li
neare Unabkngigkeit von Spaltenvektoren,a. ., a, € K™ recht einfachilberpiiifen
Definiert man die nx n-Matrix A= (ay,...,an), so sind die Spaltenvektoren linear Un-
abhangig wenn

Ax=0 = x=0,

also L(A,0) = {0}. Genass den Erkenntnissen von Abschnitt 3.4 ist dies genau demn d
Fall wennRang(A) = n gilt.
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Man sieht leicht ein, dass eine Familie, die den Nullvektthalt, niemals linear un-
abhéangig sein kann. Genauswenig kann eine Familie, deneiiektor mehrmals enthalt,
linear unabhangig sein. Linear unabhangige Familiemkén also ohne Verluste als Men-
gen betrachtet werden.

Lemma 4.10 Sei (v )il eine Familie von Vektoren eines Vektorraums V. Dann sind die
folgenden beiden Aussagaquivalent:

@) (Vi)ier ist linear unablé&ngig.

(i) Jeder Vektor & span(Vvi)iei lasst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination
von Vektoren auévi)ici darstellen.

Bewels: Die Richtung (ii}=(i) folgt sofort mit der Wahli = 0.
Zu (i)=(ii): Betrachte zwei (endliche) Linearkombinationen

V= ajVvi = ﬁivi.
i€l i€l
Bilde
O=v-v=> avi— > fvi= Z (ai — Bi)vi,
ieh €Ty ieliUl,
wobeiaj :=0furi € lz\lpundB :=0furi €11\ l2. Aus (i) folgt danna; — B = O fur alle
i, also kann es keine zwei verschiedenen Linearkombinatifiires geben. ]

Das folgende Lemma enthalt eine Charakterisierung voeatier Abhangigkeit, die
vielleicht einleuchtender als obige Definition ist, sicleabchlechter handhaben lasst.

Lemma 4.11 Sei V Vektorraum. Eine Familie von Vektoréw}ic; mit mindestens zwei
Elementen ist genau dann linear a@bigig wenn sich mindestens einer dieser Vektoren als
Linearkombinationen der anderen Vektoren schreildest.

BEWEIS: Sei{Vi}ic linear abhangig. Dann gibt es eine endliche Teilmelge | und
eine Linearkombinatiofy ¢, aivi = 0 mitaj € K fur allei € lo undaj # 0 fur ein j € lo.
Also folgt
aj
Vj=— —V;.
ietori} i
Fur die Ruckrichtung nehmen wir an, dass es jein! und eine endliche Teilmenge

I1 C I\ {]j} sowie KoeffizienterB; € K fir i € 11 gibt, so dass/j = Y, fivi. Dann folgt
1-Vj = Sici, Bvi =0, also ist{vi }i| linear abhangig. |
Nun kommen wir zu einem der grundlegenden Konzepte bei deeifimit Vektorraumen.

Definition 4.12 Eine FamilieZ = (vj)ic| in einem VektorraumV heisBaisiswenn
(i) (vi)ier ein Erzeugendensystem von V ist; und

(i) (vi)iel linear unabkangig ist.

Beispiele fuir Basen

Spaltenvektoren. # = (ey,€y,...,6en), wobeig deri-te Einheitsvektor der Lange ist,
ist eine Basis voK™*1. Diese Basis heisstanonische BasisAllgemeiner formen
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die Spalten(bs,...,bn) von jeder invertierbaren MatriB € K™" eine Basis von
K"™<1 Dies folgt aus der Interpretation von Linearkombinatioats Matrix-Vektor-
Multiplikationen (siehe Beispiel 4.9) kombiniert mit deat§ache, dass die Losung
eines LGBx = c mit invertierbarenB eindeutig ist.

Polynome. Die Monome 1t,t2, ... t" bilden eine Basis des Vektorraundg|t] der Poly-
nome vom Hochstgraal

Nullvektorraum. Besteht der Vektorraum nur ayéy }, so ist die leere Mengeg = 0
eine Basis.

Im folgenden werden uns vor allem reitdlicherErzeugendensystemen und Baggn. ., vy
beschaftigen. Auf den allgemeineren Fall werden wir in éstt 4.2.1 kurz eingehen.

Wird ein Vektorraum aus endlich vielen Vektoren erzeugt)&sst sich immer eine
Basis finden. Der folgende Satz geht sogar noch weiter umd, ziziss in diesem Fall sich
jede linear unabhangige Menge zu einer Basis ergansen la

Satz 4.13 (Basisergnzungssatz)SeiV Vektorraumundy. .., Vv, wy,...,Ws €V, so dass
vi,...,V linear unablangig sind undpan(va,...,Vr,w1,...,Ws) =V.Dann kanny,...,v

durch Hinzunahme von geeigneten Elementen aus wws zu einer Basis e@nzt werden.

BEwEIS: Die Aussage wird per Induktion iibsbewiesen. Fis=0ist(v1,...,V ) bereits
eine Basis volV per Vorraussetzung. Sei die Aussage nursfirl > 0 und fur beliebiges

r erfullt. Im folgenden soll die Aussage figrbewiesen werden. Fallys,...,v;) bereits
Basis ist, so sind wir fertig. Anderenfalls gélpan(v1,...,v;) # V; es gibt also mindestens
einw; # 0, 1< j <s, welches nichtispan(vy,..., V) enthalten ist. Insbesondere folgt aus

r

Zlaivi +Bw; =0,
i=
dass3 = 0 und damit —wegen der linearen Unabhangigkeitwon..,v; —aucha; = -+ =
oy = 0 gelten. Also ist1, ..., v, wj linear unabhangig. Nach Induktionsannahme lasst sich
Vi,...,Vr,Wj mit Elementen aus der Famile, ..., wj_1,Wj41,...,Ws (dies— 1 Elemente
hat) erganzen. Damit gilt die Aussage &i{Induktionsschritt) [ ]
Beispiel 4.2: Die Aussage von Satz 4.13 lasst sich im Vektorra(Rt ! konkretisieren. Wir schrei-
ben dazu die Vektoren aus dem Satz in eme (r +s)-Matrix

A:( Vi e W ‘Wl WS)
und berechnen die TNFE = BA mit B € K™™ invertierbar. Da die Spalten den gesamten Raum
K™ aufspannen, giRang(A) = m. Ware namliciRang(A) < m, so gabe eb € K™ mit L(A,b) =
0 oderb ¢ Bild(A), siehe Diskussion am Ende von Abschnitt 3.4, und damit Egieht im Spann

der Spaltenvektoren vol Daruberhinaus haben haben die erst&palten vorA vollen Rang und
damit sind die Pivotpositionen der TNG-von der Form

(1,1),(2,2),0 s (60), (P 1, g ) (42, fra2)se s (P S, fras)-

Also bilden die Spalten von
BleBil( & - & | €1 o Ws ):( Vi Wr ‘Wlﬂlfr  Wiesr )

eine Basis vorK™<1, ¢
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Korollar 4.14 Sei A € K™ mit Rang(A1) = r. Dann gibt es A € K™(M ") 50 dass
A= ( AL | Az ) invertierbar ist.

Bewels: Ubung. =
Im Moment ist noch nicht klar, dass jede Basis eines Vektonsdie gleiche Anzahl

von Elementen hat. Dies wollen wir im folgenden fur aus &fdlielen Vektoren erzeugten

Vektorraumen zeigen. Das folgende Lemma wird dabei eineale Rolle spielen.

Lemma 4.15 (Austauschlemma)SeiV Vektorraum undw. .., wn € V. Seive span(wi, ..., W)
mit der Darstellung v= 31 ; aiwi. Gibt esay # 0, mit1 <k < n, so gilt

span(Wi, ..., Wn) = span(Wi, ..., Wi_1,V, W1, -, Wn). (4.4)

BEwEIS: Um den Beweis zu vereinfachen nehmenkuvis 1 an, was immer durch entspre-
chende Umnummerierung der Vektorgrerreicht werden kann. Seic span(wi, ..., Wn).
Dann gibt ey, ..., B € K so daswv = 3!, Biwi. Einsetzen der Beziehung

1 nq;
wWp=—V—Y —W,
a5 o

ergibt
B <, B
W= 01V+izz<ﬁl ar >\NI
Also istw € span(Vv,Wy,...,W). Daw beliebig gewahlt war, folgt

span(Wy,...,Wn) C span(V,Wa, ..., Wn).

Die entgegengesetzte Inklusion ist aber trivial und dashit4.4) bewiesen. ]
Wiederholte Anwendung des Austauschlemmas fuhrt aufalgeride Resultat.

Satz 4.16 (Austauschsatz von Steinitzpei V Vektorraum undyy...,vm € V sowie
Wi,...,Wn € V. Sind \,..., vy, linear unabtangig und

span(Vy,...,Vi) C span(w,...,Wn), 4.5)
dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) m<n.

(i) Man kann m Elemente vomw. . ,w, durch v, ..., vy austauschen, ohne dass sich
die lineare Hille von w, ..., w, andert.

Bevor wir zum Beweis kommen, die Aussage von Satz 4.16 (threinmal ausfuhrlicher
und formaler: Es gibt Indizes, ..., im € {1,...,n} derart, dass mam;, durchvy, wj, durch
V2, usw. biswi,, durchv, ersetzen kann, ohne dass sich die lineare Hillewqn. . ,wy
andert. Wenn man nach entsprechender Umnummerigfuadl,i; = 2,...,im = m an-
nimmt, dann gilt also

span(V, ..., Vm, W1, .- ., Wn) = span(Wy,...,Wn). (4.6)
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BEWEIS: Wegen (4.5) gibt es eine Darstellurg= aiw; + - - - + apwn mit mindestens
einema;, # 0, 1< i1 < n, davy # 0 aufgrund der linearen Unabhangigkeit van. .., vn.
Nach dem Austauschlemma (Lemma 4.15) gilt

span(Wy, ..., Wn) = span(Wi, ..., Wi;—1,V1,Wi; 11, ..., Wn).
Nach entsprechender Umnumerierung erhalten wir
span(Wa,...,Wn) = span(Vi, Wy, ..., Wn).

Dieser Prozess wird solange induktiv wiederholt bis alleektoren getauscht sind. Seien
also fur einr, mit 1 <r <m-1, die Vektorerwy, ..., w; bereits mitv, ..., v; getauscht, so
dass

span(Wi,...,Wn) =span(Vi,...,Vr,Wrt1, ..., Wn).

Es gilt offenbar < n. Wegen (4.5) gibt ey, ..., B € K, so dass

Vi1 = »Zﬁivi + i Biwi.

i=r+1

Dabei kdnnen nicht allg;1,.. ., Bn Null sein, ansonsten wakg, 1 € span(vi,...,Vr) und
dies widersprache der linearen Unabhangigkeitwon ., v, 1 (siehe Lemma4.11). Insbe-
sondere muss deswegen auchl < ngelten. Also gibteg 1 > r+1mita;,, # 0. Wie-
der einmal kdnnen wir nach entsprechender Umnummerieannghmen, dass,1 =r+1
gilt. Anwendung des Austauschlemmas ergibt

span(W,...,Wn) = span(Vy, ..., Vr 11, Wr 42, .., Wn).

Wiederholte Anwendung dieses Prozesses bism— 1 ergibtm < n und die in (ii) be-
hauptete Beziehung (4.6). [ |

Wichtigste Folgerung des Steinitz’'schen Austauschsigzetass jede Basis eines Vek-
torraums gleich viele Elemente hat.

Korollar 4.17 SeiV Vektorraum.
(i) HatV eine endliche Basis, so ist jede Basis von V endlich.
(ii) Je zwei endliche Basen von V haben gleich viele Elemente

BEWEIS: Zu (i). Seiv,...,V, eine (endliche) Basis vod und (wi)ic; eine beliebige
weitere Basis voiW. Warel unendlich, so gabe es inshesonderel linear unabhangige
Elemente. Dies widerspricht aber dem Austauschsatz.

Zu (ii). Seien{vy,...,vm} und{w,...,wn} jeweils Basis volY. Anwendung des Aus-
tauschsatzes ergibt einerseaits< n und andererseits (wenn man die Rollen womnd w
vertauschth < m. Also giltm=n. [ ]

Eine weitere Folgerung des Austauschsatzes: Hat man enstkinendlich viele linear
unabhangige Vektoren gefunden, so kann es keine endliahis Beben. So kann es z.B.
keine endliche Basis fur den Vektorraum der Zahlenfolgeveg.

Da nach Korollar 4.17 die Anzahl der Basiselemente unadigavon der Wahl der
Basis ist, macht die folgende Definition Sinn.
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Definition 4.18 SeiV Vektorraum. Dann ist digimensionvon V definiert als

dim(V) == n, wenn es eine Basis von V mit n Elementen,gibt
"1 », wenn es keine Basis mit endlich vielen Elementen gibt.

Einen Vektorraunv mit dim(V) < e nennt man endlichdimensional und ansonsten unend-
lichdimensional.
Einige Beispiele:

e Der VektorraumK™?! der Spaltenvektoren hat die kanonische Basis. ., e, und
damit gilt dim(K™1) = n,

e Der VektorraunK,[t] der Polynome vom Grad hochstemkat eine Basis 1,...,t"
und damit gilt dinf{Kn[t]) = n+ 1.

e Im Vektorraum aller Zahlenfolgen findet man unendlich vlglear unabhangig Vek-
toren(1,0,0,...), (0,1,0,...), ... und damit ist dieser Vektorraum unendlich.

e Der VektorraunK™" hat Dimensiormn Firm= n hat der Unterraum der symme-
trischen Matrizen Dimension(n+ 1)/2. BeweisUbung.

Zum Abschluss noch zwei Resultate, die weitere Einblick@iénDimension von Vek-
torraumen geben.

Lemma 4.19 In einem Vektorraum V mit Dimensionne kann es nicht mehr als n linear
unablangige Elemente geben.

BEWEIS: Gabe es mehr als linear unabhangige Elemente, so kdnnten diese nach dem
Basiserganzungssatz zu einer Basis mit mehn&fementen erganzt werden. Dies steht
aber im Widerspruch zu Korollar 4.17. |

Lemma 4.20 SeiU Unterraum eines endlichdimensionalen Vektorrauniann giltdim(U ) <
dim(V). Ausdim(U) = dim(V) folgtU =V.

BEWEIS: Zunachst einmal mugs$ auch endlichdimensional sein, sonst gabe es unendlich
viele linear unabhangige Vektoren\h Eine Basis voity mit dim(U ) Elementen ist linear
unabhangig iV und damit gilt dinfU) < dim(V) nach dem Austauschsatz.

Sei nunn =dim(U) = dim(V) unduy,...,u, Basis vonU. WareU # V, dann gabe
esv eV mitv¢span(uy,...,Un). Insbesondere sind damns, . .., u,, v linear unabhangig.

Dies widerspricht aber Lemma 4.19. ]

4.2.1 Der unendlichdimensionale Fall

Der Basiserganzungssatz zeigt nur fir den endlichdimeaken Fall die Existenz einer
Basis. Dass dies fur den unendlichdimensionalen Fall gditso klar ist, macht man
sich leicht am Vektorraum aller Zahlenfolgen klar. Um auohtdiie Existenz einer Basis
sichern zu kdnnen, mussen wir die Vektorraume kurz gsda und einige Begriffe der
Mengenlehre einfuhren.

Definition 4.21 Sei X eine Menge. Eine RelationdHX x X ist eineHalbordnung (auch:
partielle Ordnung [ partial orde} auf X, wenn gilt:
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(i) (x,x) € H furalle xe H;
(i) aus(x,y) € Hund(y,x) € H folgt x=y;
(iii) aus (x,y) € H und(y,z) € H folgt (x,z) € H.

Typische Beispiele fir Halbordnungen sind die Relatioauf R oder die RelatiorC auf
der Potenzmeng®@(M) fur eine MengeM. Im folgenden werden wir fur eine allgemeine
HalbordnundH anstatt vor(x,y) € H immerx <y schreiben.

Definition 4.22 Sei H Halbordnung auf einer Menge X. Dann heisst eine nierdl&eil-
menge AC X vollstandig geordnef totally ordered wenn fir alle X,y € A stets x< y oder
y < x gilt.

Offenbar istR mit der iiblichen Halbordnung vollstandig geordnet. Dagegen ist die Po-
tenzmengd®(M) mit der Halbordnung- nicht vollstandig geordnet. Betrachtet man aber
eine Teilmenge der Forh= {M1,M2,M3,...} C P(M) mitM; C M, C M3 C -+, SO istA
vollstandig geordnet.

Definition 4.23 Sei H Halbordnung auf einer Menge X undzAX mit A= 0.
e s(A) € X heissbbere Schrankeson A, wenn &< s(A) fur alle ac A.

e m(A) € A heisstmaximales Elemenvon A, wenn aus & A und n{A) < a die Be-
ziehung fA) = a folgt.

e X heissinduktiv geordnetwenn jede vollgéindig geordnete Teilmenge A von X eine
obere Schranke in X besitzt.

Lemma 4.24 (Zorn8) Jede nichtleere induktiv geordnete Menge besitzt ein naesm
Element.

BewEIs. Der Beweis beruht auf dem Auswahlaxiom und soll hier nichtacht werden.
Tatsachlich ist die Aussage aquivalent zum Auswahlaxiom damit kdnnen wir sie ge-
nausogut selbst als Axiom betrachten. [ ]

Diese Begriffe werden nun auf das einzige fiir uns relevBeispiel angewendet. Sei
V ein Vektorraum. Wir betrachten die Menge aller linear urgaigiigen Mengen iN':

X:={M cV: die Elemente voM sind linear unabhangjg 4.7)

Die MengeX ist nicht leer; im schlimmsten Fall ist = {0}, dann haben wiK = {0} und
damitX # 0. Der Nachweis der zweiten im Lemma von Zorn gefordertge&schalft ist
nicht ganz so trivial.

Lemma 4.25 Be4iglich der HalbordnungC ist die in (4.7) eingefhrte Menge X induktiv
geordnet.

BEWEIS: SeiA C X vollstandig geordnete Menge linear unabhangiger Tailyea von
V. Als Kandidat fur eine obere Schranke nehmen wir

A=JM.
MeA

18Das Lemma von Zorn wird oft auch Lemma von Kuratowski-Zornagent, nach den Mathematikern Kazi-
mierz Kuratowski und Max Zorn.



4.2. Lineare Unabhangigkeit, Basen und DimensionVersion 20. Januar 2011 79

Damit istA offenbar obere Schranke R(A). Es gilt aber noch zu klaren, odbe X, also
ob die Elemente voA linear unabhangig sind.
Wabhle dazu eine beliebige, endliche Teilfamilie von Ve&to

Vi,...,Vn €A

Wir zeigen per Induktion Uiber, dass es eine Mendé, € A gibt mitvy,...,v, € M. Fur
n = 1 folgt dies sofort aus der Definition vak Sei die Aussage fim— 1 erfilllt, es gibt
alsoM,_1 € Amitvy,...,Vo_1 € My_1. Flrv, gibtesM’ € Amit v, € M’. DaA vollstandig
geordnetist gilM,_1 C M’ oderM’ C Mp_1. Im ersten Fall folgt die Induktionsbehauptung
mit Mp = M/, im zweiten Fall mitM, = Mp_1.
Da M, linear unabhangig ist, folgt dass, . . ., v, und damitA selbst linear unabhangig
ist. Damit istA € X obere Schranke fis. |
Anwendung des Lemmas von Zorn zeigt die Existenz emeetimalen linear unakingi-
gen Mengén V. Der folgende Satz zeigt, dass diese Menge tatsachlietBaiais ist. Dabei
heisst ein Erzeugendensystefnc V minimal, falls jedesA C % keinErzeugendensystem
vonV ist.

Satz 4.26 Sei V Vektorraum unég C V. Dann sind die folgenden Aussagequivalent:
(i) & isteine Basis;
(ii) & ist ein minimales Erzeugendensystem;
(iii) & ist maximal linear unabangig.

BEWEIS: Zu (i) = (ii). Sei# Basis undA C 4. Da # linear unabhéngig ist, kann es
fur ve £\ A keine Linearkombination mit Elementen adigeben (siehe Lemma 4.11).
Insbesondere igk kein Erzeugendensystem.
Zu (i) = (iii ). SeiZ minimales Erzeugendensystem und nehmen wizZaware linear
abhangig. Dann gibt es nach Lemma 4.11\ein % so dasw sich als Linearkombinati-
on von Elementen au® \ {v} darstellen lasst. Damit war# \ {v} Erzeugendensystem,
was aber im Widerspruch zur angenommenen Minimalitatssteht. Also istZ linear
unabhangig. Es ist auch maximal: #aErzeugendensystem, ist jedes Element iimear
abhangig vonZ und aus# C %', mit %’ linear unabhangig, folgt stet® = %'.
Zu (iii ) = (i). Sei” maximal linear unabhangig. Fur (i) muss noch gezeigt werdass
% auch Erzeugendensystem ist. JedesZ erfullt trivialerweisev € span(%). Sei also
v ¢ A. Wegen Maximalitat kann dan# U {v} nicht linear unabhangig sein. Es gibt also
eine Linearkombination

aV+0aVi+- -+ 0pVp =0

fur Vektorenvy, ..., v, € 2 und mit mindestens einer der Koeffizientenas,...,an € K
verschieden von Null. Es gilt insbesondere“ 0, da ansonstew, ..., vy (und damit auch
2) linear abhangig waren. Also istLinearkombination von Elementen ag&

n Qi
V=— —Vj.
G a
Dav beliebig gewahlt war, is#8 Erzeugendensystem. ]

Korollar 4.27 Jeder Vektorraum hat eine Basis.
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4.3 Summen von Unterr aumen

Nach diesem kurzen Ausflug in abstrakte Gefilde kommen widerieu grundlegenderen
Konzepten. Die Summe vasUnterraumen erhalt man, indem man einfach alle mogtiche
Summen von Elementen aus diesen Unterraumen bildet.

Definition 4.28 Seien,...,Us Unterraume eines Vektorraums V. Dde@mme dieser Un-
terraumedefinieren wir als

U+ -4+ Usi={u+ +Us: ug €Ug,...,us € Us}.
Der Beweis der folgenden Resultate ist einfach und sei deserizitUbung empfohlen.

Lemma 4.29 Seien U, ...,Us Unterrdume eines Vektorraums V. Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

(i) Uy +---+Ugist wieder Unterraum von V;
(i) Ug+---+Us=span(U1U---UUs);
(i) dim(Ug+---+Us) <dim(Ug) +-- - +dim(Us).

Im allgemeinen gilt in Lemma 4.29 (iii) keine Gleichheit. ®sieht man am deutlichsten
bei der Summe eines Unterrautds# {0} mit sich selbstU +U = U, also din{U) =
dim(U 4+U) < dim(U) +dim(U). Der folgende Satz liefert eine genaue Charakterisierung
fur die Unscharfheit der Ungleichung im Fall= 2. Wir erinnern daran, dass der Schnitt
zweier Unterraume wieder Unterraum ist, siehe Seite 70.

Satz 4.30 (Dimensionsformel fir Unterdume) Seien Y,U, endlichdimensionale Un-
terraume eines Vektorraums V. Dann gilt

dim(Ul + Ug) = dim(Ul) + dim(Uz) — dim(U1 ﬂUz). (4.8)

BEwEIS: Seir = dim(UiNUz) undvy,...,v, Basis vonU; NU,. Geméass dem Basi-
serganzungssatz konnen wir ..., v, jeweils zu einer Basigy, ..., Vy,Wy,...,Wm, vonU;
sowie zu einer Basis,...,V,2,..., Zm, von U, erganzen. Die Aussage des Satzes ist

bewiesen wenn wir zeigen kénnen, dass
Vi, Ve W, Wing, 20, -+ -5 Zimg
eine Basis volU; + U ist. Offenbar gilt
span(Vi,...,Vr, Wi, ..., Wy, 21, . ..,Zm,) = span(U1 UUp) = U1+ Uy,

es bleibt also nur noch die lineare Unabhangigkeit diesétdrfen zu zeigen. Seien dazu
ay,...,ar €K, Br,....Bmy, € Kundyi,...,¥m, €K, so dass

r m nm
0=y avi+y Bwi+ Y yz. (4.9)
2T 2P
Durch Umstellen erhalten wir

r m m
= ) Qi W = — 1. .
v Vi+'S Bwi Yz (4.10)
M QP2
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Aus der ersten Gleichung folgte U; und aus der zweiteme Uy, alsov € U; NU,. Damit
lasst sichv als Linearkombination vowy, ..., v, darstellen. Da aber, ..., Vi, Wi, ..., Wn,

Basis ist, folgt aus (4.10) die Beziehufig= - -- = B, = 0. Setzt man dies in (4.9) ein und
nutzt die Tatsache, dass, ..., Vr,z1,...,Zn, Basisist,sofolgby = - - =ar =y =--- =
ym, =0. |

Entsprechende Dimensionsformeln kann man aucls #12 durch rekursives Anwenden
von Satz 4.30 angeben, aber das wird sehr schnell untibticdic

Der Korrekturterm in (4.8) verschwindet, wellh NU, = {0}. Diese Bedingung lasst
sich auch anders charakterisieren.

Lemma 4.31 Sei V= U; + U, mit Unterrdumen {4,U, von V. Dann sind die folgenden
beiden Aussageiquivalent.

(i) UinUy = {0}

(i) Jedes vV hat eine eindeutige Zerlegungavu; + up mit up € Uy, Up € Ua.
BEWEIS: Zu (i)=(ii). Habev € V zwei Zerlegungem = u; + Uy = Uj + U5 mit ug, uj € Up
undup, U, € U,. Dann folgt

U]_*U;_: U27U/2 ceUinU; = {0},
S—— =
cUy cUy
alsou; = uj unduy = Uj.

Zu (ii)=-(i). Seiu € U1 NU,. Dann sind 0= 0+ 0 und 0= u+ (—u) zwei Zerlegungen.
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt 0. ]

Definition 4.32 Sei V= U; 4+ U, mit Unterradumen Y,U, von V. Gilt U NU, = {0}, so
nennen wir Vdirekte Summevon U, und U, und schreiben \=U; & U,.

Nun zeigen wir noch, dass sich jeder Unterraum durch eirek@dirSumme zum ganzen
Vektorraum “erganzen” lasst.

Satz 4.33 SeiU Unterraum eines endlichdimensionalen VektorraunBain gibt es einen
weiteren Unterraum Uso dass V=U @ U’.

BEWEIS: Seivy,...,V Basis vonU. Nach dem Basiserganzungssatz gibt es Vektoren
Vri1,..-,Vn €V, sodassy,...,Vr, Vrig,. .., Vo Basis vorV ist. FUrU’ = span(Vy41,...,Vn)
gilt offenbarV =U +U’ undu NU’ = {0}. [

Zum Abschluss die entsprechenden Definition fiir mehr aksi kimterraume.

Definition 4.34 Sei V=U; + --- +U; mit Unterraumen {4, ...,U; von V. Sind von Null
verschiedene Vektoren & Uy, ..., u; € U, stets linear unabéingig, so nennen wir \di-
rekte Summevon Uy, ..., U; und schreiben\=U; @ --- d U;.

Die etwas gewundene Bedingung in Definition 4.34 ist notvigmuhd kann nicht etwa
durch die einfacher erscheinende BedingungU; = {0} ersetzt werden. Zum Beispiel
bilden

om{(5)aee) wef(2) o) w{(3) o)

keinedirekte Summe voiR2*1,

Satz 4.35Seien 4, ...,U, Untervektordume eines Vektorraums V. Dann sind die folgen-
den Aussageaquivalent.

82 Version 20. Januar 2011 Kapitel 4. Vektorrdume

(i) V=U@---dU.
(i) Sind Basen,...,vin vonU furi=1,...,r gegeben, so bildet
B=(V11,--.,Vin, V21,-- V2mp, ooy Ved,-oo,Ven)
eine BasisvonV.
(i) V =U1+---+ Uy unddim(V) = dim(Uq) + - - - +dim(U;).

BEwEIs: (i) = (ii). DaV sich als die Summe der Untervektorraume ergibt, ist kiassd
2 ein Erzeugendensystem fifrbildet. Zum Beweis der linearen Unabhangigkeit:

r n;
Def. 4.34
Ozzlzlaijvij oL wp=---=w =0.
i=1j=
N——
—wi
Daviy,...,Vin Basis, folgtausy, =0, dassaiy =--- = ajp, =0 furi=1,...,r.

(i) = (i). Der erste Teil der Definitiony =U; +--- 4+ Uy, ist klar. Fur den zweiten Teil
wahlen wir nun von Null verschiedene Vektorgre U; aus. Diese haben die Basisdarstel-
lung

nj
U= ajvij, i=1...,rm
2
Hierbei muss jeweils mindestens eif= verschieden von Null sein. Betrachte jetzt eine
Linearkombination . Con
0= ZBiUi = Eizlﬁiaijviy
i= i=1j=
Da # Basis, folgtfiaij = 0 und insbesondere fijr=i* folgt B = 0. Damit istuy, ..., ur

linear unabhangig.
(i) < (iii) ist offensichtlich. ]



Kapitel 5
Lineare Abbildungen

Zwischen zwei Vektorraum®e undV lassen sich ohne weiteres beliebige Abbildungen
definieren, indem mab) undV einfach als Mengen auffasst und die Struktur der Vek-
torraume ignoriert. Im folgenden werden wir diese Strukhit einbeziehen und uns mit
Abbildungen beschaftigen, die in einem gewissen Sinnegatitnel zu Vektorraumen sind.

5.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 5.1 Seien VWV Vektoraumeiiber einen Krper K. Eine Abbildung EV —
W heisstinear (auch: (Vektorraum-)Homomorphismuy| linear map, homomorphis
wenn die folgenden beiden Eigenschafteilér$ind:

(i) F(vi+v2) =F(v1)+F(vo) furalle vi,v2 € V;

(i) F(av)=aF(v)furallea eK,veV.

Die Forderung (i) und (ii) von Definition 5.1 lassen sich kakfer zusammenfassen zu
F(alvl—l—ang) = alF(Vl)—l—azF (Vz). (51)

Welche der beiden aquivalenten Forderungen, Definitiar(i%t(ii) oder (5.1), bevorzugt
wird, ist Geschmackssache. Als direkte Folgerung von Ci&fimb.1 (ii) mussF(0) = 0
gelten. Oft erkennt man, dass eine Abbildung nicht linegrhereits daran, dass diese
notwendige Bedingung verletzt ist.

Beispiele fur lineare Abbildungen

In allen folgenden Beispielen it = R.

Lineare Funktionen. SeiV =W = R. Dann ist die Funktiog(x) = fxmit 8 € R lineare
Abbildung, da

g(aix1 + a2%2) = Barxy + Baxxe = a19(X1) + A29(X2).

Man beachte, dass eine lineare Funktion der Fgpth= Bx+y mit y € R\ {0} keine
lineare Abbildung ist! So trivial wie die Funktiog(x) = Bx auch aussehen mag, so
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wichtig ist sie in der Praxis. Sei z.B(x) eine stetig differenzierbare Funktion und
%o € R.

Um das Verhalten vorfi in der Nahe vorxy € R approximativ zu beschreiben, ver-
wenden wir Taylor-Entwicklung:

f(x) = f(x0) + f'(X0)(x—X0) +0(|x—xo|) = f(X)= f(x0)+ f'(X0)(X—Xo).

Die Funktionf wird also in der Nahe vomgp gut durch eine lineare Funktion mit
Steigungf’(xp) dargestellt. Dies wird in der Numerischen Mathematik noicte e
wichtige Rolle, z.B. in Verfahren zur Bestimmung von Nwl&n, spielen.

Matrix-Vektor-Multiplikation.  Firr die Vektorraum¥ = K™ W = K™ st die Matrix-
Vektor-Multiplikation mit einer MatrixA € K™",

Fa: KM K™ Fa(x) = Ax,
eine lineare Abbildung:
Fa(ax+ By) = A(ax+ By) = aAx+ BAy = aFa(x) + BFa(y).

Wir werden im Verlauf dieses Kapitels noch feststellensddte linearen Abbildun-
gen zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen alsid&ktor-Multiplikationen
aufgefasst werden kdnnen.

Fur mehrdimensionale Funktionen haben lineare Abbilémrejne ahnliche Bedeu-
tung wie oben fiir eindimensionale Funktionen.fistK"™<1 — K™ stetig differen-
zierbar, dann lasst sich das Verhalten vios (f(x),..., fm(x))T in der Nahe von
x©@ e K1 wie folgt approximieren:

ot af

OX1 0Xn

f(x) ~ f(x0) + It (X0) (x—x), mit I = : :
Ox1 OX%n

Integral. Fiir den Vektorraun€®([0,1]) der auf dem Intervall0, 1] stetigen reellen Funk-
tionen ist das Integral eine lineare Abbildung:

s:C0.4) > C(0.1),  SN0:= [ v

Ableitung. Fur den Vektorraur€® ([0, 1]) der auf dem Intervall0, 1] unendlich oft diffe-
renzierbaren reellen Funktionen ist die Ableitung einedire Abbildung:

D:C°(0,1) »C™(0.1),  D(NI() = f'(X).
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Zahlenfolgen. SeiV der Vektorraum aller Zahlenfolgen Gild€rDann ist der Shift-Operator
V=V, >(Vo,V1,V2,...) := (V1,V2,V3,...)
eine lineare Abbildung.
Die Menge aller linearen Abbildungen wird nhifV,W) bezeichnet.

Definition 5.2 (i) Eine bijektive lineare Abbildung nennt mésomorphismus Findet
man fir zwei Vektoraume YW einen Isomorhpismuse L(V,W) so sind V und W
isomorphzueinander und man schreibt

V =W.
(i) FUrV =W heisst jede lineare AbbildungsfL(V,V) Endomorphismuslist dariber
hinaus f bijektiv, so nennt manAutomorphismus

Anwendung von Definition 5.2 auf den Spezialfdl= K", W = K™ ergibt fiir die zu einer
Matrix A € K™" gehdrigen linearen Abbilduriga:

Fa Isomorphismus < m=nundAinvertierbar < Fa Automorphismus

Im folgenden wollen wir einige grundlegende Eigenschaften linearen Abbildungen
kennenlernen.

Definition 5.3 Seien VW Vektorumeliber K und Fe L(V,W). Dann sind deKern [ null
spacé und dasBild [imagg von f wie folgt definiert:

Kern(F):={veV:F(v) =0}, Bild(F) := {F(v): veV}.

Wir kénnen diese Begriffe noch ein wenig allgemeiner fas$éir eine Teilmeng¥ c V
ist

F(V):={F(v):veV}.

d

Es gilt insbesonderg (V) = Bild(F). Fiir eine Teilmeng@/ c W ist
FYW):={veV:F(v)eW}.

(Diese Schreibweise verwendet man unabhangig davon goblatiildung eine Umkehrab-
bildung besitzt oder nicht. Nur werfh bijektiv ist, entsprichf ~ der Umkehrabbildung.)
Im Folgenden werden einelementige Mengen immer mit lhrénzigen) Element identi-
fiziert, insbesondere schreibt man kirger (w) = F~1({w}). Es giltF ~1(0) := Kern(F).

Lemma 5.4 Seien W Vektordumelber K. Dann gelten die folgenden AussagarF €
L(V,W).

(i) F(opvai+---+anvn) = a1F (v1) + -+ anF (vn) fur aa,...,an € K, vi,...,vh €V.

(ii) 1st V Unterraum von V, so ist auch(¥) Unterraum von W. IsV Unterraum von
W, so ist auch F1(W) Unterraum von V.

(iii) Ist (vi)iel linear abhangige Familie in V, so ist auc(]F(vi))iel linear abhangige
Familie in W.

(iv) Ist (v)iel linear unablangige Familie in V und F injektiv, so ist audiF (vi))
linear unablingige Familie in W.

iel
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(v) Kern(F) = {0} genau dann wenn F injektiv ist.
(vi) Bild(F) =W genau dann wenn F surjektiv ist.
(vii) Ist F Isomorphismus, so ist® € L(W,V).

BEWEIS: Zu (i). Folgt direkt aus wiederholter Anwendung von (5.1).
Zu(ii). Da0eV = F(0) e F(V), istdie Menge= (V) nicht leer. Seien nuR (v1),F (v2) €

F(V). DaV Unterraum ist, gilt

arF(v1) + az2F (Vo) = F(agvi + aavo) € F(V)
_,-—/

eV
und damit istF (V) auch Unterraum.

Da stets 0€~F*1(\[V) ist diese Menge nicht leer. Seien nupv, € F~4(W), also
F(v1),F(v2) € W. DaW Unterraum ist, gilt

F(GJ_V]_ + (12V2) = (XlF(Vl) + CTzF(Vz) cW

und damit istF ~1(W) auch Unterraum.

Zu (iii). Aus avi +--- + anvn = 0, mit einema; # 0, folgt wegen (i) die Beziehung
a1F(v1) +- -+ anF(vh) = 0.

Zu (iv). Seilg C | endliche Indexmenge mit einer entsprechenden Linearkaatibn
Siel, 0iF (vi) = 0. Wegen (i) folgF ( 3, 0ivi) = 0. DaF (0) = 0 undF injektiv, impliziert
diesyic, aivi = 0. Da(vi)ie linear unabhangig, folgt; = 0 fur allei € lo.

Zu (v). SeiF (v1) = F(v2). Dann gilt 0= F(v1) — F(v2) = F(v1 — v2) und zusammen
mit Kern(F) = {0} folgt vi — v, = 0 bzw.v; = v». Die andere Richtung ist trivial.

(vi) folgt direkt aus der Definition von Surjektivitat.

Zu (vii). DaF bijektiv, istF ~* Abbildung und es bleibt deren Linearitat zu tiberpriifen.
Furwy, we € W gibt esvy,vo € V mitwy = F(vi),w2 = F(v2) und — unter Ausnutzung der
Linearitat vonF — folgt

F L (aawy + aowz) = FHagF (vi) + aaF (v2)) = FY(F (ayvy + aavn)
= ayvy + 0oV = a1 F H(wy) + aoF H(v).

Also istF ! linear. [
Als Korollar von Lemma 5.4 (ii) ergibt sich, das&rn(F) und Bild(F) Unterraume
vonV bzw.W sind.

5.1.1 Die Dimensionsformel

Wir wollen im folgenden die Dimensionen von Bild und Kern eifinearen Abbildung
untersuchen, unter der Voraussetzung, dasndlichdimensionaler Vektorraum ist. Die
Dimension des Bildes voR € L(V,W) wird alsRangvonF bezeichnet. Mitunter schreibt
man auctRang(F) := dimBild(F); wir werden dies aber im weiteren nicht verwenden.
Beispiel 5.1:  Fur den SpezialfaW = K", W = K™ und fir die zu einer MatriA = (ay,...,an) €
K™*" gehorigen linearen AbbildunBa wissen wir bereits aus der Diskussion von Beispiel 4.1 (ii),
dass

Bild(Fa) = Bild(A) = span(ay,...,an).
Das Bild vonFj ist also gerade der Spaltenraum varAus der Treppennormalform vaksieht man
leicht, dass die Dimension des Spaltenraums geRadg(A) ist. Wir haben also dirBild(Fa) =
Rang(A). ¢
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Aus Lemma 5.4 (iii) folgt die Beziehung
dimBild(F) < dimV (5.2)

fur beliebigesF € L(V,W). Der folgende Satz quantifiziert wie weit die beiden Seiten i
der Ungleichung (5.2) voneinander entfernt sind.

Satz 5.5 Sei Fe L(V,W) mitV endlichdimensional. Dann gilt dieimensionsformel

dimV = dimBild(F) + dimKern(F).

BEwEIS: Seir :=dimBild(F) undk := dimKern(F). Dann gibt es eine Basigy, ..., w;
von Bild(F) sowie eine Basisy, ...,V von Kern(F). Wir wahlen beliebige Vektoren

up e Fi(wy), up € FY(wo), ..., ur € F(wy).
Die Aussage des Satzes ist bewiesen, wenn wir zeigen kjdass
Ug,..ey Uy Va, e, Vi (5.3)
eine Basis voiV bildet. Sei dazw €V beliebig. Dann haf (v) eine Darstellung
F(v)=awi+--+aw, o1,...,a €K.
Setzev'= oyus + - - - + arUr. Dann gilt
Fiv—0)=F(V)—-FV) =F(V)—a1F(w)—--—a:F(u) =F (V) —oqwg —--- —arw; = 0.
Also istv—V € Kern(F) und hat eine Darstellung
v—U= v+ + Bk BB EK.
Insgesamt gilt also
v=V+v—V=auy+-- + artr + Brvi + - + Bk

und damit ist (5.3) Erzeugendensystem\uiSei nun

O=oguy+ -+ arly + Brvi + - - + Buk- (5.4)
Anwendung vor auf beide Seiten ergibt a;w; + - - -+ arw;. Daws, ..., w; Basis, folgt
ai; =---=a; =0. Einsetzen in (5.4) ziel) = --- = Bx = 0 nach sich, da auoh, ..., v
Basis ist. Also ist (5.3) linear unabhangig und damit eiasiB. ]

Korollar 5.6 Seien WV endlichdimensionale Vekt@umeiber K mitdimV = dimW.
Dann sind die folgenden Aussagém F € L(V,W) aquivalent:
(i) F istinjektiv;
(i) F istsurjektiv;
(iii) F ist bijektiv.
Korollar 5.7 Seien VW Vektoraumeliber K mit V endlichdimensional. Dann gilt&% W
genau dann, wenn W endlichdimensional ist didV = dimW.

BEWwEIS: IstV =W, dann gibt es einen Isomorphisnfas L(V, W), fur denBild(F) =
W und Kern(F) = {0} gelten. Aus der Dimensionsformel von Satz 5.5 folgt Wim:
dimBild(F) +dimKern(F) = dim(W).

Die andere Richtung, die Konstruktion eines Isomorphisawischen Vektorraumen
gleicher Dimension, zeigen wir in Satz 5.9 unten. ]
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5.1.2 Verkettung von linearen Abbildungen

Die Verkettung von linearen Abbildungen ergibt wieder dineare Abbildung.

Satz 5.8 Seien UV,W Vektorbumeiiber K und Fe L(V,W), G € L(U,V). Dann ist
FoGeL(U,W).

BEWEIS:

(F o G)(alvl + Gng) = F (G(alvl + C{2V2))
G Iigeal’ F (C{]_G(Vl) + GzG(Vz))
F % 01 F (G(va)) + aF (G(v2))
= al(F o G)(Vl) + az(F o G)(Vz).
| |

Die Reihenfolge der Abbildungen von Satz 5.8 veranschiautian sich am besten in
einem Diagramm:

FoG W
A
Vv

Abb(V,W), die Menge aller Abbildungen vov nachW, bildet einen Vektorraum mit den
folgenden Verknuipfungen fi, F, € Abb(V,W) unda € K:

U

(F1+F2)(v) :=F1(v) + F(v), (a-Fp)(v) :=a-Fy(v). (5.5)

Man kann ohne grosse Miihe zeigen, da&W) einen Unterraum voAbb(V, W) bildet.
FurV =W bildet die Menge der EndomorphismiefV,V ) zusammen mit der Addition
wie in (5.5) und der Verkettung als Multiplikation einen Bin

5.2 Koordinaten und Matrizen

Im folgenden wollen wir die Beziehungen zwischen lineardsbildungen und Matrizen
naher untersuchen. Wir wissen bereits, dass jede Matne Bneare Abbildung durch
Matrix-Vektor-Multiplikation induziert. Wir werden sehe dass im gewissen Sinn auch
die umgedrehte Aussage gilt. Zunachst holen wir die faldeRichtung im Beweis von
Korollar 5.7 nach.

Satz 5.9 Seien VW endlichdimensionale Vekt@umetiber K mitdim(V) = dim(W) =
n und entsprechenden Basen.v.,vy bzw. w,...,w,. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung F:V — W mit

F(vi) =wi, i=1,...,n (5.6)

Diese Abbildung ist ein Isomorphismus.
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BEWEIS: Seiv eV mit der Darstelluny/ = avi + - - - + apvy Mit ay, ..., ap € K. Diese
Darstellung ist nach Lemma 4.10 eindeutig. Setze

F (V) := oWy + - -+ + anWh.

Dann erfillltF offenbar (5.6). Wir zeigen nun, daBslinear ist. Betrachte dazu einen wei-
teren Vektorve V mit der Darstellungr = Q1vy + - -- + @nVn. Fur B, B8 € K erhalten wir
daraus eine Darstellung fir die entsprechende Linearkuatibn:

>

Bv+Bi=Y (Bai+ Béivi.

Nun folgt die Linearitat vorF aus
F(Bv+pY) = 3 (Bai~+pai)w =B aiwi+f 3 G = BF(v)+BF (7).

Ausserdem gilKern(F) = {0}; also istF injektiv wegen Lemma 5.4 (v) und damit Iso-
morphismus wegen Korollar 5.6.

SeiF eine weitere lineare Abbildung, die (5.6) erfilllt. Dantit diir beliebigesv =
o1Vy+ - -+ GV, dass

F(v)— IE(V) =F (ioriw) - ﬁ(i‘]iw) = 'iai (F(vi) — [f(vi)) =0.
Also istF = F eindeutig bestimmt. m

Firr uns ist vor allem der Spezialfad"™* von Interesse.

Korollar5.10 SeiV Vektorrauniiber K mit einer Basis# = (vi,...,Vn). Dann gibt es
genau einen Isomorphismus

Dy K™ 5V mit dOy(e)=v, i=1,....n,

wobei a, .. ., e, die kanonische Basis im®! ist. Man nenntb; das (durchZ bestimmte)
Koordinatensysterwon V.

Fur einen gegebenen Vektoke V bezeichnet mar = cpggl(v) als dieKoordinaten vonv.
Um diese zu bestimmen, muss zunachst die Basisdarstelamggefunden werden,

v=~&vi+ -+ &V, (5.7)

und danach werden die Koeffizienten einfach in einen Spadt@nr geschriebenx =
(&1,...,&n)T. Die Bestimmung von (5.7) ist fir sehr spezielle Baseriativm allgemeinen
muss hierbei aber ein LGS gelost werden.

Einige Beispiele:

Polynome. BetrachteKy|[t], den Vektorraum der Polynome vom Grad hochstensd die
Basis der Monome#Z = (1.t,...,t"). Ublicherweise werden Polynome genau in
dieser Basis dargestellt:

p=ao+ait+---+ant" = O Hp)=(co,01,...,an)".
Seinun

B=(\o,V1,....Vn) = (LA+t, 1+t+t2 . 14t+-- +t")
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eine weitere Basis. Um flir ein gegebenes Polymomag + ast + - - - + ant" die Dar-
stellung in dieser Basis zu bestimmen, setzen wir in den #rsa Bovo + - - BV
die Beziehung; = 1+t+---+t' ein und erhalten

p= ébﬁjvj' = jiéopjti - éo(gﬁj)ti'

Koeffizientenvergleich mip = agp + a1t + - - - + anpt” ergibt das LGS

11 -+ 1 Bo ao
n T B a1
zﬁj:ai, |:1,...,n = 0 L ’ . = .
= L1 . .
0 -~ 0 1 Bn On

Die Ldsung dieses LGS, das man einfach mit Riickwarteties lI0sen kann, ergibt
die Koordinaterd ' (p).

Stetige, stiickweise lineare FunktionenWir betrachten auf dem IntervgD, 1] eine Un-
terteilung inn gleich grosse Teilintervall®, h], [h,2h],...,[(n—1)h,1] mith=1/n.
SeiV der Vektorraum der reellen Funktionen, die auf jedem Titivall linear (also

von der Format + 8) und auf dem gesamten Intervall stetig sind.
Fur n = 4 ist eine solche Funktion in der rechten

Abbildung dargestellt. Eine Basis fti lasst sicl ,
wie folgt definieren:

bo(t) := max{1—t/h,0}, )
(t—({-2h)y/h,  te[i—21)h,ih)],

{ —(t—(i+Dh)/h, telih (i+Dh), °
0, sonst =)

bn(t) :=max{(t — (n—1)h)/h,0},

bi(t) :=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
miti=1,...,n—1.
lllustration der 5 Basisfunktionen fiir= 4:
1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0 0

Die Darstellung einer gegebenen stiickweisen linearektiuimf ist einfach
f(t) = f(0)bo(t) + f(h)by(t) +---+ f((n—1)h)bn_1(t) + f(1)bn(t).

Die Koordinaten vonf sind also( f(0), f(h),...7f(1))T. Fur die oben dargestellte
Funktion sind die Koordinatef8, —1,1,2, —2)7.
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5.2.1 Matrixdarstellung von linearen Abbildungen

Seien weiterhitV,W endlichdimensionale Vektorraume ul¥emit Basen?” = (v1,...,Vn)
bzw.# = (wi,...,Wm). FUrF € L(V,W) haben wir das folgende Diagramm
w

m,T Tm
Fyy

Knxl P A Km><l

F

Aufgrund von Lemma 5.4 (vii) und Satz 5.8 ist
Fyy =0, oFody (5.8)

lineare Abbildung vork™?* nachK™1, Das folgende Lemma zeigt, dass es genau eine
Matrix gibt, welche diese lineare Abbildung beschreibt.

Lemma 5.11 Sei Fe L(K™1,K™), Dann gibt es genau eine Matrix dK™", so dass
F(x) = Ax.

BEWEIS: Firx = e mit demj-ten Einheitsvektoe; folgt Ae; = F(g;), deswegen muss
Adie FormA = (F(e1),F(&),...,F(en)) haben. Ausserdem gilt

Ax= __iXaF(a) =F (_ixua) =F(x).

Definition 5.12 Die gen#éiss Lemma 5.11 zu/k, getdrige Matrix heisst dieviatrixdar-
stellung [ matrix representatidrvon F € L(V,W) bediglich der Baser¥” von V und#?
von W. Diese Matrix wird mifF], , bezeichnet.

Die obige Herleitung war recht abstrakt und wir werden damefFolgenden das kon-
krete Vorgehen zur Bestimmung einer Matrixdarstellungwdrn. Nach dem Beweis von
Lemma 5.11 ist dig-te Spaltea; von [F|y » durch

aj = Fy (&) = ®,} (F (®r(e)) = D) (F(v)))

gegeben. FUF (vj) € W gibt es eindeutig bestimmte Koeffizientay), ..., am;j € K, so dass
F(vj) = ayjwy + agjWa + - - - + amjWm.

Also folgt schlussendlich
aj g -0 Qun

Froe)=1| = Flyw=| : S R G

amj am -+ @mn

Beispiel 5.2:  SeiV =W = Rg|t] und betrachte die Ableitung

DcL(V,V), D(p):=p.
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Als Basis vorV seis7 = (1,t,t2,t3) gewahlt. Um die entsprechende Matrixdarstellung zu brestn,
wird D auf die einzelnen Basisvektoren angewandt:

D(1)=0, D(t)=1, D(?) =2t, D(t%) =3
In diesem Fall kann man die Darstellung der erhaltenen Vektm.<7 einfach ablesen und es folgt
10

[D]w,o = (5.10)

oo oo

0

0 20
0 0 3
0 0 O
¢

Satz 5.13 Seieny’, #/ Basen von endlichdimensionalen Vek&imen VW und n=dim(V),
m= dim(W). Dann ist die Abbildung

L(V,W) — K™, F— [Flyw,
ein Isomorphismus, also gilt(l/, W) = K™,

Bewels: Der Nachweis der Linearitat erfolgt durch einfaches Nachnen. Es bleibt zu
uberprifen, dass der Kern der Abbildung trivial ist. Setd[F], » = 0< K™", also

O oFo®y =0 = ®yodoFodyod=0 = F=0

|
Das folgende sehr elegante Resultat zeigt, dass die Venketon linearen Abbildun-
gen der Multiplikation von Matrizen entspricht.

Satz 5.14 Seien UV,W endlichdimensionale Vekt@ume mit Base/, ¥, # . Fur linea-
re Abbildungen GU —V und F:V — W gilt:

[FoGlyw =[Flyy [Cloy.

BEwEIs: Setzem=dim(U),n=dim(V),r = dim(W) und A = [F]y », B= [G]y 7.
Dann gilt das folgende kommutative Diagramfn

FoG
X /
\%

Dy TGJ " (o2

Kn><1

2N

Kmxl Kr><1

U w

191n dieser Vorlesung ist ein Diagramm immer ein gerichteteag® mit Vektorraumen als Knoten und li-
nearen Abbildungen als gerichtete Kanten. Ist die lineabgildung in einer Richtung der Kante bijektiv, so
entspricht die Ruckrichtung der inversen Abbildung. EiegMurch dem Graph beschreibt eine Verkettung der
linearen Abbildungen auf den durchlaufenen Kanten. EirgBimm heisst kommutativ, wenn fiir zwei beliebig
gewahlte Knoten jeder Weg zwischen diesen beiden Knotegldiche lineare Abbildung ergibt. Im vorliegenden
Fall ist das Diagramm kommutativ, weil alle drei- und viddgen Teildiagramme kommutativ sind.
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Aus diesem Diagramm lasst sich die gewiinschte Beziehahfg$en”, indem man zwei
verschiedene Wege vat™? nachK™! wahlt: AB= [F oG] .

Wem das zu schnell ging, das ganze noch einmal “zu Fussirféndeliebigen Vektor
x € Kmx1:

ABX= (D, oF o ®y 0 ®, o Gody ) (x) = (D' o (FoG) oDy )(X).
L

Korollar ~ Seieny’, # Basen von endlichdimensionalen Vektorraurd@v mit dim(V) =
dim(W). Dann gilt fur einen Isomorphismése L(V,W):

F 1, =l

BEWwEIS: Aus Satz 5.14 folgt
[F ™y, y[Flyow =[F~ YoF], =y = ldimv),

wobeil : ¥ — ¥ die Identitat ist. DamitisfF 1], , inverse Matrix voriF]y . ]

v

5.2.2 Koordinatentransformationen

Im Beispiel auf Seite 89 waren zwei Basen, & fur Polynome vom Grad hdchstens 3
gegeben und wir sind von der Basig (in der die Darstellung einfach ist) zur Basi
gewechselt. Fir die Bestimmung der neuen Koordinatendiasiem Basiswechsel war die
Losung eines LGS notwendig. Dies wollen wir nun im Allgerai durchfuihren. Seien

o =(V1,...;Vn), B =(Wp,...,Wn)

Basen eines Vektorraurvs mit den zugehorigen Koordinatensystenten : K™ — v,
&4 : K™1 V. Das dazugehorige Diagramm:

Knxl L) Knxl
Fur die Abbildund ./ 2 : K1 — K"™1 yon den Koordinaten in7 zu den Koordinaten in
4 gilt also
loyp = PG oD,y
Also ist [l].; # gerade die Matrixdarstellung der Identitatsabbilduny — V, I (v) =

Diese Matrix wird alsTransformationsmatrix oderBasisiibergangsmatrixbezeichnet.
um [l]7,.z € K™" zu bestimmen, sammelt man die Koeffizienten der Basisdiarsgen

Vj = a1jWi + agjWa + - - +anjWn

wie in (5.9) in einer Matrix. Die Bestimmung der Koordinatemn v; erfordert im allge-
meinen die Losung eines linearen Gleichungssystems.

Im wichtigen SpezialfalV = K™ kénnen wir die Basiselemente va# und 4 in
Spalten von Matrizen

A= (vi,...,Vn) €K™, B=(Wy,...,Wh) € K™"
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schreiben. Dann gilAx = &,/ (X), Bx= ®4(x) und wir erhalten aus Satz 5.14 die Ma-
trixdarstellung
.2 =B"A
Wir kommen jetzt zum zentralen Resultat dieses Abschuiiéts beschreibt wie sich die
Darstellungsmatrizen bei einem Wechsel der Basen im Bitd-Wrbildraum andern.

Satz 5.15Seien W endlichdimensionale Vektéume, 7,7’ Basen von V sowle
#, %' Basen von W. Dann giltif die Matrixdarstellungen von E L(V,W) in den je-
weiligen Basispaaren die folgende Beziehung:

(Flyr =Wy Flyow - (14 (5.11)

BEWEIS: Wir betrachten das folgende Diagramm:

Knxl Km><1
Ly g1 Ly oyt
% Fyr oyt Oy

Kn><1 o Km><1

Jedes der Teildiagramme ist kommutativ; also ist das gesBiagramm kommutativ. Ins-
besondere ergibt sich:
Fyogr =lyyroFyyol?,
indem man entsprechende Wege durch das Diagramm wahlteddung von Satz 5.14
und den darauffolgenden Korollar ergibt (5.11). ]
Satz 5.11 zeigt, dass zwei Matrixdarstellungen einer tereAbbildung immer aquiva-
lent zueinander sind, im Sinne déquivalenz von Matrizen aus Abschnitt 3.3.

Korollar 5.16 Sei Fe L(V,W). Dann gibt es Basent”’,#”, so dass

(Flyrpr = ( '5 8 ) (5.12)
wobei r=dimBild(V).

BEWEIS: Betrachte die MatrixF|y » fur beliebige Basett’ = (va,...,Vn), # = (W1,...,Wm)
vonV bzw.W. Nach Satz 3.9 gibt es invertierbare MatriZzeg K™ ™ Q € K™", so dass

(5 o)=FFhae™ (5.13)

Wabhle jetzty” = (vy,...,v,) mit v} := = ®y (Q- P, (v))), also gilt[I]y 4» = Q. Analog
kann’ mit [I]y »» =P gewahlt werden. Emgesetzt in (5.13) folgt aus Satz 5.1 di
Beziehung (5.12). [ ]

Fur einem Endomorphismise L(V,V) wahlt man im Bild- und Urbildraum die glei-
che Basis?. Bei einem Basiswechsel vofi zu ¥’ andert sich die Darstellungsmatrix
gemass Satz 5.11 wie folgt:

(Flyryr =y o [Flyy - 152 (5.14)

Diese Transformation ist spezieller als efguivalenztransformation.
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Definition 5.17 Zwei Matrizen AB € K™" heisserithnlich [ similar] zueinander wenn es
eine invertierbare Matrix Rz K™" gibt mit A= PBP2,

Wie Aquivalenz ist auchihnlichkeit von Matrizen eind\quivalenzrelation auk™". Al-
lerdings ist es belhnlichkeit wesentlich schwieriger einen moglichst eictistenAqui-
valenzklassenvertreter (also auch eine moglichst dief@xarstellung eines Endomorphis-
mus) zu finden.

Beispiel 5.3:  Wir setzen Beispiele 5.1 und 5.2 fort. Die Darstellung deteftbng D € L(V,V)
mit V = Ralt] beziiglich der Standardbasig = (1,t,t2,t3) ist in (5.10) gegeben. Fur die Basis
B=(L1+t,1+t+12, 14+t +t2+13) gilt

1 1 11 1 -1 0 0
01 1 1 1 0 1 -1 0
[I]ﬂ,J// = 00 1 1 = [I],a/,% = [I];&ﬁo{ = 0 0 1 -1
0 0 0 1 0 0 0 1
Also ist die Darstellung vo beziiglich# die Matrix
D)%% = .20 15} 4
1 -1 0 0 0100 1 -1 o o\'!
|0 1 -1 0 0 0 2 O 0 1 -1 0
B 0 0 1 -1 0 0 0 3 0 0 1 -1
0 0 0 1 0 0 0 O 0 0 0 1
o1 -1 -1
oo 2 -
| o0 o0 0 3
0 O 0 0
Eine Probe:
0 -1
2,3 1 0 1 -1
p=1+t+t2482 = @ l(p)=| = [DlgzsPy(p)= 3
1 0

und damit

®5(Dlaz®t(p) = —1— (1+t) +3(1+t+t?) =1+ 2+ 3> =
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Kapitel 6
Determinanten

Determinanten von Matrizen und linearen Abbildungen $piein der historischen Ent-

wicklung der linearen Algebra eine wichtige Rolle. Vor dert®icklung der modernen

an Matrizen orientierten Darstellung im 20. Jahrhundeurden Aussagen und Beweise
vorzugsweise in der Sprache von Determinanten ausgetdidelte ist dies zum Glick

anderd®; Determinanten tragen aber weiterhin zum theoretischestiednis bei, insbe-

sondere im nachsten Kapitel beim Nachweis der ExistenZiganwerten.

6.1 Definition

Wir erinnern daran, das$, die Menge aller Permutationen véf, 2, ..., n}, also die Men-
ge aller bijektiven Abbildungen

o:{1,2,...,n} - {1,2,...,n}.

bezeichnet. Im folgenden wird das Vorzeichen einer Pertioutaine wichtige Rolle spie-
len.

Definition 6.1 Seic € S, mitn> 2.

(i) Ein Paar (i, j) e Nx Nmit1<i < j < n heisst~ehlstand(auch: Inversion) vono
wenna(i) > o(j).

(i) Seik die Anzahl aller Fehlande vono. Dann heisssgn(o) := (—1)* dasVorzei-
chen[sign] vona.

Firn= 1 gibt es nur eine Permutation, namliche S;, deren Vorzeichen als 1 definiert
wird. Auch firn > 1 hatid € S, keine Fehlstande und es gifin(id) = 1.

Beispiel 6.1: Die Permutation
(1 2 3 4
91 4 2 3

hat die Fehlstand, 3), (2,4); also giltsgn(o) = (-1)% = 1. ¢

20Wer sich einmal die Mithe macht und eine frilhe Arbeit dezdiren Algebra aus dem Géttinger Digitalisie-
rungszentrumktp://gdz.sub.uni-goettingen.de ) herunterladt und durchliest, wird tiefe Dankbar-
keit fur die modernere Darstellung empfinden.
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Definition 6.2 Sei R kommutativer Ring mit Eins. Dieeterminante] determinarit einer
Matrix A € R™" ist

det(A) = zsvsgn(o)uaivgm. (6.1)

Zunachst (6.1) noch einmal in Worten: Fir eine feste Péatian o wird in deri-ten Zeile
vonAgenau ein Eintrag entsprechend dem Wert der Permutatioerédtellel ausgewahlt.
Das Produkt den ausgewahlten Eintrage wird mit dem Vorzeichen der Peatrart ver-
sehen und letztendlich werden diese Produkte fur allelicttgn Permutationea zusam-
menaddiert. Man beachte, dass es insgesérRermutationen gibt; die Berechnung der
Determinante wird also sehr schnell uniiberschaubarungrfssere extrem aufwandig.
Wir werden in Abschnitt 6.4.1 eine Moglichkeit zur Berecdmg kennenlernen, die wesent-
lich weniger aufwandig ist.

Bemerkung 6.3 Die Determinante ist ein Beispidlif eine Funktion, die linear in jedem
Eintrag von A is?! Eine solche Funktion nennt mamultilinear. Ein weiteres (nicht ganz
so wichtiges) Beispielif eine multilineare Funktion auf r n-Matrizen ist diefPermanen-

te: n
perm(A) := 2& & o(i)-
g€ il:l o0

Diese Definition unterscheidet sich scheinbar nur unwéisénton Determinanten. Um-
so erstaunlicher ist es, dass 8 Permanenten keinen effizienten Algorithmus gibt; die
Berechnung ist im allgemeinen NP-hart bglich n??

Determinanten spezieller Matrizen.

1 x 1-Matrizen. Fir eine k1-Matrix A= (a;1) gilt per Definition: detA) = a3 1.

2 x 2-Matrizen. Firn= 2 gibt es zwei Permutationen

12 1 2
o= ( 1 2 ) = sgn(o1) =1, o= < P ) = sgn(oz) = —1.
Also gilt fur die Determinante einer:2 2-Matrix:

a1 a2
det = Qyidp2 — ai2ay1.
1 a2

3 x 3-Matrizen. Furn= 3 gibt es sechs Permutationen:

o123 (123 (123
1={1 2 3) 272 31 s=\{3 1 2 )
(123 o 1 2 3 w_( 123
4=\3 2 1) 71 3 2 6=\ 2 1 3

mitsgn(01) =sgn(02) =sgn(03) = 1 undsgn(0s) = sgn(0s) =sgn(0de) = —1. Also
gilt fur die Determinante einer 8 3-Matrix:

21| inearitat ist hier im Sinne von Funktionen gemeint unchbien Sinne von Abbildungen!

22Fr Matrizen mit nichtnegativen Eintragen gibt es zunestdeinigermassen effiziente approximative Al-
gorithmen; siehe [M. Jerrum, A. Sinclair und E. Vigoda. A y@mial-time approximation algorithm for the
permanent of a matrix with nonnegative entries. J. ACM 5D@O0NTr. 4, 671-697].
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( a;; a2 a3 )
detfA) =det| ax1 ax a
dz1 dz2 asz3
= 811822833 + 812823831 + A13821832
—ay3922a31 — a11a23a32 — A12a21933

Diese sogenannt@egel von Sarruslasst sich leichter mit dem folgenden Schema
merken:

+ o+ o+
A Y

ap A2 a3 a1 a2

X X

Q1 A2 A3 ad1 A

X

az1 ag2 a3 a3 az2

NN

Diagonalmatrizen. Bei einer Diagonalmatri®o = diag (d11,d22,...,dnn) gibt es nur eine
Permutatioro fur die keine der Faktorety 5(1)d2 o(2) - - Un,o(n) ZWingend Null ist,
namlicho = id. Also gilt

det(diag (d11,022, ..., 0nn)) = d11dzz- - - .
Permutationsmatrizen. Betrachterr € S, mit der dazugehorigen Permutationsmatrix

.
€1
Pr= :

el(n)

Dann ist jeder Summand in (6.1) far= T Null. Also gilt

det(Py) = sgn(m) ﬁw = sgn(m). (6.2)

Matrizen mit Nullzeile. Hat die MatrixA € R™" eine Nullzeile so ist in jedem Summan-
den von (6.1) mindestens ein Faktor Null und somit folg{ dgt= 0.

Um wichtige Eigenschaften von Determinanten nachweiséanen, benbdtigen wir kom-
paktere Charakterisierungen des Vorzeichens.

Lemma 6.4 Seio € S,. Dann gilt

100 Version 20. Januar 2011 Kapitel 6. Determinanten

BEwEIs: Furn=1 gilt die Formel trivialerweise. Sei nun> 1. Dann gilt die Beziehung

M lei-oi= 1 G- (6.3)

1<i<)<n 1<i<j<n

Streng formal sieht man dies wie folgt ein:

Moo= ( ] (@i-om)( i (o(i)- (i)

1<) <]

a(i)<o(j) a(j)<a(i)

-(.n a9 n. d0)-ni-n
o~ t@<a=() o~ 1)< i<j
i<j i<j

Hierbei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass fiirggde i entweder (i) < o=%(j)

odero~1(j) < (i) gelten muss. Der entscheidende Punkt beim Nachweis voyig6.3
dass sich die Faktoren auf der linken Seite beim Vertausetvenund j nicht andern.
Bezeichnet nuik die Anzahl der Fehlstande, so gilt

o(j)—a(i) k
— = =(-1)"=sgn(o
et = =Y =@
und zusammen mit (6.3) folgt die Behauptung. [ ]
Satz 6.5 Seienoy, 0, € S,. Dann giltsgn(01 0 02) = sgn(01)sgn(02).

BEWEIS: Anwendung von Lemma 6.4 ergibt:

sgn(orooy) = [ 2D —on(e())

1<i<j<n =]

1<0,(i)<o2(j)<n
M o1(i) — a1(j)

1<i<j<n =]

I Il
N N T N
2
S
|
2

> sgn(02) = sgn(01)sgn(02).

Hierbei wurde im vorletzten Schritt eine Beziehung ausgandie sich analog wie 6.3
beweise lasst. [ ]

Verwendet man Satz 6.5 mit, = 0 undo, = o~ L filreino € S, so folgt

sgn(o’l) =sgn(0).

Satz 6.5 abstrakter ausgedriclgh : S, — {+1, —1} ist Gruppenhomomorphismus zwi-
schen den Gruppe($,,o) und ({+1,—1},-).
Wir erinnern an den Spezialfall der Transposition von zwienenten:

(1 i1 0 i+l - j-1j j+1 - n o
T_(l O T R DU DT S ST n)’ l=i<js=n

(6.4)
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Man sieht leicht (durch Abzahlen), dassnsgesamt @j —i) — 1 Fehlstande hat, also gilt
sgn(1) = —1. Jede Permutation lasst sich einfach Schritt fir Soihrétine Verkettung von
Transpositionen zerlegen, z.B.:

o123 4

3421

_(1234\ (1234

“\14 23 4 2 31

(1 234\ (1234) (1234
“\12 43 132 4 4 23 1)

Man sieht leicht, dass weder die Zerlegung an sich noch deévege eindeutig sind. Wegen
Satz 6.5 gilt aber zumindest, dass sich eine Permutatiommer entweder in eine gerade
Anzahl oder in eine ungerade Anzahl von Transpositionelegen lasst.

Korollar 6.6 Fur o € S, gilt sgn(o) = +1 (sgn(0) = —1) genau dann wena sich in eine
gerade (ungerade) Anzahl von Transpositionen zerlegest.|

Aufgrund des Resultats von Korollar 6.6 nennt man eine Petion o mit sgn(o) =1
geradeund ansonstenngerade

6.2 Eigenschaften
Lemma 6.7 Ist Ac R™" obere oder untere Dreiecksmatrix, so gilt
def(A) = ag1a. .. ann.

BEWEIS: SeizunachsA untere Dreiecksmatrix. Wir bestimmen alle Permutatiooidiir

die das Produkf]iL; & o nicht zwingend Null ist. Es muss(1) = 1 gelten, da in der

ersten Zeile vo\ nur das Diagonalelement verschieden von Null sein kannlognauss
0 (2) € {1,2} gelten, da aber bereits(1) = 1 gilt und o bijektiv ist, folgt 0(2) = 2. Diese

Argumentatlon fortgesetzt ergilot(3) = 3,...,0(n) = n. Also kann das Produkt nur fir
= id verschieden von Null sein. Daraus folgt die Behauptung.
Fr eine obere Dreiecksmatrix geht man analog in umgeeir&eihenfolge vor. |

Lemma 6.8 Hat Ac R™", n> 2, zwei identische Zeilen, so gile{A) =0

BEWEIS: SeiA zunéachst beliebig und betractie= RjA; in Asind also die Zeilemund j
von A vertauscht. Mit der in (6.4) definierten Transpositiokann man dies elementweise
schreiben alsij’ = ay;) ;. Wir haben

defA) = zgsgn rla| ali) nggn Iﬁaﬂ ),00)

k=1(i) n=gor- n
= sgn(o 1 sgn(1oT) [ &k ik
Ué rLakar ) rr; k|:|l >
Si 6.5
s g;gm >|'|ak, iy = —detA).
k=1

e

Sind inA die Zeileni und j gleich, so giltA = A, also detA) = defA) = — det(A). Daraus
folgt detA) = 0. |
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Der folgende Satz beschreibt die Wirkung der in Abschnittkennengelernten Ele-
mentarmatrizen auf die Determinante einer Matrix.

Lemma 6.9 Sei Ac R™"und n> 2.
(i) detMi(A)A) = A -det(A) =detM;(A))-defA) firA e R1<i<n;

(i) det(Gjj(A)A) =detA) =det(Gjj(A))-detA) und
de{ G| (A)A) = deA) = det(G[j (1)) -detA) fur A e R1<i< j<n;

(i) detRjA) = —detA) =detRj) -detfA) furl<i<j<n.
BEWEIS: Zu (i).

detMi(A)A) = %Sgn(U) <Aai‘a(i)'l<_lak,a(k)>
ge #
=A ;sgn(a)ljam(i) =A det(A)

DaM;(A) Diagonalmatrix ist, folgt déM;(A)) = A und damit die Beziehung - detA) =
detM;(A)) - detA).
Zu (ii).

detGjj(A)A) = ZSSgn(U) ((aj o(j +Aa| ,a(i) kl;lak‘a(k)>
ge J

n
= sgn(0)[axow +A > sen(o) (a, N IER k)
2 O []ow T2 3 o0 [ [ ot

= det(A) +0.

Hierbei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass die av@itmme die Determinante der
Matrix A mit der j-ten Zeile durch dié-te Zeile ersetzt ist, also ist sie Determinante einer
Matrix mit zwei gleichen Zeilen und damit gemass Lemma 6l.NDa G;jj(A) untere
Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen ist, folgt(@gt(A)) = 1 und damit die
Beziehung déf\) = det(G;jj (A)) - det(A). FUrGE()\) erfolgt der Nachweis analog.

Zu (iii). Die erste Beziehung, d@®;A) = —detA) wird im Beweis von Lemma 6.8
gezeigt. Die zweite Beziehung folgt aus @t) = sgn(1) = —1 mit der in (6.4) definierten
Transpositiorr. [ ]

Lemma 6.9 kompakt ausgedriickt: Die Determinante des Rts@iner Elementarma-
trix mit einer beliebigen Matrix entspricht dem Produkt @esterminanten der beiden Fak-
toren. Der folgende wichtige Satz zeigt, dass diese Eidefstiir das Produkt von belie-
bigen Matrizen gilt.

Satz 6.10 Sei K Korper und AB € K™". Dann giltde{AB) = def(A) - de{(B).

BEwEIs: Nach Satz 3.6 gibt es eine invertierbare Ma@ix= S; - -- Sy mit Elementarma-
trizenS,,..., Sy, so dasé\ = QAin Treppennormalformist. Da die Inverse einer Element-
armatrix wieder Elementarmatrix ist, folgt aus der wieddtén Anwendung von Lem-
ma 6.9:

detA)

det(Spt---S;A) = detSyt) - det(S,ty - S, 1A (6.5)
= . =detSY) - detS ) detA) '
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sowie

detAB) = det(S;}) - det(S;t) detAB). (6.6)
Ist A nicht invertierbar, so enthat und damit auch\B eine Nullzeile; also folgt d¢A) =
detAB) = 0 und, mit (6.5)—(6.6), déAB) = 0 = det(A) = det(A) - det(B). Ist A invertierbar,
so istA = | (siehe Satz 3.6) und aus (6.5)—(6.6) folgt die Behauptung. |
Satz 6.10 gilt auch fur Matrizen Uber einen kommutativémgRnit Eins; der Beweis kann
dann aber nicht mit Hilfe der TNF durchgefuhrt werden.

Korollar 6.11 Sei Ac K™". Dann gelten:
(i) Aistgenau dann invertierbar werdetA) # 0;
(i) det(A~1) =1/detA) fur Ainvertierbar;
(iii) det(P~1AP) = det(A) fiir jede invertierbare Matrix R K™

BEwEIS: Teil (i) folgt aus dem Beweis von Satz 6.10, insbesondei®) (Geil (ii) folgt
aus der Aussage von Satz 6.10 mit Het(l) = det(AA1) = de(A) - det(A1). Teil (iii)
kann man nun einfach nachrechnen:

det(P)

det(P~1AP) = det(P~1) - detA) - delP) = detP) det(A) = det(A).

Bemerkung 6.12 Man beachte, dass sich die Aussage von Korollar 6.11 (i)teighRinge
verallgemeinerndsst. Zum Beispiel gilt

A:(_i i)ezm ~  detA)—2+40,

aber A Bsst sich nicht ifZ2*2 invertieren!

Korollar 6.11 erlaubt es, einem Endomorphisrrusv — V auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraunv auf wohldefinierte Weise eine Determinante zuzuordnen.if-i
gendeine Basig” vonV setzen wir

deI(F) = det([F]y/y). (6.7)

Diese Definition ishichtvon der Wahl vor#” abhangig. Se¥’ eine weitere Basis, so folgt
aus (5.14) und Korollar 6.11 (iii),

det([F]«;f/‘q/!) = det([l]»y‘f,//) . det([F}»y/‘»y/) . det([l];/ly/,) = det([F]yj/) .

Korollar 6.13 Seien A; € K> A, € KX Ay, € KX, Dann gilt

A A
det( A ) — det(Au) - de(Az).

Bewels: Ubung. [ ]

Korollar 6.14 det(AT) = det(A).
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BewEIs: Die Aussage ist fur nicht invertierbare Matrizen trivialeise erfullt, siehe Ko-
rollar 6.11. Sei als@\ invertierbar. Nach Satz 3.6 lasst siatals Produkt von Elementar-
matrizen schreiberA = S; - - - Sy, Mit Satz 6.10 folgt

detA”) = det(S),--- ST ) = det(S]) ---det(S])
=det(S,) - det(Sy) = det(S; -+~ Sn) = det(A),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Aussage des LemmadidiElementarmatrizen
erfulltist. [ ]

Der Beweis von Korollar 6.14 setzt voraus, dass die Eitr&anA aus einem Korper
stammen. Das Resultat lasst sich aber ohne weiteres aeri &mmmutativen Ring mit
Eins verallgemeinern; der Nachweis ist etwas technischdrhasiert auf der Definition
der Determinante.

Als unmittelbare Folgerung von Korollar 6.14 kombinierttrhbemma 6.8 ergibt sich,
dass die Determinante einer Matrix mit zwei identischert8pammer Null ist.

6.3 Minoren und Laplace-Entwicklung

Fir eine MatrixA € K™" mit n > 2 nennt man die MatriA(k, ) € R"-1x("-1) die durch
Streichen dek-ten Zeile und¢/~ten Spalte au# hervorgehtMinor (umgangssprachlich:
Streichungsmatrix) von A. Ist zum Beispiel
16 2 3 13
5 11 10 8

A=l 9 7 6 12| 68)

4 14 15 1

16 2 13
= 9 7 12 |.
4 14 1

Definition 6.15 Sei Ac K™" mit n > 2. Die Matrix adj(A) = B € K™" mit den Eintégen
bij == (=1 det(A(j,i)), i,i=1,...,n, (6.9)

heisstAdjunkte (auch: Adjungierte) [adjoin{ von A.
Bemerkung: Die umgekehrte Reihenfolge von i und j im Mirtdtas Schreibfehler.

so haben wir den Minor

A(2,3) =

Die Vorfaktoren(—1)"+] in (6.9) kann man in eine “Schachbrettmatrix” schreiben:

+ +

I+

+ +

Fur die MatrixA in (6.8) erhalt man (nach langerer Rechnung oder mitrbMB)

—136 408 408 136

adj(A) = —408 —-1224 1224 408
! 408 1224 1224 —-408
136 408 —-408 -—136
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Interessanterweise gitlj(A) A= Aadj(A) = 0. Dies ist kein Zufall, wie der folgende zen-
trale Satz zeigt.

Satz 6.16 Sei R kommutativer Ring mit Eins undeAR™" mit n> 2. Dann gilt

adj(A)A = Aadj(A) = det(A) - I,

BEWEIS: UnterteileA = (ay,8p,...,a,) in die Spalteray,...,a, € R™L Fir 1<i <n,
1< j<nunda € Rdefinieren wir die folgende Matrix

B(I,La):(al aj*1|aa|aj+l an)
Man sieht leicht, dass man dann Permutationidazw. 11 finden kann (die aus jeweils- 1

bzw. j — 1 Transpositionen bestehen), so dass

* _(_1)i-1 _(_1\i-1
P i.afu=( 5ty ) detP= (-1 det@y = (-1I
Nach Korollar 6.13 und Korollar 6.14 folgt also

det(B(i, j,a)) = adet(A(i, j)) de(Pr) det(Py) = a(—1)" det(A(i, j))-

Nach diesen Vorbetrachtungen wenden wir uns dem Eirffrdg vonC = adj(A)A zu:

Cik = 21 '“det ))a = Zdet i,,aK)) (6.10)

Aufgrund der Linearitat der Determinante in den Matrixgigen folgt
c,—k:det( a ... aj1 | ay | ajy1 o A )

Fur j # k enthalt die Matrix auf der rechten Seite zwei identischal®p und damit ist
deren Determinante 0. Fijr= k ist die Matrix auf der rechten Seite gera#lealsocj; =
defA). Damit gilt adj(A) A= det(A) - I,. Die BeziehungAadj(A) = defA) - I, kann man
analog zeigen oder — einfacher — mit Transponieren:

Aadj(A) = (adj(A)TAT)T = (adj(AT)AT) " = (detAT)-1,) " = det(A) - In,

wobei wir die aus Definition 6.15 leicht zu beweisende Tdteausgenutzt haben, dass die
Transponierte der Adjungierten gerade die Adjungierteldansponierten ist. |
Ist de{A) im Ring R invertierbar, so folgt aus Satz 6.16 dasmvertierbar ist und

— (detA)) "adj(A). (6.11)

Korollar 6.17 Sei R kommutativer Ring mit Eins. Eine Matrixc/R™" ist genau dann
invertierbar, wenrdet(A) invertierbar ist.

Als weitere Folgerung von Satz 6.16 erhalten wir die sogatelnaplace-Entwicklung, mit
der sich die Berechnung der Determinante gut organisiésst,linsbesondere wenn eine
Zeile oder Spalte voA viele Nullen enthalten sollte.

Korollar 6.18 Sei R kommutativer Ring mit Eins unde/R™" mit n> 2. Dann gelten die
folgenden Beziehungen.
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(i) Laplace-Entwicklung nach der i-ten Zeilérfl <i <n:

n

detA) = Z 1) a; det(Ai, ).

(i) Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spaligeinl1< j<n:

n

detA) = ;(fl)i*"aj det(A(i, }))-

Bewels: Die beiden Entwicklungen folgen aus déften (bzw. j-ten) Diagonaleintrag
vonAadj(A) = det(A) - I (bzw. adj(A) A= detA) - I). [ ]

Zum Abschluss dieser theoretischen Betrachtungen lernemaeh eine (praktisch
nutzlose) Formel zur Berechnung der Losung eines B&S b kennen: Aus

x=A"lb= (detA)) "adj(A)b
folgt fur deni-ten Eintrag

:det( a ... g-1|blag - an)

GotA) , 1<i<n (6.12)

Diese explizite Darstellungsformel nennt maramer’'sche Regel Die Beziehung (6.12)
folgt leicht aus der Argumentation im Beweis von Satz 6.1éhe insbesondere (6.10).

6.4 Praktische Aspekte
6.4.1 Berechnung

Der MATLAB -Befehldet berechnet die Determinante einer Matdix K"™" mit Hilfe der
LR-Zerlegung
PA=LR,

wobeil untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen Bidbere Dreiecksmatrix
ist. Die PermutationsmatriR setzt sich aus den bei der Konstruktion der LR-Zerlegung
verwendeten Transpositionen zusammen (siehe Beweis 213 38). Also gilt

det(A) =S :Erllfzz- <+I'nn,

wobei das Vorzeicher- oder — gewahlt wird, je nachdem ob die Anzahl der Transpo-
sitionen gerade oder ungerade ist. Diese Vorgehensweisesentlich gunstiger als die
Determinante per Definition oder mit Hilfe von Laplace-Eitkungen auszurechnen.

6.4.2 Determinanten und Invertierbarkeit

Aufgrund von Korollar 6.11 ist man versucht zu glauben, dfssAbsolutbetrag der De-
terminante Aufschluss dariiber gibt wie “gut” eine Matnixértierbar ist, etwa nach dem
Prinzip: Je kleiner/grosser die Determinante im Betragta schlechter/besser ist eine Ma-
trix invertierbar. Vor der Vermutung eines solchen Zusamhaags ist ausdriicklich zu
warnen! Tatsachlich findet man in der Dokumentation deg MB -Befehl'sdet :
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DET Determinant.
DET(X) is the determinant of the square matrix X.

Use COND instead of DET to test for matrix singularity.

(CONDsteht fur die Konditionszahl einer Matrix und wird in LimeaAlgebra 2 bzw. Numerische
Mathematik behandelt.)

Betrachte zum Beispiel die Matri, = 1)... Diese ist offenbar sehr gut invertierbar,
T-1 = 2I,. Trotzdem wird die Determinante fiir grosaesehr klein, z.B. défig0) =
2-100~ 8.10-31, Betrachte als weiteres Beispiel die obere Dreiecksmatrix

1 -1 ... -1
Wh = 1o eR™M.
too-1
1

Trotz detW,) = 1 verhalt sich diese Matrix unter Invertierung alles aedals freundlich.
Der (1,n)-Eintrag vonW;; 1 ist 22, also= 3- 10?° fiir n = 100. Verandert man die letzte
Zeile der MatrixW, leicht:

1 -1 -1
~ 1 1
Wh = e
Y 11
a a 1

SO istWh, nicht invertierbar, obwohl z.B. fiin = 100 die Eintrage in der letzten Zeile von
Wi, nur um= 2-10-3%von den entsprechenden Eintragen Wrabweichen!

6.4.3 Geometrische Interpretation

Zwischen Determinanten und Volumen (iRf, R3, R4, ...) gibt es einen engen Zusam-
menhang. Allerdings erschliesst sich dieser mit den uns embam zur Verfigung ste-
henden Mitteln nur recht mithsam . Zumindestlith gelingt dies noch relativ leicht. Sei

A= < 2 3 > und betrachte das durch die Spalten Yoaufgespannte Parallelogramm:

Der Flacheninhalt des Parallelogramms (Produkt der e&nter Grundseite und der Hohe)

wird im folgenden mit b
a
wreal () (a))
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a

bezeichnet. Im Spezialfafi = 0

o,ot

> liegt dieses Parallelogramm auf der Koordina-

tenachse und wir erhalten
pvaf(5). ()} =1 =

Nun lasst sich aber jeder Vektt}) durch eine passende RotatiQr= (

det< 2 3)‘ — |detA)|. (6.13)

cosp sing
—sing cosp)

in die Koordinatenachse drehe@(2) = (g) Der Flacheninhalt des Parallelogramms
andert sich durch die Rotation nicht:

wvee{(2).(3)) ~vee{(§). (&)

wobei (g) = Q(g) . Zusammen mit (6.13) ergibt sich

areal (), ( 3)} = |detA)| = |de(QA)| = |detQ)||detA)| = |detA)|.  (6.14)

wobei wir ausgenutzt haben, dass(@t= cof g+ sirf @ = 1.
Der Zusammenhang (6.14) lasst sich auf hdhere Dimensioe@ligemeinern:

Sei Ac R9%4, Dann entsprichtdetA)| dem Volumen des durch die Spalten von A
aufgespannten Parallelepipeds.

Diese Tatsache wird klarer sobald wir die QR-Zerlegungreifegrix kennengelernt haben.
Man kann (6.14) auch anderes intepretieren: Ein Quadrabeitenlangée wird durch

(6) , (?) aufgespannt und hat FlacheninkZltDie Transformation dieses Quadrats durch

; _( a ; ; ; b 3
die vonA = ( c beschriebene Abbildung ergibt gerade das d(@, (/,‘d) auf

b
d
gespannte Parallelogramm mit dem Flacheninjluai(A)|¢2. Der Betrag der Determinante,
|det(A)| beschreibt also wie sich der Flacheninhalt andert untem&formation miA. Dies
gilt fur beliebige Gebiet&® c RY:

Q={Ax: xeQ} = \VolumenQ)=|defA)| x Volumer(Q).
Dies wird in der Analysis noch ausfihrlicher behandelt.

Das Vorzeichen von dgA) gibt an, ob sich die Orientierung unter der Transformation
mit A @ndert. Dies wird in Abbildung 6.1 fur die folgenden beiddatrizen illustriert:

() e (H ) e

mit det{A;) = 3/4 und detA;) = —9/8.
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Abbildung 6.1. ETH-Logo (schwarz), transformiert mit;A(blau) und A (rot) wie
in (6.15).



Kapitel 7
Eigenwerte und
Eigenvektoren

Ein Eigenwert [eigenvalug einer Matrix A € K™" iber einem KorpeK ist ein Skalar
A € K, fur den es einen von Null verschiedenen SpaltenvektoK™ ! gibt, mit

AxX= AX. (7.1)

Jeder Spaltenvektar£ O der (7.1) erfullt wird als (ein zA gehorigerEigenvektor [eigen-
vectol] bezeichnet. Zwischen Eigenwerten und Determinanten lteste fundamentaler
Zusammenhang, der sich aus Korollar 6.11 (i) ergibt:

Ax=Ax < (Al-A)x=0 <« Al—Anichtinvertierbar < detAl —A)=0.

Eigenwerte sind also Nullstellen der Funktidan— detAl — A). Bevor wir zu weiteren
Eigenschaften von Eigenwerten kommen, werden wir uns diésektion im folgenden
Abschnitt naher zuwenden.

7.1 Das charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt sé® stets kommutativer Ring mit Eins. Wir erinnern daran, sk
den Ring der Polynome (mit Polynomaddition und -multipli@a) in der Unbekannten
bezeichnet. Dann betrachten wir die Matrix

t—a;n —aw —ain
N T : e (Rt)™".
: . © —an1n
—am - —@8yn-1 t—am

DaRJt] Ring ist, ist die Determinante vah— A auch wieder irRt].

Definition 7.1 Dascharakteristische Polynoneiner Matrix Ac R™" ist

pa = deftl — A) € R]t].
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Furn= 1 ist das charakteristische Polynom vAn-= (a;1) geradepa =t — ay1. Flr
n= 2 ist das charakteristische Polynom

a1 a2 2
= det =1 — (a11+ ax)t + (1182 — azodny).
Pa ( a1 2 ) (811 + @)t + (a11822 — @12821)
Fur allgemeines gibt es keine einfachen Formeln fur die Koeffizienten desrakteristi-
schen Polynoms. Zumindest lasst sich Uber die ersterebeidd den letzten Koeffizienten
eine einfache Aussage treffen.

Lemma 7.2 Sei Ac R™". Dann gilt: Das charakteristische Polynom pat Grad n und
ist von der Form
Pa= 0o+ gt + -+ + Qn_gt" ",
mit
On-1=—(aa1+a+---+am),  do=(—1)"defA).

BEWEIS. Bezeichne

[ 1 furi=j,
5 _{ 0 sonst
dasKronecker-Symbol. Dann gilt, per Definition der Determinante,
n
Pa= Z;gn(U)_ (G0t —a00))- (7.2)
ge 1=
Daraus folgt sofort
o= pa(0) = (-1)" Es"sgn rlao. = (—1)"de(A).

Desweiteren konnen wir die Summe in (7.2) aufteilen:

n

Pa = i|:l(t —aj) ; sgn(o

o#id

Iﬂléalt*auﬂ) (7.3)

wobei der erste Summand die Form

n

|‘l(t —aj) =t"— (ag1+ - + ann)t""L ++ Polynom vom Grad héchstens- 2
=

hat. Der zweite Summand in (7.3) ist ein Polynom vom Gradhktensn — 2, da sich
hdchstenga— 2 Diagonaleintrage vort — Aauswahlen lassen. Damit folgt die Behauptung.
|
Die Summe der Diagonaleintrage einer quadratischen Matwird Uibrigens alsSpur
[tracqg von A bezeichnet:

Spur(A) :=aj1+axp+---+am.

Ein Polynom mit fihrendem Koeffizienten 1 wird atlenisches Polynonjmonic polyno-
mial] bezeichnet.

Das folgende Lemma beschreitet den umgedrehten Weg: zm jemischen Polynom
lasst sich eine Matrix finden, so dass dieses Polynom daslktesistische Polynom der
Matrix ist.
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Lemma 7.3 Betrachte ein beliebiges monisches Polynomay + a1t +-- -+ an_1t" 14
t" € R[t]. Dann ist p charakteristisches Polynom der Matrix

0 —0ap
A= !
0 —an2
1 —on

Die Matrix A heissBegleitmatrix[ companion matrikvon p.
Bewels: Ubung. L]

Bemerkung 7.4 Fir n = 2,3,4 existieren explizite &sungsformeln zur Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms. In der Praxis setzt man digsahgsformeliiblicherweise
nur fir n=2 ein, da die Auswertung der Formelirfn > 2 numerisch heikel ist. & n> 4
kann es nach Abel sowieso keine allgemeiasungsformel mehr geben. Tathlich wer-
den in derMATLAB -Funktionroots  die Nullstellen eines Polynoms bestimmt, indem die
Eigenwerte der zu diesem Polynom geen Begleitmatrix ausgerechnet werden. Davon
kann man sich mittelyype roots leicht uberzeugen. Zur Berechnung der Eigenwerte
wird der sogenannte QR-Algorithmus eingesetzt, der nithReahmen dieser Vorlesung
behandelt werden kann.

In ein beliebiges Polynom = ao -+ ast + ast?+ - - - + anty € R]t] kann man eine Matrix
M € R™" “einsetzen™:

p(M) = aglh+ a1M +02M2+ IR Y L)

Dabei sind die PotenzeM! fiir j = 1,2, ... so zu verstehen, das4 entsprechend oft mit
sich selbst multipliziert wird. Formal setzt mMf = I,

Satz 7.5 (Cayley-Hamilton) Sei Ac R™" mit charakteristischem Polynom pDann gilt|
pA(A) =0.

BEWwEIS: Um gleich ein mogliches Missverstandnis aus dem Weg ameh, zitieren wir
aus [Higham, N. Functions of matrices. SIAM, 2008] (S. [f)s incorrect to prove the
Cayley-Hamilton theorem byspA) = det{Ax1 — A) = 0. Das Problem an dieser Argumen-
tation ist, dass die beiden Ausdrucke uberhaupt nichdrmmsenpassen: links steht eine
Matrix pa(A) € R™" aber rechts steht ein Skalar flej € R!

Firn =1 ist der Satz aber offenbar richtig; sei afsg 2. Um dem oben geschilderten
Problem aus dem Weg zu gehen, betrachten wir fiir unser degegebenes € R™" die
Menge

RIA] == {p(A): pe RIt]}.

die also alle inA ausgewerteten Polynome enthalt. Es ist leicht einzusetaesaR[A] einen
kommutativen Ring mit Eins bildet. Wir definieren nun einethtaliber diesem Ring:

A—ayln —agln - —an1ln

—aioln A—agln - —anzln

o = € (RIA)™™.

—aynln —agnln -+ A—annln
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Nach Definition (6.1) der Determinante Uiber den Ri}§] folgt

n

_l_!(d‘a(i)A_aa(i)‘iln) = Par(A) = Pa(A),

def«/) = %sgn(o)

wobei die im letzten Schritt verwendete Identitat der elkéeristischen Polynome vok
undAT aus Korollar 6.14 folgt.
Aus der trivialen ldentitdf\g = ajje; + agex + - - - + anieén sieht man leicht

€
Ax=0 mit x=1] :
€n
An dieser Stelle muss man vorsichtig sein, was eigentlichari gemeint ist. Dabei wird
o € (RIA])™" alsn x n-Blockmatrix in R X1 reinterpretiert, undz'x wird als normale
Matrix-Vektor-Multiplikation in R" verstanden. (Auch sollte man sehr vorsichtig sein und

nicht voreilig schlussfolgern, dass eine Matrix mit niciialem Kernimmer Determinante
0 hat. Dies ist in dieser Allgemeinheit nur bei Kdrpernt@ji) Wir wenden Satz 6.16 an:

det(.<?) det . )e;
: =adj(o) o = : = adj(«/) x=0.
detw) det(/)en

In dieser Implikation wird das aus Satz 6.16 erhaltene umdvftrizen UbeR[A] gultige
Resultat reinterpretiert als Resultat fir BlockmatrizeR™ ™, Die Beziehungdj(<) o
bleibt bei dieser Reinterpretation erhalten; dies folgs dekannten Eigenschaften der
Blockmatrix-Multiplikation. Mit der oben bewiesenen Behiing folgt deter) = 0, da je-
de Spalte dieser x n-Matrix Null ist. Daraus folgt die Behauptunga(A) = det( <) = 0.
]

11

0 2
(t—1)(t—2) und die Aussage von Satz 7.5 besagt

wn-mnza- (8 1)(55)-(8 )

Fur die MatrixA = ( S (2J ) gilt naturrlich ebenfallgpa(A) = 0, aber hier héatte es ei-

gentlich auch ein Polynomg von kleinerem Grad, namlicg(t) =t — 2, getan. EinMi-
nimalpolynom von A ist ein Polynomqg € Rjt] vom kleinsten Grad mit der Eigenschaft
q(A) =0.

Die folgende Resultate sind typische Anwendungen des SatweCayley-Hamilton.

Zum Beispiel ist fur die MatrixA = das charakteristische Polyngua(t) =

Korollar 7.6 Sei Ac R™",

(i) Jede Potenz'fmit ke N Iasst sich als Linearkombination der Potenzek A2, ..., A™1
darstellen.

(i) IstAinvertierbar, so &sst sich A als Linearkombination der Potenzerl, A2, ... A1
darstellen.
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BEWEIS: Zu (i). Die Aussage ist offenbar filk=0,1,...,n— 1 erflllt. Der Fallk =n
folgt aus dem Satz von Cayley-Hamilton:

0=pa(A) =aol + WA+ 1A THAT = A= _qgpl —ajA--—ap AL

Den Fallk > n beweist man analog per Induktion. Im Induktionsschritwemdet man
0= A<pa(A).

Zu (ii). WennA invertierbar ist, so ist der Koeffiziemiy = (—1)"detA) notwendiger-
weise invertierbar, siehe Korollar 6.17. Also folgt wie olsus 0= pa(A) die Beziehung

o O 1 o On_ 1
| = _2Ip... _dnlan-1 = an :A<7 Ay _Hnlan2 iAﬂ—l)
Qg [0 (s) aop Qo o Qo
und damit istA* = — 24 ... — So=ipn—2_ L an-l m
0 £} o

7.2 Grundlegende Eigenschaften und Definitionen

In diesem und allen folgenden Abschnitten bezeichfstets einen Korper. Istc K"™<1
Eigenvektor zum Eigenwet einer MatrixA, so ist auch jedes skalares Vielfaaie # 0
mit a € K Eigenvektor, da

Ax=Ax = A(ax)=A(ax).

Es macht also keinen Sinn valemEigenvektor zu einem Eigenwert zu sprechen; ein Ei-
genvektor ist hdchstens bis auf ein skalares Vielfachedeeitig bestimmt, und selbst dies
ist nicht immer der Fall. Zum Beispiel siralle Spaltenvektore "™ Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 der Einheitsmatrlx. DieseUberlegungen motivieren die folgende Definition.

Definition 7.7 SeiA € K Eigenwert. Dann heisst
Eigy (A) = {x € K™ : Ax=Ax}
Eigenraum von A bémglichA.

Per Definition istEig, (A) \ {0} nicht leer; die Menge besteht aus allen Eigenvektoren zu
). Es st leicht einzusehen, daBig, (A) ein Untervektorraum voK ™! ist.

In allgemeinen Korpern kann man nicht ohne weiteres eemadass eine Matrix Ei-
genwerte hat. Selbst eine reelle Mattix R™" muss keine Eigenwerte haben.
Beispiel 7.1: Betrachte die Rotationsmatrix

= ( cosg - sing ) eR¥2 e (0,2m).
—sing cosg

Die Anwendung vorA auf einen Spaltenvektor entspricht der Rotation dieses Vektors um den

Winkel @ im Uhrzeigersinn. Isip nicht 0 oderr, so kannAx nicht in der vorx aufgespannten Gerade

span{x} liegen. Also ist geometrisch klar, da&diir ¢ ¢ {0, 1} keine Eigenwerte haben kann. Dies

kann man sich auch leicht algebraisch klar machen. Das kfiesistische Polynom hat die Form

pa(t) = det(tl — A) =t? — 2cospt + 1.

Ausser fiirg € {0, i1} gilt |cosp| < 1 undpa hat zwei komplexe Nullstellen. Per Definition mussen
aber die Eigenwerte von reellen Matrizen reell sein.
Fasst man dagegeh als komplexe Matrix auf, so ha die beiden Eigenwerte cgstising.
¢

Beispiel 7.1 illustriert bereits, dass die Betrachtungenainiges angenehmer werden
kénnen, wenn man sich bei Eigenwerten/Eigenvektoren@ufitexe Matrizen beschrankt.
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Satz 7.8 (Fundamentalsatz der Algebra)Sei pe C|t] ein Polynom vom Grad & 1.
Dann hat p eine Nullstelle.

BEwEIS: Fur diese Aussage existieren verschiedene Beweise, diehentsprechende
Seite auf Wikipedia. Eine elementare und elegante VarideseBeweises von d’Alembert
findet sich in [M. Aigner, G. M. Ziegler: Das BUCH der Beweig:.Auflage, Springer-
Verlag, 2009]. [ ]

Fur eine MatrixA € C™" hat das charakteristische Polyngmm € C[t], dessen Null-
stellen ja gerade die Eigenwerte sind, Gratlach Satz 7.8 hagia eine NullstelleA; € C.
Mit Polynomdivision erhalten wir die Faktorisierung

Pa(t) = (t—A1)pa(t),

wobei p; € C[t] vom Gradn—1 ist. Firn =1 ist py = 1. Firn > 1 hatp; nach Satz
Satz 7.8 eine Nullstell&, € C und wir erhalten die Faktorisierung

Pa(t) = (t = A1) (t — A2) pa(t),
wobei p2 € C[t] vom Gradn — 2 ist. Wiederholt man diese Vorgehensweise insgesamt
Mal, so ergibt sich ein&erlegungvon pa in Linearfaktoren :
pa(t) = (t—A1)(t—A2)...(t— An). (7.4)

Also hatA insgesamh EigenwerteAs, ..., Ay, wobei in dieser Liste Werte mehrfach auf-
treten durfen.

Eine direkte Konsequenz aus (7.4) ist das folgende Resdétatich gut eignet um eine
Probe der berechneten Eigenwerte durchzufiihren.

Lemma 7.9 Seienky, ..., A € C die Eigenwerte von & C™". Dann gelten
det(A) =A1A2--- Ap, Spur(A) =AM 424+ An
Bewels: Ubung. .

Die oben beschriebene Abspaltung der zu einer Nullstel®gmnden Linearfaktoren
lasst sich per Polynomdivision in jedem Korper durchirh

Definition 7.10 Sei pe K|t] mit Nullstelle § € K. Hat p eine Faktorisierung () = (t —

to)7q(t) mit n € N, wobei p keine Nullstelle von g K]t] ist, so heisst) Vielfachheit von

to.

Man kann sich leicht Uberzeugen, dass die Vielfachieliér Nullstellety die Beziehungen
P(to) =0, P(to) =0, ... P V(to) =0, p(to) #0,

erfullt.

Definition 7.11 SeiA € K Eigenwert von A K™".

1. Die Vielfachheit vom als Nullstelle des charakteristischen Polynoms vaird
algebraische Vielfachheif algebraic multiplicity von A genannt. Wir schreibgn

alg)\ (A)

2. Die Dimension des zA gelbrigen Eigenraums wirdyeometrische Vielfachhe
[geometric multiplicity vonA genannt. Wir schreibegeo, (A) = dimEig, (A).

=3
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Beispiel 7.2:  Seien
2 10 210 2 0
A= 0 2 1 |er®3 B=| 0 2 0|eRrR®3 c=[o0 0 | er®S,
0 0 2 0 0 2 0 2
Dann gilt

algy(A) =3, geoy(A) =1, algy(B) =3, geoy(B) =2, algy(C) =3, geoy(C) =3.

o N o

7.2.1 Ahnlichkeit und Endomorphismen
Zu einander ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigetawver

Satz 7.12 Sei Ac K™ und B= P~1AP mit einer invertierbaren Matrix B K™". Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die charakteristischen Polynome pind 1 sind identisch.

(i) Ein Spaltenvektor x K™ ist Eigenvektor von A genau dann, wenntR Eigenvek-
tor von B ist.

Bewels: (i) folgt aus bekannten Eigenschaften der Determinante:
pe(t) = dettl — B) = det(tl — P~*AP) = det(P(tl — A)P) = de{(tl — A) = pa(t).
(ii) Fur einen Eigenvektox gilt

Ax=Ax < PIAPPIx=APIx & BPx=AP«x
=
|
Wir betrachten nun einen EndomorphisnkusV — V mit einem beliebigen (endlich-
oder unendlichdimensionalen) Vektorraihiiber einen KorpeK. Dann istA € K Eigen-
wert vonF, wenn es einen von Null verschiedenen VektarV gibt mit

F(v)=Aw

Wie gehabt, wirdv als Eigenvektor bezeichnet uritg, (F) = {veV : F(v) = Av} als
Eigenraum. Fir endlichdimensionale Vektorraume lasseim die Eigenwerte und Eigen-
vektoren leicht aus einer Matrixdarstellung ergewinnen.

Satz 7.13SeiFe L(V,V), wobeiV ein endlichdimensionaler Vektorrauber K ist. SeiZ
eine Basis von V mit zugétigem Koordinatensystef. IstA € K Eigenwert von F mit
Eigenvektor \e V, so istA Eigenwert voriF|4 4 mit Eigenvektom;zl(v). Ist umgekehrt
A € K Eigenwert von[F| 4. mit Eigenvektor xc K™%, so istA Eigenwert von F mit
Eigenvektod z(x).

Bewels: Die Aussage ergibt sich mit:= GJK;l(v) aus deriquivalenzen
F(v)=Av
& (Fo®yz)(X) =ADgz(x)
& (QJ;;LOFO@@)(X) = AX
= [F]Jg.gX: AX.
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Beispiel 7.3:  SeiV =Rglt] undD € L(V,V) mit D(p) = p’ fur alle p € V. Aus Beispiel 5.2 ist
bereits die Matrixdarstellung vdd beziglich der Monombasi® = {1,t,t2,t3} bekannt:

01 00
0 0 2 0
Blzz=| 0o o0 0 3
0O 0 0O

Diese Matrix hat nur den Eigenwert 0 mit Eigenvektor (1,0,0,0)" und geometrischer Vielfach-
heit 1. Gemass Satz 7.13 Hatalso nur den Eigenwert O und jeder Eigenvektor ist eine voth Nu
verschiedene Konstante. ¢

Im Ruckblick passen Satz 7.12 und Satz 7.13 sehr gut zusanibaeSatz 7.13 keine
Forderungen an die Basis stellt, durfen sich die Eigeraveet einem Basiswechsel nicht
andern. Satz 7.12 bestatigt diese Aussage, da ein Bagiselebei Endomorphismen eine
Ahnlichkeitstransformation der Darstellungsmatrix naitth zieht.

Eigenwerte von Endomorphismen in unendlichdimension®ktiorraumen werden
in der Funktionalanalysis, insbesondere in der Spektatih, im Detail behandelt. Ein
(a)typisches Beispiel ist die Ableiturlg € L(V,V) mit D(f) = f’ auf dem Vektorraum
V = C”(0,1) der unendlich oft differenzierbaren reellwertigen Fuak#én auf dem Inter-
vall (0,1). Fur diese isfedesA € R Eigenwert mit Eigenvektaz:

D(M) = A&

Nach diesem kurzen Ausflug in die Welt der Endomorphismenlerewir uns im fol-
genden nur noch Eigenwerten und -vektoren von Matrizen widiwas uns nach Satz 7.13
zumindest im endlichdimensionalen Fall gestattet sei.

7.3 Diagonalisierbarkeit

Wie bereits am Ende von Kapitel 5 angesprochen, ist es iml&letyzur Aquivalenz
bei Ahnlichkeit wesentlich schwieriger, eine gegebene Ma#rif eine moglichst einfa-
che Form zu bringen. Die Hoffnung ise~1AP auf Diagonalgestalt oder zumindest auf
Dreiecksgestalt bringen zu kdnnen. Dann lassen sich dieriierte einfach ablesen.

Lemma 7.14 Sei Ac K™" obere oder untere Dreiecksmatrix. Dann sind die Eigenwerte
von A gerade die Diagonaleiréige a1,a22, . . .,ann.

BEwEIs: Folgt direkt aus Lemma 6.7:
pa(t) = deftl —A) = (t —a11)(t —az2) -+~ (t — ann).

[ ]
Es ist aber selbst fur Matrizen Ub€rnicht immer moglich, Diagonalgestalt zu errei-
chen. Sei zum Beispiel

01 P11 P12
A= . P= 7.5
( 0 0) < P21 P22 (7:5)
mit P invertierbar. Angenommen es gabe eine Diagonalmdrix diag (di1,dz2) mit

P~1AP = D, dann mussl;; = dy» = 0 gelten, daD die gleichen Eigenwerte wid hat.
Dies fiihrt zum Widerspruch = PDP~1 = 0.
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Wir werden uns im folgenden eine einfache Charakterisigffiin die Diagonalisier-
barkeit von Matrizen Uber einen Korp#r erarbeiten. Die Konstruktion beruht auf dem
folgenden Resultat.

Lemma 7.15 Angenommen A K™"habe n linear unabéingige Eigenvektorenx .., x, €
K™ zu den Eigenwertedy, ..., A, € K. Dann gilt

PTIAP=A:=diag (A1, A2,...,An), MitP= (X3, %z,...,%n).

BEWEIS: Es gilt Ax = Ax; fur i =1,...,n. Diese Beziehungen kdnnen nebeneinander
geschrieben werden:

A(X2,%2, .-, %) = (X2,X2, ..., Xn)diag (A1, Az, An),

also AP = PA. Da P € K™" linear unabhangige Spalten hat, Btinvertierbar und die
Behauptung folgt. ]

Das Problem mit der MatriA in Beispiel (7.5) ist, dass der Eigenwert 0 geometrische
Vielfachheit 1 hat, man hat also nur einen anstatt von — wieemma 7.15 gefordert —
zwei linear unabhangigen Eigenvektoren zur Verfugunigsvare nicht passiert, hatte
zwei verschiedene Eigenwerte gehabt!

Lemma 7.16 Seien ¥, ...,xn € K™ Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
wertenly, ..., Am € K von Ac K™", Dann sind x, ..., xm linear unabtangig.

Bewels: Der Beweis erfolgt per Induktion Uben. Fur m= 1 folgt das Resultat aus
x1 # 0. Sei nunm > 2 und die Behauptung fim— 1 erfullt. Wir betrachten eine Linear-
kombination

O=a1X1+ -+ O0m-1Xm-1+ OQmXm, Q1,...,0m € K. (7.6)

Anwendung vorA auf beide Seiten ergibt
0=mAXs+ -+ Om_1A%m_1 + OmAX%m = A1A1X1 + -+ + O 1Am-1Xm-1 + OmAmXm-
Addiert man das-Apy-fache von (7.6), so ergibt sich
0=0a1(A1—Am)Xa+ -+ Om-1(Am-1 — Am)Xm-1.

Nach Induktionsannahme sirg . .., X1 linear unabhangig und damit ist(Ai — Am) =0
furi=1,...,m—1. Da per Voraussetzunyg # Am, folgt

ap=---=0m1=0.

Einsetzen in (7.6) und Ausnutzen vigq # O ergibtay, = 0. |
Kombination von Lemma 7.15 und Lemma 7.16 ergibt:

Korollar 7.17 Eine Matrix Ac K™ mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten ist dia-
gonalisierbar.

Da ein Polynom nicht mehr atsNullstellen (inklusive Vielfachheiten) hat, gibt es nuinda

n paarweise verschiedene Eigenwerte welyy (A) = 1 fur jeden Eigenwert gilt. Diese
Bedingung ist flr Matrizen Ubet zwar hinreichend aber zum Gliick nicht notwendig. Ein
Uiberzeugendes Gegenbeispiel ist die Einheitsmifriie offenbar diagonalisierbar ist (da
bereits in Diagonalgestalt), abergleiche Eigenwerte besitzt! Um ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium zu finden, benotigen wir zunédas folgende Hilfsresultat.
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Lemma 7.18 Sei) € K Eigenwert von Ac K™". Dann giltgeo, (A) < alg) (A).

BEWEIS. Seim= geo, (A) undys,...,ym € K™ eine Basis fillEig, (A); insbesondere
gilt A(y1,-..,¥m) = (Y1,--.,Ym)diag (A,...,A). Nach dem Basiserganzungssatz konnen
wir Vektorenym,1,. .., yn finden, so das¥ = (y1,...,yn) invertierbar ist. Wir erhalten

_ Alm A2
AY7Y< 0 Ap )

Aus Satz 7.12 folgt détl — A) = (t — A)Mdet(tl — Ayy), also istalg, (A) > m. [ ]

Satz 7.19 Sei Ac K™". Dann sind die folgenden Aussagaquivalent.
(i) Aistdiagonalisierbar.

(i) Das charakteristische Polynom aplésst sich in Linearfaktoren zerlegen und
alg) (A) = geo, (A) fur jeden Eigenwerh von A.

(i) K™1 = Eig, (A) & - © Eig,, (A) fur die paarweise verschiedenen Eigenwerte
)\17...,/\kvon A.

BEwWEIS: (i) = (ii). SeiP invertierbare Matrix so das®3~*AP = D Diagonalmatrix. Es
ist leicht einzusehen, dass die Aussage von (iifXirfullt ist. Damit gilt die Aussage auch
fur A, dapa = pp nach Satz 7.12, sowigeo, (A) = geo, (D) ausEig, (A) = P- Eig, (D)
folgt.

(i) = (iii). Wir erinnern zunachst an den Begriff der direktem8ue aus Abschnitt 4.3,
insbesondere in Definition 4.34. Setdk:= Eig,, (A) + - - + Eigy, (A). Nach Lemma 7.16
folgt, dass dies eine direkte Summe t= Eig,, (A) @ --- © Eig), (A). Damit folgt

K k
dimw = zlgeo;h (A) = Zlalg,\I (A)=n,
i= =
wobei im letzten Schritt die Zerlegung des charakterisgscPolynoms in Linearfaktoren
ausgenutzt wurde. AW c K™ folgt nun geméass Lemma 4.20 die Beziehivig= K"™*1,
(i) = (i). IstXig, ..., X r, Mitri = geo,, (A) Basis vorEig, (A), so ist gemass Satz 4.35

B=(Xa1,- - Xy, X2l X2rps  -oor Xds-- 5 Xipy)

Basis vonK™?, Da Z nur aus Eigenvektoren besteht, folgt (i) direkt aus Lemni%.7.
]

Korollar 7.20 Sei Fe L(V,V) mit einem endlichdimensionalen VektorraumiWer K.
Dann sind die folgenden Aussagggquivalent.

(i) Es gibt eine Basis#, so dasgF|4 # Diagonalmatrix ist.

(i) V= 'E:igAl(F) @©---©Eig,, (F) fur die paarweise verschiedenen Eigenwate . ., Ak
von F.

Diagonalisierbarkeit von Matrizen ist ein machtiges Wekg, das wir noch oft gebrau-
chenwerden. Als erste Anwendung eine Charakterisierungg@gmmutierenden Matrizen,
die eindriuicklich belegt, dass Kommutativitat eher eieteéhheit und keinesfalls die Regel
ist.
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Lemma 7.21 Seien AB € K™" diagonalisierbar. Dann gilt AB= BA genau dann, wenn
A und B simultan diagonalisierbar sind, d.h., es gibt eingeitierbare Matrix S, so dass
S'ASundS-1BS Diagonalmatrizen sind.

BEWEIS: SeienS 1AS= A, undS BS= Ag Diagonalmatrizen. Damit folgt
AB= SAAS 1SARS ! = SAAMARS 1 = SARAAS 1 = SARS ISANS T =BA

da Diagonalmatrizen immer kommutieren.
Nehmen wir nun fur die umgedrehte Richtung die BeziehdBg= BA an. Wir diago-
nalisiererA, so dass

Atlng
§1aS= " =A,
Akll"lk

wobeiA,...,A¢ die paarweise verschiedenen Eigenwerte Aaind. AusAB = BA folgt
dannAB = BA mit B = $1BS Partitionieren wit8 = (Bjj)¥;_, mit Bij € K"*", so erhal-
ten wir

A1Br1 - ArBy ABi1 - ABu

ABir - ABik A1Bir - ABik

Also folgt Bjj = 0 furi # j und damit isB Blockdiagonalmatrix. Die Diagonalblocke dia-
gonalisieren wir auch noclﬁlenS = A furi=1,...,k. Dann werderA undB simultan
durch die Matrix

S

S
diagonalisiert. ™
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7.4 Lineare Rekursionen und Matrixpotenzen

Legt mansy = 1000 Franken an und betragt der jahrlich ausgeschizibese2%, so wachst
der angelegte Geldbetrag nach 1 Jahrsauf 10004 0.02 x 1000= 1.02 x 1000 Franken,
nach 2 Jahren asf = 1.02x s, = 1.022 x 1000 Franken, usw. Na¢hlahren haben wir also
s«= (1.02)% x 1000 Franken. Diese Formel ist eine explizite Losung aedien Rekursion
Ski1 = 1.02 x ¢ mit dem Startwerty = 1000.

Eine weitere lineare Rekursion haben wir bereits in AbsttHinb.2 (Matrix-Vektor
Multiplikation) kennengelernt:

fo=1, fi=1, fkez = fura+ i, k>0, (7.7)

welche die Fibonacci-Folge generiert. Auch hier ware essehenswert, eine explizite
Formel fur fy angeben zu kdnnen. Dazu ist es bei linearen Rekursiongritii, diese
in Matrix-Vektor-Form zu bringen. Dies haben wir bereits {7.7) gesehen und die Idee
lasst sich leicht verallgemeinern. Wir betrachten eifgeaheindineare Rekursion n-ter
Ordnung:

fern = An-1fken-1+ -+ a1 fi 1+ aof (7.8)

mit Koeffizientenap, a1, ...,an_1 € K fur einen KérpeK. Um (7.8) “starten” zu kdnnen,
braucht es nocAnfangswerte (auch: Startwerte)

fo=s0eK, fi=s1eK, ..., fri=s1€K. (7.9)
Definiert man nun den Vektor
fi
fk+1
Uk := . s
fkJrn—l

so sieht man leicht, dass (7.8)—(7.9) aquivalent zu derte8ys

0o 1 S
Ucr1 = ’ ’ Uy, Up = . , (7.10)
0 1 :
Qo -+ Op-2 On-1 S-1

sind. Abgesehen vom Vorzeichen der Koeffizienten, entspdie Systemmatrix in (7.10)
gerade der Transponierten der in Lemma 7.3 betrachteteleiBegtrix! Das folgende
Lemma gibt noch weitere, zur Behandlung von (7.10) niti#iEigenschaften an.

Lemma 7.22 Sei Ac K™" eine Matrix wie in (7.10) mit Koeffizientery, a1,...,an_1 €
K. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) A hat das charakteristische Polynom g t" — an_1t" 1 — ... — a1t — ag.

(if) Ist A € K Eigenwert von A, so istx (1,A, A2, ...,/\”*1)T ein dazugetriger Ei-
genvektor.

(iii) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es n paarweiseschiedene Eigenwerte
hat.
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Bewels: (i) folgt sofort aus Lemma 7.3.

Zu (ii).
0 1 1 A 1
. )\ . .
o 1 T oA T A
09 -+ On_2 On_1 An-1 A" —pa(A) An-1

Zu (iii). Die eine Richtungn paarweise verschiedene Eigenwerte> A diagonali-
sierbar, ist klar. Fur die andere Richtung nehmen wir assdaliagonalisierbar sei. Man
sieht leicht, dass die letzten— 1 Spalten vortl — A immer linear unabhangig sind. Also
gilt geoy (A) = dimKern(Al —A) =1 und nach Satz 7.19 folglg, (A) = geo, (A) = 1.
Also sind die Eigenwerte voA paarweise verschieden. |

Im Resultat von Lemma 7.22 treffen wir eine Bekannte wiedémnA wie in (7.10)
paarweise verschiedene Eigenwetie... A, € K hat, so kdnnen wir die dazugehdrigen
Eigenvektoren in eine Matrix

1 1 1
M Ax o An
P= , , . (7.11)
)\Jr-\.—l /\;!1 Ar?ll

schreiben. Da die Eigenvektoren v8rinear unabhangig sind, ist diese Matrix invertier-
bar2® Dies wurde bereits (mit anderen Mitteln) in Aufgabe 2 voni&&0 firr die Transpo-
nierte vonP gezeigt.

Wir wollen nun (7.10) betrachten ohne eine spezielle FormMitrix anzunehmen.

Definition 7.23 Ein lineares homogenes System von Rekursior@uch: Differenzen-|
gleichunger) hat die Form
U1 =Alk,  Up=Ss, (7.12)

mit Ae K™, u e K™ und Anfangswertens K"*1,

Fur eine diagonalisierbare Matrix ist es nun einfach, eine explizite Formel fur die
durch (7.12) definierten Vektoren = As anzugeben. Sei dazu

A=PAPL
mit A = diag(As, ..., An) und der invertierbaren Matri® = (x; --- X,). Dann haben wir
A= (PAP7Y)(PAPY)--. (PAP™) = PAYP L.
Setzen wirc := P~1ug, so lasst sich die Lésung von (7.12) also wie folgt scterib

AJ_( C1
Uk =PAfc= (x1 -+ %n) D = e, (7.13)
AK Cn

23Es ist auch gerade die Transformationsmatrix,Aliagonalisiert.
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Es lohnt sich, diese Gleichung etwas naher zu betrachterachst ist der Koordinaten-
vektor des Startvektors in der Basis der in den SpaltenRrenthaltenen Eigenvektoren.
Sollte der Anfangsvektor gerade ein Eigenveldgosein, so erhalt man die “reine” Losung
)\J-kxj. Gemass (7.13) isi, eine Linearkombination von solchen reinen Losungen. &bt
einen Eigenwert, der betragsmassig grosser als alleramdggenwerte ist, so kann man
sich leicht vorstellen, dass fir groskelie zugehorige reine Losung schnell dominieren
wird.

Beispiel 7.4:  Wir betrachten das zu der Fibonnacci-Folge (7.7) gehi8iggtem
01 1
Ug1 = Al A:<1 l>" Uo:<1>-
Die Eigenwerte vor ergeben sich aus

O=defAl —A)=A%2—-A -1 = A=-"_"‘"

und die Eigenvektormatrix nach (7.11),

(11 T S S Y A Y
P_<)\1 )\2> = =P “0_/\142(/\1—1 IRV AR

Also erhalten wir mit (7.13) die Beziehung

A1k 1 A2 k( l)
— M, _N2,
. fsl(M) VB A

Betrachten wir nur die erste Komponente, so ergibt siclidatilich
k+1 k+1
fk:i()\Hl,Ak*l):i 1+v5 _ 1-v5
\/g 1 2 \/g 2 2 .
¢

Wir betrachten nun das asymptotische Verhalten der Lésufigr grossé naher. Die-
ses wird wesentlich vom betragsgrossten Eigenwert ajgrén

Definition 7.24 Der Spektralradius| spectral raditisp(A) einer Matrix Ac C™" ist de-
finiert als
p(A) :=max{|A|: A € Cist ein Eigenwert von A

SeiAnun diagonalisierbar und die EigenwelMg. . ., A, so sortiert, dass
P(A) =A== |Am| > [Ams1| = -+ > |Anl- (7.14)

Dann folgt aus (7.13):

w— oAk [ Ay My e At o M
k=P(A) 1W 1+"'+me m+ mlmxmlJr"‘ﬂL nwxn

(7.15)
Dabei haben die Eintrage in den erstatsummanden innerhalb der Klammer konstanten
Betrag und die Eintrage in den letzter- m Summanden konvergieren gegen OKit co.
Also wird die Konvergenz vomog von p(A) bestimmt.

Lemma 7.25 Sei A diagonalisierbar. Dann konvergiert diésung y von (7.12) iéir jeden
Startvektor g genau dann gege®y wennp(A) < 1.
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Abbildung 7.1. Links: Maus in einem System vehKafigen.Rechts:Entwicklung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Maus.

Die Aussage des Lemmas ist auch fiir nichtdiagonalisiefdatrizen gultig; um dies nach-
zuweisen fehlen uns aber noch die ndtigen Hilfsmittel. lall B(A) > 1 ist wegen (7.15)
klar, dass fur die meisten Anfangsvektongn(bei denen nicht geradg =--- =cn =10
gilt) die Eintrage voruy divergieren werden. Fir den GrenzfglA) = 1, kann unter ge-
wissen Voraussetzungen weiterhin Konvergenz vorliegéhirSbesondere

1=A1==An (7.16)

in (7.14), so folgt aus (7.15),

U U = C1X -+ o, (7.17)

zumindest fur diagonalisierbafe Diese Aussage bleibt fur nichtdiagonalisierbare Matri-
zenA gliltig, aber nur unter der zuséatzlichen VorraussetziiggA) = geoy(A). Ist diese
Voraussetzung nicht erfullt, so wingk im allgemeinen nicht beschrankt bleiben. Einfach-

stes Beispiel ist
(11 Kk (1 k
Af(O 1) = A7<0 1).

7.4.1 Positive Matrizen

In vielen Anwendungen sind die Eintrage von Matrizen rastl nichtnegativ. Dies ist ins-
besondere der Fall, wenn die Eintradieergangswahrscheinlichkeiten darstellen. Ein nicht
ernst gemeintes Beispiel wird in Abbildung 7.1 links datglis Zum Zeitpunkk = 0 be-
findet sich eine Maus in Kafig I. Enthalt der Vekigre R**! die Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten der Maus in den einzelnen Kafigen, so gilt aise- (1, 0, 0, O)T. Zum Zeitpunkt
k=1 werden alle rot dargestellten Tiren geodffnet und die $taant wahllos (also jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 13) in einen der anderen Kéafige. Sobald sich die Maus in einem
anderen Kafig befindet, werden die Ttiren geschlossen uitt as= (0, 1/3,1/3, 1/3)T.
Dieses Prozedure wird wiederholt und nach den Rechenrégebedingte Wahrschein-
lichkeiten, giltu, = Aw, = (4, 1, 3, 1) mit

0 1/2 1/3 1/2
/3 0 1/3 0
1/3 1/2 0 12
/3 0 1/3 0

A= (7.18)
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Im allgemeinen gilty = Au._1 = A¥up. Die Entwicklung der Eintrage vou in Abhangig-
keit vonk wird in Abbildung 7.1 rechts dargestellt. Wie unschwer zkeanen ist, kon-
vergieren die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten kil «. Dies ist kein Zufall, die Eigen-
werte vonA sind namlich 1-2/3,—1/3,0 und damit konvergieny, gemass (7.17) gegen
einen Eigenvekton, zum Eigenwert 1. Die Wahl des Vektang wird eindeutig durch die
zusatzlichen Bedingungen, dass die Eintrage nichtiegiad und ihre Summe 1 ergibt:
Uo = 5(3,2,3,2)".

Wir werden im folgenden sehen, dass die beobachteten Eigaften der MatrixA
in (7.18) sich verallgemeinern lassen. Dabei wollen wir mmsachst auf den (einfacheren)
Fall einer Matrix mit reellen positiven Eintragen besatikén. Eine solche Matri&knennen
wir positiv und schreibed > 0. Fur zweim x n-MatrizenB,C schreiben wiBB > C wenn
B—C> 0gilt.

Satz 7.26 (Perron) Sei Ac C™" positiv. Dann gelten die folgenden Aussagénden
Spektralradius = p(A).

@iy r>0;
(i) rist Eigenwert von A;
(iii) rist der einzige Eigenwert von A mit Betrag r;
(iv) rist einfacher Eigenwert von A, dass heislg, (A) = 1;
(v) es gibt einen zu r géigen Eigenvektor x mit reellen, positiven Eiégen;

(vi) A hat, abgesehen von positiven Vielfachen von x, keg@ieren Eigenvektoren mit
reellen, nichtnegativen Eirdgen.

BEWEIS: Zu (i). Beweis per Widerspruch: Sei= 0. Dann hatA nur Eigenwerte 0, das
charakteristische Polynom ist alpg = t". Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gt =
0; dies steht aber im Widerspruch dazu, dalsgositiv ist.

Im folgenden konnen wir 0.B.d.A.= 1 annehmen, indem wk einfach durc%A
ersetzen.

Zu (i) und (v). Da der Spektralradius= 1 ist, gibt es einen Eigenweit € C mit
|A| =1 und zugehdrigem Eigenvektpe C™". Im folgenden bezeichngg| fir C € C™"
die Matrix mit den Eintragen|C|)i; := |cj|. Aus der Dreiecksungleichung fur komplexe
Zahlen folgt:

IVl = Ayl = |AYl < |A]- [y] = Alyl. (7.19)
Die Aussagen von (ii) und (v) folgen (mit= |y|) wenn wir Gleichheit zeigen kdnnen. Mit
z:=Aly| undb:=z— |y| folgt aus (7.19), dask nichtnegative Eintrage hat. Nehmen wir
an, dass mindestens ein Eintrag wwrerschieden von Null, also positiv ist. Dann folgt
Ab> 0. Da auchz = Aly| > 0, gibt ese > 0 mit Ab > £z Einsetzen vorb = z— |y| und
Umstellen ergibt 1
1+¢
Also gilt Bkz > zfirr allek. Wegerp(B) = p(A) /(1+¢&) = 1/(1+¢) < Lund Lemma 7.2%
gilt aberB¥ — 0. Dies ist ein Widerspruch, also gilt Gleichheit in (7.19).

Bz>z mit B:=

24Der Nachweis der Gilltigkeit von Lemma 7.25 fiir nichtdinglisierbare Matrizen steht noch aus. Im Mo-
ment soll dies einfach mal geglaubt werden.
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Fur (iii) bleibt zu zeigen, dass fur einen Eigenwerauf dem Spektralradius tatsachlich
A =1 und nicht nufA| = 1 gilt. Wir haben

n n
Zauyj( =lyl=Y lajyil- (7.20)
= =

Die linke Seite folgt aus der Beziehudy = Ay und die rechte Seite aus der gerade be-
wiesenen Beziehung| = Aly|. Man sieht leicht ein, dass (7.20) nur gelten kann, wenn alle
Summanden das gleiche Vorzeichen haben. Es gibt also egldoryy = (1, py,..., pn)"

mit p > 0 undy = y; p. AusAx = Axfolgt fir diesen Vektor

Ap=Ap=|Apl=[Apl=p = A=L1

Zu (iv). Dap(AT) = p(A) = 1 gibt esw € R™ mit w> 0 undATw = w. Wir skalieren
w, so dassv'x = 1 fiir den oben konstruierten Eigenvekiors 0 von A. Wir wahlen nun
eine MatrixX, € R™ (™1 deren Spalten eine Basis véarn(w") bilden. Daw"x # 0 ist
x ¢ Kern(w'). Also ist die MatrixP = (x,X, ) invertierbar und die Inverse hat die Form

. who L P .
P1l= ( W ) fureinW, € R™ (Y mitWTx = 0. Also gilt

P-1AP— wrAX  WTAX, _ wix  wrhx, (1 0
WA WTIAX, WTIx WTIAX, 0 WIAX, /-

Unter derAnnahmalg; (A) > 1 hat\NIAXL einen Eigenwert 1 mit zugehorigem Eigenvek-
tor y». Damit hatA den vorx linear unabhangigen EigenvektorP—1 ( yl ).Wéhle nun
p)

i, so dass;# 0. Dannisty = x— %)? nicht Null (dax, X linear unabhangig) und Eigenvektor
zum Eigenwert 1. Vom Beweis zu (ii) wissen wir, dass damitelytein Eigenvektor ist;
es gilt alsoly| = Aly| > 0. Dies ist aber ein Widerspruch, da diee Komponente vog per
Konstruktion 0 ist. Damit folgalg, (A) = 1.

Zu (vi). Wie im Beweis von (iv) seiw > 0 so dassv'A=w undw'x = 1. Istx> 0
Eigenvektor vorA zu einem Eigenwerd, dann folgt ausAX = AX die Beziehungh =
AWTX =wTAX =w"X = 1. Nach (iv) ist abegeo, (A) = alg,(A) = 1; K muss also positives
Vielfaches vork sein. [ ]

Korollar 7.27 Sei Ae C™" positiv und spaltenstochastisch, dass heig8t, a;; = 1 fur
j=1,...,n. Dannistp(A) = 1 Eigenwert mit positivem Eigenvektor x uald;(A) = 1.

BEWEIS. Sobaldp(A) = 1 gezeigt ist, folgt die Aussage aus Satz 7.26. a = e fir
e=(1,...,1)7, hatAT (und damit aucth) den Eigenwert 1. Sei nuh € C ein beliebiger
Eigenwert vorAT mit Eigenvektoly. Seij so dasy; # 0. Dann folgt aus der Dreiecksun-
gleichung fir diej-te Zeile der BeziehungTy = Ay, dass

n n
i;auyi} < i;aulyi\ <lyjl

und somit|A | < 1. Also istp(A) = 1. |

In praktischen Anwendungen haben Matrizen oft sehr vielkehitrage und es ist da-
her fast nie realistisch zu verlangen, dass alle Eintragéip sind; so z.B. bei der “Maus”-
Matrix in (7.18). Fur einenichtnegative Matrix, bei der alle Eintrage reell und nichtne-
gativ sind, gehen die meisten der in Satz 7.26 aufgefutitigenschaften verloren, wenn

Allyil =
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man nicht weitere Forderungen an die Matrix stellt. Zum Bieishat die Matrix
21 2
A=| 2 1 3 (7.21)
0 0 3

die Eigenwerte 0 und 3, mitigz(A) = 2 undgeoz(A) = 1. Jeder Eigenvektor zu 3 hat die
Formx= (a, a, 0)T; es gibt inshesondere keinen positiven Eigenvektor. Dasidere an
dieser Matrix ist, dass sie in oberer Blockdreiecksform

Auir Az Agy € CXM Aoy € CexM2
0 A22 ) ’ )

ist. Hat eine MatrixA diese Form oder gibt es eine Permutationsma®rso dasPT AP
diese Form hat, dann heigstreduzibel. Ansonsten heisg irreduzibel .2° Der Satz von
Perron-Frobenius sagt aus, dass fur eine irreduziblemegfative MatrixA der Spektral-
radiusr = p(A) ein einfacher Eigenwert ist und dass es einen zugehorigsitien Ei-
genvektor gibt. Eine wichtige Eigenschaft von Satz 7.2@lxr immer noch nicht erfilllt,
namlich dass der einzige Eigenwert mit Betrgg(A) ist. Z.B. ist

0 01
A= 2 0 O
0 40

irreduzibel und hat die Eigenwenlg = 2, A, = —14++/3i,A3 = —1—+/3i, mit |A1| = [Az| =
|As| = 2. Eine solche Situation kann ausgeschlossen werden indenzusatzlich fordert,
dassA primitiv ist, dass heisst, es gibt eike N mit A > 0.

Bemerkung 7.28 In der urspiinglichen Idee von Google PageRank werden Seitedljeh
bewertet umsdfter sich ein zulliger Surfer im Mittel auf diesen aufhalterivde. Sei A
eine Link-Matrix wie in (1.4). Startet ein Alfiger Surfer von Seitd, dann stehen die
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten nach einem Klick in deitaf AT e;, nach zwei Klicks in

(AT)zel, nach drei Klicks in(AT)Sel, usw. Damit der PageRank Sinn macht, sollten die-

se Aufenthaltswahrscheinlichkeiten gegen einen positieé&tor x konvergieren. Die@dst
sich garantieren wennAprimitiv ist. Das ist aber unrealistisch; insbesonderésste man
fur Irreduzibilitat fordern, dass es im Internet keine Sackgassen gibt. &t irbeit The
Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engafugen S. Brin und L. Page
einen einfachen Ausweg vor: Diean-Matrix AT wird durch

1
B=aA"+(1—-a)ee’, a=085 e=—| :
+( ) ? el ﬁ i b

ersetzt. Die Matrix B ist auf jeden Fall positiv. Man kannsia Trick so interpretieren, dass
der zuéillige Surfer mit Wahrscheinlichkel5% nicht klickt, sondern irgendeine beliebige
Seite aus dem Internethlt.

25Eine Matrix A ist genau dann irreduzibel, wenn der dazugehérige getielraph nur eine starke Zusam-
menhangskomponente hat.
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7.5 Differentialgleichungen und Matrixexponential

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Lésung und Eiggreften von speziellen Dif-
ferentialgleichungen beschaftigen.

Definition 7.29 Ein lineares System von géwanlichen Differentialgleichungen[linea
system of ordinary differential equatidrisat die Form

u'(t) = Au(t) + b(t), (7.22)

mit einer Matrix Ac C™" und einer Inhomogeriit b(t) € C"™<*. Verlangt man noch die
Anfangswertbedingung
U(to) = Uo (7.23)

zu einem Zeitpunkp tmit vorgegebenemgue C™*1, so ist (7.22)—(7.23) einénfangs-
wertaufgabd initial value problenj.

In Definition 7.29 wird die Ableitung des Spaltenvektar$) elementweise verstanden:

VO =2 (W) wl) ) = (GO GO o)

Man beachte, dass bei der Ableitung einer komplexwertigerkffonu; : R — C Real-
und Imaginarteil einfach separat abgeleitet werden.

Beispiel 7.5:

N

Fur den rechts dargestellten Federschwinger mit massekeder bezeichne
die vertikale Auslenkung der Masse relativ zur RuhelagerDerfullt x(t) die
Differentialgleichung

X'(t) = —aw?x(t), x(0)=x9, X(0)=vp, (7.24)

wobei Xy die Anfangsauslenkung ung) die Anfangsgeschwindigkeit ist. Di
Konstantew > 0 ergibt sich mitw = \/D/maus der Massmund der Federkon
stanterD. Fithrt man den Vektau(t) = (x(t), X (t))T ein, so lasst sich (7.24) a
System erster Ordnung schreiben:

u’(t):( _2}2 é >u(t), u(0):< \f‘; ) (7.25)

¢

Das Vorgehen in Beispiel 7.5 lasst sich leicht verallgraemnIst eine lineare gewdhn-
liche Differentialgleichung der Form

f(1) = an_1 F V() +-- + arf'(t) + aof (t) +g(t) (7.26)
mit Anfangswerten
ft) =%, fto)=st, ... f"Vitg)=s1 (7.27)

gegeben, so lasst sich dies in ein System der Form (7.22hdtinflUhrung des Vektors
u) = (F(t), F'(t), ..., f*t))" € C™** umwandeln. Die Gleichungen (7.26)~(7.27)
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zusammen miti1(t) = uj(t) firi=1,...,n—1 ergeben

0o 1 0 S
U(t) = u+| - |, uto) = ol 728

0 1 0 :

do -+ QOp—2 Onp_1 a(t) Si-1

Die SystemmatriA ist identisch mit der Systemmatrix in (7.10), von der wirdits in
Lemma 7.22 einige Eigenschaften kennengelernt haben.
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall (7.22) naher.

Satz 7.30 Seien die Eintige von It) € C™*! stetig auf dem Intervalty, T] fur ein T > to.
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (7.22)—(7.23) liaegevdhnlicher Differentialglei-
chungen eine eindeutig®kung (t) auf dem Intervallto, T].

BEWEIS: Diese Aussage folgt aus dem wesentlich allgemeineren Sat2icard-Lindelof,
den Sie im Verlaufe des Studiums noch kennenlernen werden. |

Fur eine diagonalisierbare Matrixlasst sich die Losung der homogenen Anfangswert-
aufgabe

U'(t) = Au(t), u(to) = up, (7.29)
leicht angeben. Sei dazu
PIAP=A=diagAs,....An), P=(X - X ).
Mit T(t) := P~Lu(t) undup = P~tug ist (7.29) aquivalent zu dem reduzierten System
@(t) = A(t), {to) = o =: (Cu, ..., Cn) -
Dieses zerfallt aber in lineare gewohnliche Differentialgleichungen
Gj(t) =AjGj(t), Gilto)=cj, j=1....n,

deren Losung durch;(t) = cjef\l(‘*‘O) gegeben ist. Also hat die Losung von (7.29) die
Form

CleAl(t_tO)
u(t) = P(t) =P : =@My 4. gty
CreMn(t-=to)

Die Ldsung lasst sich damit als eine durch den Anfang®rdi@stimmte Linearkombina-
tion von harmonischen Losungeti ¢~%0)x; schreiben.

Beispiel 7.6:  Fur den in Beispiel 7.5 betrachteten Federschwinger MatSgistemmatrixA =
( 0 é ) die folgenden Eigenwerte und Eigenvektoren:

—w?
. 1 . 1
AM=iw, Xl:(iw)’ Ay = —iw, X1:<7iw>'

Also hat die Ldsung von (7.25) die Form

u(t) = ¢t ( |iu ) +cpe ( 7i1w > .

Insbesondere gilt fur die erste Komponente (vertikalelénlsung der Feder)
X(t) = 1@ + cpe @t = (1 — cp)isin(wt) + (¢ + Cp) cog t).

Durch Einsetzen sieht man leiatit+ ¢, = Xg Sowiec; — ¢ = Vp/(iw). Also istx(t) = xpcogwt) +
Vo/w sin(wt) die Lésung von (7.24). ¢
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7.5.1 Das Matrixexponential

Im Fall eines linearen homogenen Systems von Differeneéctgingen besitzt die Losung
eine einfache Darstellung mittels Matrixpotenzen. Wir @eer jetzt eine ahnliche Darstel-
lung fur Differentialgleichungen entwickeln.

Definition 7.31 Sei Ac C™". Dann ist da€Exponential der MatrixA die Matrix

1 2 1 3 4 k
= In+ A+ SAT+ A+ —A ;kIA (7.30)

Damit diese Definition Sinn macht, muss noch sichergestettden, dass die Reihe
in (7.30) tatsachlich konvergiert.

Lemma 7.32 Jeder Eintrag der in (7.30) definierten Matrixreihe konviergjabsolut.

BEWEIS: Setzey := max; |a;j| und seicfjk) der Eintrag(i, j) von AX. Dann gilt|ci(jk)\ <

n“~1yXfiir k > 1. Dies lasst sich leicht per Induktion zeigen. Im Indukgischritt verwendet
man

(k+l)‘ _ ’/z (k)a[ ‘ <; |Cw ||a“| <ZZ A Tyky = nkykL,

Wenn alsacj; den Eintragd(i, j) der in (7.30) formal definierten Matrixreihe faf bezeich-
net, so folgt

nk— 1Vk i nkyk v

Also konvergiertder Eintrag, j) absolut. (Bemerkung: Mit den im 2. Semester eingefihr-
ten Matrixnormen lasst sich dieser Beweis kiirzer undagiegy formulieren.) ]
Das folgende Lemma sammelt verschiedene Eigenschaftéviateixexponentials.

\qj\§1+z \<1+Z
k:l

Lemma 7.33 Sei Ac C™".
(i) Ist A= diag (a11,...,ann), SO gilt & = diag (€1,..., €fm);
(i) e = (e*)" und éA") = (eM)".
(iiiy Die Eintrage von & sind nach t differenzierbar und es gffe = AdA.
(iv) Gilt AB = BA fur eine Matrix Be C™", so folgt é+8 = e*e®.
(v) €istinvertierbar und es giI(eA)f =e A
(vi) &P *AP = p~1Ap fiir jede invertierbare Matrix Re C™.
(vii) dete?) = gspur(A)

Bewels: (i) und (ii) folgen sofort aus der Definition des Matrixexoriials.
Zu (iii). Per Definition folgt

k-1

t K+1 _ pdA
5 (S ) S St nen
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Zu (iv) und (v).Ahnlich wie in (iii) prift man mit Hilfe vonAB = BA leicht die Bezie-
hung .68 = AdA*B nach. Nun folgern wir mit der Produktregel, die auch fir éitin-
gen von matrixwertigen Funktionen gilt:

%(e—tAetAJrB) _ (%efm) eIA+B+e—tA<%et/-\+B)

— _AcAATB | g tANdATE _ _ Ao tAATB | o IAdATB _

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dasside ' kommutieren. Also gibt
es eine vor unabhangige Matri€ mit e "AdA*B = C. Einsetzen voih = 0 ergibtC = €.
Setzt mart = 1 undB = 0, so folgt auge” = | die Aussage von (v). Die Aussage von
(iv) folgt wiederum au$ = 1, aber jetzt mit allgemeinef:

eAAB_B o B (e A) TP AP,

(Bemerkung: SindA, B diagonalisierbar, so lasst sich (iv) wesentlich einfaché Lem-
ma 7.21 schliessen.)
(vi) folgt per Definition aus der bereits bewiesenen Bezf&j(@*lAP)k =P 1AKP,
(vii) ist Ubung. [ ]
Aus Lemma 7.33 (i) und (vi) ergibt sich fur diagonalisiedddlatrizen die folgende
Moglichkeit zur Berechnung:

A=Pdiag (A1,...,An)Pt = €& =Pdiag (e",...,e"P 1. (7.31)

Es sollte an dieser Stelle aber darauf hingewiesen werdes, dieser Weg bei numeri-
schen Berechnungen (ausser fur symmetrische Matrizem)ieden wird, da er zu unnotig
ungenauen Ergebnissen fihren kann. DieTMAB -Funktionexpm berechnet das Matrix-

exponential mit dem sogenannten Scaling-und-Squarigg&hmus kombiniert mit einer

rationalen Approximation.

Bemerkung 7.34 Ohne Kommutativit ist die Aussage von Lemma 7.33 Qhtrichtig.
Wahlt man zum Beispiel A ( Lo ) B= < 01 ),so gilt

00 0 0
e 0 11 ¢ e
eA:<0 1), eB:I+B+O:<O 1) = eAeB:<o 1>'
Mittels (7.31) erkilt man aber 87B = ( %1 elIl ) .

Korollar 7.35 Die Losung der homogenen Anfangswertaufgdlig & Au(t), u(to) = o,
ist eindeutig und durch (@) = e(~0)Auy gegeben.

Bewels: Mit Hilfe von Lemma 7.33 (jii) folgt
u'(t) = %e(t*tO)Auo = Adt0AY, = Au(t).

Ausserdem gilti(tg) = €°up = up. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 7.30. [ ]
Um den allgemeinen Fall,
u'(t) = Au(t) +b(t), (7.32)

zu ldosen, verwenden wivariation der KonstantenvVon Korollar 7.35 wissen wir, dass
sich jede Losung des homogenen Systef(ts = Au(t) in der Formu(t) = éAc mit einem
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konstanten Vektor € C™! schreiben lasst. Wir lassen jetzt diecianthaltenen Konstanten
zeitabhangig werden und setzeg(t) = 4c(t) in (7.32) ein:

Adhc(t) +eAC (1) = Aup(t) +b(t) = C(t) =e "b(t).
=Up(t)

Eine mogliche Stammfunktion vaertb(t) ist

c(t):/:e<’s)Ab(s) ds = up(t):/le(tis)Ab(S) ds.

Jto

Wie bei linearen Gleichungssytemen ergibt sich die Losomenge (7.32) aus der Summe
aller homogenen Losungen mit der partikularen Losugig

u(t) = Un(t) + up(t) = e+ [ e=9p(s) ds,

wobeic € C™! beliebig sein kann. Wahlt man= e ©Aug so ergibt sichu(tp) = up; mit die-
ser Wahl 10su(t) also gerade die eingangs definierte AnfangswertaufgaB@)7.27).
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Die Jordan-Normalform

Satz 7.19 gab notwendige und hinreichende Bedingungetidilbiagonalisierbarkeit von
Matrizen unterAhnlichkeitstransformation an. Es bleibt noch die spamieerage: Wie
weit kann eine Matrix reduziert werden wenn diese Bedingarmjcht erfullt sind? Die
Konstruktion wird ahnlich wie im Satz 7.19 auf einer Zetleg des Vektorraumk™<!

in Teilraume basieren. Allerdings liefern im allgemeirfead! die Eigenraume nicht mehr
geniigend Informationen fiir die Konstruktion einer selefZerlegung. Sie werden durch
das Konzept der Hauptraume ersetzt.

Definition 8.1 SeiA € K Eigenwert einer Matrix A= K™" mit algebraischer Vielfachheit
r = alg, (A). Dann heisst
Hau, (A) := Kern(Al — A)'

Hauptraum[generalized eigenspdceon A zum EigenweR.

Wir werden im Folgenden eine invertierbare Maffpderen Spalten Basen von Hauptraum-

en bilden, in zwei Schritten so konstruieren, dBs$AP so einfach wie méglich wird.

1. In Abschnitt 8.1 werden wir zeigen, dd&s' AP mit irgendeineiWahl der Hauptraum-
basen bereits eine Blockdiagonalmatrix ist.

2. In Abschnitt 8.2 werden wir zeigen, dass eine sehr gekehWahl der Hauptraum-
basen besonders einfache Diagonalbldcke in der Blockd@gatrix nach sich zieht.

8.1 Die Hauptraumzerlegung
Zunachst einige Vorbetrachtungen zu nilpotenten Matrize

Definition 8.2 Eine Matrix Ne R™" heisstnilpotentwenn es ein & N gibt mit N4 = 0.
Das kleinstrigliche d mit N = 0 und N*~1 £ 0 heisstNilpotenzindexvon N.

Der Prototyp einer nilpotenten Matrix ist eine Matrix derrfo

010 001 000
BO0)=( 0 0 1 = X%0=|000]|, Bo=[0o0o0].
000 000 000
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Diese Matrix hat also Nilpotenzindex 3. Im allgemeinen HatMatrix
In(0) = - e RN

den Nilpotenzindex.
Lemma 8.3 Sei Ac K™". Dann sind die folgenden Aussagéguivalent.
(i) Aist nilpotent.
(i) A hat nur den Eigenwe® mit algy(A) = n.
(i) pa=t".
(iv) A"=0.

BEwEIs: (i) = (ii). Da A nilpotent, gibt es eil € N mit A = 0. Wir wollen jetzt voraus-
setzen, dasi ein Unterkorper vort ist.26 Dann lasst siclpa in Linearfaktoren zerlegen:

pa=(t=A)(t=A2)---(t=An),  Ay,...,AneC.

Ware ein); # 0, so gibt es einen Eigenvektore C™! mit Ax= Ajx. Daraus ergibt sich
aber der Widerspruch-8 A9 = A%x # 0. Also folgtA; = --- = Ay = 0 und damit (ii).

(i) = (iii). Offensichtlich.

(iii) = (iv). Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt0 pa(A) = A™.

(iv) = (i). Offensichtlich. [ |
Der folgende Satz enthalt das wichtigste Resultat augdigsbschnitt.

Satz 8.4 Sei Ac K™ und zerfalle das charakteristische Polynomip Linearfaktoren:
pa=(t—A)(t—A)2... (t— A (8.1)

mit paarweise verschiedenen Eigenwerign .., A € K. Dann gelten die folgenden Ay
sagen i die entsprechenden Hauptime Y= Hauy, (A):

n
1

@) AV C Vi unddimV; = furi=1,....k;
(i) K™ =V; Vo d -+ D Vi
(iii) Es gibt eine invertierbare Matrix 2 K™" mit

Aalr; — Ny
P-lAP= , (8.2)
Akl — Ni

mit nilpotenten Matrizen Ne K'*fi i=1,... k.

26Ansonsten muss man anstatt vBrden algebraischen Abschluss Mérbetrachten, aber soweit wollen wir

uns nicht in die Algebra vorwagen.
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Fir den Beweis von Satz 8.4 betrachten wir zunachst nendesten Eigenwei € K
mit geometrischer Vielfachheit und die Potenzen der (singularen) Matrix

B:=Al—-A
Die folgenden Inklusionen sind leicht einzusehen:

{0} C KernB C KemnB? C --- C KemB,

K"l 5 BildB > BildB2 > --- D BildB, ®83)

fur ein beliebiged € N. Die obere Kette kann nicht endlos mit echten Inklusionetyt
setzt werden,; sei also ‘ ‘
d=min{¢: Kern B’ = Kern B”l}.

Dann gilt nicht nur firi = 1 sondern fir jedeise N die Beziehung
KernB¥ = KernBY, (8.4)

da 0= B¥ix = B41(B~1x) = BY(B'~1x) = B~ Ix= ... = Bx.

Lemma 8.5 (Fitting) SeiBe K™ und d=min{¢: KernB’=Kern B}, r =algy(B).
Dann gelten die folgenden Eigenschaftend = Kern B und W= Bild BY:

() BUCU,BW=W.
(i) K™ =UaW mitdimU =r, dimW =n—r.

(i) Es gibt eine invertierbare Matrix P mit

p-lgp— ( '8‘ g ) . Nd=0, BeKMD*0 invertierbar

BEWEIS: Zu (i). Die BeziehundU c U folgt direkt aus der Definition vob . Betrachte
nunBW = BBildB® = BildB%+*. Da

dimBildB4*! = n — dimKern B**! = n— dimKern B = dimBild BY

sowieBild B! ¢ Bild BY, folgt Bild B! = Bild BY, alsoBW = W.
Zu (i) und (ii). Seix € U NW. Dann istB%x = 0 sowiex = Bly fiir einy € K™, Also

gilt B¥y = 0. Wegen (8.4) folgt daraus aber-0B% = x. Auf der anderen Seite gilt wegen

der Dimensionsformel fur Abbildungen die Beziehung dins dimW = n. Kombiniert mit
UNW = {0} ergibt diesk™! =U @W.

Setze num = dimU. Wahlt manP = (Ry,Ry) mit Ay € K™7 undRy € K™ (-9, so dass
die Spalten vori, eine Basis votJ und die Spalten voRy eine Basis voiW bilden, so
folgt wegen (i) dass es Matrizét € K™ undB € K("-1x("=F) gibt mit

BR,=R)N, BRy=RyB = BP:P(B‘ g).

Aus BW = W folgt Rang(RyB) = Rang(Ry), also muss invertierbar sein. Ausserdem

folgt aus wiederholter Anwendung v@@R;, = RyN die Beziehun@dF{J = RyNY. Da aber

BYR, = 0 undRy vollen Spaltenrang hat, must = 0 gelten. Dies kann aber nur sein,
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wenn aller Eigenwerte vorN Null sind, siehe Lemma 8.3. D&invertierbar ist und somit
keine weiteren Nulleigenwerte haben kann, gilt alsealgyB = alggN =T. ]

BEWEIS VON SATZ 8.4: Wir werden zunachst (iii) zusammen mit der zusatzlicheis-A
sage, dasg = dimV; gilt, zeigen. Der Beweis erfolgt per Induktion tberder Anzahl der
paarweise verschiedenen Eigenwerte. [cir 1 ist nichts zu zeigen, da damp= n und
Vi = Kern(A1l — A)" = Kern Opxn = K™ gilt. Wir kbnnen einfactP = I, setzen.

Wir Uberprifen nun die Aussage firr ein allgemeikes?2 unter der Annahme, dass die
Aussage filk— 1 erfulltist. Gemass Lemma 8.5 gibt es eine invertierbéagix P, € K™"
mit

. . Ny O M -N; 0
PllAPl:)\ll—Pll(All—A)P1:A1I—< 01 é):< 10 * A)’

wobeiA := Al — B undN; € K'*"1 nilpotent mitr; = dimVy. Ausserdem gilt

pa = dettl — A) = det(tl — (Al —Ny)) pz = (t — A1) pz,

wobei wir ausgenutzt haben, dass jeder NulleigenwertNprurch A1l — N; nachAq
“verschoben” wird. Abgleich mit (8.1) ergibt

Pi=(t— A2 (t— A

Also hatA nurk— 1 paarweise verschiedene Eigenwerte und wir erhalten ausdiekti-
onsvoraussetzung

Allrz - N2
P1AP =
Akl — Ng

fur eine invertierbare Matri, sowie
dimV; = dimKern(Ajl — A)" = dimKern(Ajl —A)r‘ =rj.

I, O
0o P setzt.
Die Aussagen von (i) und (ii) folgen nun direkt aus (iii). Winterteilen dazu die Trans-

formationsmatrixP = (Pl,...,Pr) mit B € K™, Dann lasst sich (8.2) umschreiben in

Die Aussage von (iii) folgt nun fik indem man einfack = P,

AR =R (Al —N)).
Daraus folgt einerseit&span(R) C span(R) und andererseits
(Ail=AR=PN = (A-AD)R=RN"=0,
wobei wir Lemma 8.3 (iv) ausgenutzt haben. Also gilin(R) C Hauy, (A) =V;. Verwen-
det man jetzt noch die oben gezeigte TatsacheVdimr;, so folgtspan(R) = Vi. Also

bilden die Spalten voR eine Basis voW;. Damit folgtK™1 =V, & --- @V, aus Satz 4.35,
da alle Spalten voR zusammen eine Basis vé™* bilden. [ |
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8.2 Wabhl der Hauptraumbasen

Durch eine geschickte Wahl der Basen \tu, (A) gilt es nun, die Blockay; in (8.2) so
einfach wie moglich zu gestalten. Im folgenden bezeichnet

A1
In(A) = A € Km<m
o1
A

einen sogenanntelordan-Block der Grossenzu A € K. Ausserdem schreiben wir
C
diag (Cl,...,Ck) =
Cy
fur quadratische Matrize@;, . .. ,Cy.

Satz 8.6 SeiA € K Eigenwert von Ac K™" mit r = alg, (A). Dann gibt es eine Matrix
P e K™, so dasRang(P) =rund

AP=PJ(A) (8.5)

mit der kx k-Matrix

Ja(A) :==diag (Ja(A),..,da(A),da-1(A), -, da-1(A), - s H(A), .., H(A)) € KT,

s¢ Mal Sg—1 Mal s Mal

(8.6)
wobei d= min{¢: Kern(A— A1) = Kern(A—A1)*1} und §,%,...,54 €N.

BEWEIS: Durch Subtraktion voi P auf beiden Seiten von (8.5) konnen wir im Folgenden
0.B.d.A.A = 0 annehmen. Mit),; := KernA! ergibt sich die folgende Kette von Untervek-
torraumen:

{0} =UgcUicUyC---CUy= Hauo(A),
wobei alle Inklusionen echt sind. Man kann sich das so vibestedass mit steigendem
Level ¢ immer mehr Informationen zU, hinzugefuigt werden. Wir werden jetzt Schritt
fur SchrittUy so zerlegen, dass die in jedem Level hinzugefugten Infdomen sichtbar
werden. Die folgenden beiden Eigenschaften werden dah&iatsein:

° AU[CU;,lfUrfz 1,...,d.
Dies ist leicht zu sehen: Istc AUy, alsox = Aymit A’y =0, so folgtA’~Ix= A’y = 0.
e AusWnU, = {0} furirgendein/ = 1,...,d und einen Unterraut von Uy, folgt
WnU; = {0}
Dies folgt sofort aus der Tatsacble C U,.
Nach Satz 4.33 kdnnen wir nly_; zuUq erganzen, d.h., es gibt einen Untervektorraum
Wy C Ug mit
Ug =Uq_15Wg. (8.7)
Im nachsten Schritt zerlegen wi_;. Dazu bemerken wir zunach&y C AUy C AUq_1
undAW; NUq_» = {0}. Also gibt es eine Zerlegung

Ug-1=Uq 2®Wg-1, AN CWy 1. (8.8)
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Kombiniert man (8.7) und (8.8), so erhalt man die Zerlegung
Ug =Ug_2 ®Wy_1 W4
Wiederholtes Anwenden dieser Prozedur fuhrt schlusggnduf eine Zerlegung
Ug=Wi D ®Wy_1DWy, AW, CW_q, £=2,....d,

mit Wy = U;. Wir werden vorniWy beginnend spezielle Basen V@ so konstruieren, dass
die Beziehundg\W, C W,_; “respektiert” wird. Dabei ist die folgende Eigenschaftsftei-
dend.

e Sindxy,...,Xn € W, linear unabhangig, so sind aulky, ..., Axy linear unabhangig.
Eigentlich folgt diese Tatsache sofort aus Lemma 5.4 (ie); Binfachheit halber
beweisen wir es aber noch einmal “zu Fuss”. Gb'(l, .. ,Axm)y: 0 mity e K™1,
Also haben witAj = 0 mity= (X1, ..., Xm)y € W,. Da abelV;NKern(A) =W, NU; =
{0} auswW; nU, = {0} folgt, mussy= 0 gelten.

Eine Basis vorW,_; kann also konstruiert werden, indem man die Basiselememt&Ww
mit A multipliziert und dann allenfalls noch weitere Elementegss dem Basiserganzungs-
satz hinzufiigt. Es ergibt sich das folgende Schema:

(d) (d)

X Xsy
A0 A ey e o9
AL AL (@ a2 Al @D (D

Dabei ist die erste Zeile eine Basis W4, die zweite Zeile eine Basis vily_ 1, usw., die
letzte Zeile ist eine Basis vo; = U; = Kern(A). Man sortiert diese gesamte Basis von
Ug in eine MatrixP € K™, indem man durch dieses Schema von unten nach oben und von
links nach rechts geht. Also

p:(Ad—lx(ld) AS2D L pdD | )

und es ergibt sich

Ju(0) O
AP:(O Adfl)((ld> A2X<1d) Ax(ld)|~~ ...)—P( o |

]
Beispiel 8.1:  Zur lllustration der Konstruktion im Beweis von Satz 8.6raehten wir die Matrix

3 4 3
A=| -1 0 -1 | er®s
12 3

Dann hatA das charakteristische Polyngmg = (t — 2)3. FirB = A— 2| gilt nun

1 4 3 0o 2 2 0 00
B= -1 -2 -1 ], B2=| 0 -2 -2 |, B = 0 0 0.
1 2 1 0o 2 2 0 00
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Insbesondere gilt differnB = 1, dimKern B2 = 2, dimKern B3 = 3. Eine Basis fiil), = Kern BZ ist
durch die Vektoren T T
(1 00), (01 -1)

gegeben. Um alsd; zuUz = R3>*1 7y erganzerl)sz = U, ®Ws, kann als Basis filMs der Vektor
xW=(o o0 1)"
gewahlt werden. Wir berechnen

BV =(3 -1 1)", B

2 30 -1 30
P=| -2 -1 0 = |T1:21 2 2 0.
2 11 0 4 4

Die Probe ergibt tatsachlich
P~laP= ( ) .

8.3 Endlich: Die Jordan-Normalform

=(2 -2 2)".

Also ist

oonN
oON P
N P O

Satz 8.7 Sei Ac K™ und zerfalle das charakteristische Polynomip Linearfaktoren:
Pa=(t—A1)L(t—A2)"2... (t— A

mit paarweise verschiedenen Eigenwerdgn .., A € K. Dann gibt es eine Matrix P so
dass
P~AP = diag (Ja(A1).da(A2). ..., Ja(AK)), (8.10)

wobei jeder DiagonalblockalA;) € K"*" sich aus Jordanliicken zum Eigenwek; zu-
sammensetzt, siehe (8.6).

Bewels: Nach all den Vorbereitungen ist der Beweis ganz einfachjdden Eigenwert
Ai berechnetman geméss Satz 8.6 eine BasisnHau), (A), so das#\R = BJa(A;). Nach
Satz 8.4isP = (Py,...,R) € K™"invertierbar. n

Die Anzahl und Grosse der Jordanblocke zu einem Eigenwetér Jordan-Normal-
form (8.10) sind eindeutig bestimmt. Der Beweis ist nichiwierig, aber technisch und
soll hier nicht angegeben werden. Von der Jordan-Normalfiassen sich vielerlei be-
kannte und neue Zusammenhange einfach ablesen.

e Die geometrische Vielfachheit eines Eigenw@rist die Anzahl aller zi gehorigen
Jordan-Blocke.

e Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertsst die Summe der Grossen aller
zu A gehorigen Jordan-Blocke.

e Die geometrischen and algebraischen Vielfachheiten diigenwertsA sind genau
dann identisch, wenn all zki gehdrigen Jordan-Blockex1-Matrizen sinc?’

2"Dies bestatigt eindrucksvoll die in Satz 7.19 angegebestirgung zur Diagonalisierbarkeit einer Matrix.
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e Zwei MatrizenA und B sind genau dann &ahnlich, wenn sowohl die Eigenwerte als
auch die Anzahl und Grossen der zu jedem Eigenwerten gehmdordan-Blocke
Ubereinstimmen.

e AundAT sind ahnlich. (Beweisbung.)

Korollar 8.8 SeiFe L(V,V) fur einen endlichdimensionalen Vektorraurtiber K. Zer#llt
das charakteristische Polynong p= def(t - id — F) in Linearfaktoren:

Pa= (t—A1)(t—A2)"2... (t—Ag)'™
mit paarweise verschiedenen Eigenwerdgn .., Ax € K, dann gibt es eine Basi® mit
[F . = diag (Je (A1), Jr (A2),... I (A)).

wobei jeder Diagonalblockg] Ai) € K'*" sich aus Jordanliicken zum Eigenwes; zu-
sammensetzt.

8.4 Weitere Folgerungen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass wir mit der Jofdarmalform Matrixpo-
tenzen und Matrixexponentiale gewissermassen vollgjdiml der Hand” haben und ihr
asymptotisches Verhalten vollstandig charakterisi&@men.

8.4.1 Matrixpotenzen
Wir betrachten zunachst einen Jordan-Block:

Im(A) = A1 +Im(0) = . +

Zur Bestimmung dek-ten Potenzm(A )k werden wir die Kommutativitat der beiden Ma-
trizenAl undJm(0) ausnutzen, um den binomischen Lehrsatz anzuwenden.

Lemma 8.9 Sei(R,+,-) Ring und xy € R mit x-y =y-x. Dann gilt

(x+y)":éb<:<>x‘y'”, k=1,2,...,

mit denBinomialkoeffizienten

m\ . —n!(rﬂ‘in)!, furm<n,
n/ 0, sonst,

fur mn e NU{0}.
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BEWEIS: Der Fallk = 1 ist klar. Furk > 2 verwenden wir Induktion; wir nehmen an die
Aussage sei fUk erfullt und tiberpriifen den Fall+ 1:

() = (et y) (xcty) = <Z)<> X ) X+Y),
= i (il() XLy, ii (‘:) Xy 1

k+1

SR (TS (S

wobei wir im letzten Schritt die leicht zu beweisende Tateag*,) + (¥) = (“i*) ausge-
nutzt haben. ]

Lemma angewandt auf den Ring dex n-Matrizen UbeK zeigt

In(M ) = (M +3m(0))¥ = i ()3 1m0 = mzol ()3,

wobei wir ausgenutzt haben, dagg0)™ = 0 und(¥) = 0 furi > k. Mit Jm(0)' = ( 8 Imo’i > ,

ergibt sich also

AKCDACE QAT (A
0 Ak (akt :
In(A)f=| o 0 o (ake2 : (8.11)
: Lo (A
0 0 0 Ak

Ist A e K™" und die Voraussetzung von Satz 8.7 erfiillt, dann folgt aersJérdan-
Normalform
P~IAP = diag (Ja(A1),da(A2), .-, a(AK)),

die Beziehung
A= Pdiag (Ja(A)¥,Ja(A2)K,...,da(A)K) P2,
wobei JedesJA( i)¥ Potenzen von Jordanblécken zum Eigenveenthalt. Wegen (8.11)

gilt: In(A) =" 0 genau dann, wenii| < 1, da in diesem Fall \k fiir k — o schneller
gegen 0 strebt aI(>J< wachst. IstiAi| = 1, dann konvergierny(A)X nur wennA; = 1 und

m= 1, alsaJm(Ai)¥ = 1 firr allek. Aus diesen Beobachtungen ergibt sich der folgende Satz.

Satz 8.10Sei Ac C™",
(i) A*° 0 genau dann, wenp(A) < 1.

(i) Fur p(A) =1gilt AKKZ2 A fur eine Matrix A, € CMxM genau dann, wenn gilt: Ist
A Eigenwert von A mifA| = 1, soistA = 1 undgeo, (A) = alg, (A).

Analog bleiben die Eintrage vo&* genau dann beschrankt, wenn fiir jeden Eigenwert
von A entwedefA| < 1 oder|A| = 1 mit geo, (A) = alg, (A) gilt.
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8.4.2 Matrixexponential

Um fir beliebiget € R das Matrixexponentiad” einer festen MatriXA € C™" ausrechnen
zu kdnnen, bedienen wir uns der in Lemma 7.33 gezeigtemEamften. Da | undJm(0)
kommutieren, gilt insbesondere fir einen Jordanblock:

dIn(A) — g 1+dn(0) — Al In(0)

Da Jn(0) nilpotent ist, bricht fur den zweiten Faktor die Exponahigihe nach endlich
vielen Gliedern ab und wir erhalten

t2 tm—l .
@O — |+ t3n(0) + 2'Jm(0) +.-~+mam(0)m L
Damit folgt
2 m-1
S L
0 ¢ Le .
Im(A) — . :
V=106 o . . 2a; | (8.12)
: . .. tel)\
0o - 0 o0 eM

Insgesamt ergibt sich also fiir eine Matie C™" mit Jordan-Normalform
P'AP = diag (Ja(A1).Ja(A2), - Ja(AK)),

dass
A = Pdiag (eIJA(/h)’etJA()‘z)7 . 7eIJA(/\k)) pt

wobei jedesfA (%) Matrixexponentiale von Jordanbldcken zum Eigenvkeder Form (8.12)
enthalt.
Aus der Eulerschen Formel

g = @R Hitm(A) _ gRe(d) (cogt-Im(A)) +isin(t-Im(A))),

folgt: €* =" 0 genau dann, wenRe(A ) < 0. FilrRe(A) > 0 konvergierg”) nicht, es sei
dennA =0.

Wegen (8.12) gilte’m*) 'Z” 0 genau dann, werRe();) < 0, da in diesem Fa#Re(%)
fur t — c schneller gegen 0 strebt als jede Potenz xpwachst. IstRe(A;) = 0, dann
konvergiere () nur wenni; = 0 undm = 1. Aus diesen Beobachtungen ergibt sich der
abschliessende Satz.

Satz 8.11Sei Ac C™",

(i) eA'=" 0 genau dann, wenRe(A) < O fur jeden Eigenwerd von A.

(i) etA % A, flir eine Matrix A, € C™<" genau dann, wenn entwedee(A ) < 0 oder
A =0 mitgeo, (A) = alg, (A) fur jeden Eigenwerh von A gilt.

Analog bleiben die Eintrage vod” filr t — « genau dann beschrankt, wenn fir jeden
EigenwertA vonA entwedeiRe(A) < 0 oderRe(A) = 0 mit geo, (A) = alg, (A) gilt.
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