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Funkton /' : D C R" — R", neN

0

Kann bedeuten:  Wir verfligen Uber eine Prozedur function y=F (x) zur Auswertung von F'

Gegeben:

Gesucht: Losung der nichtlinearen Gleichung

F(x) =10

V. A mevische  Losur

?g N I‘C%H(ﬁﬂ@((’@[/ G[C(C[’) Ungem

n=1" ¢slealare é(//[ohung/

2.1 . lteabonsverfeduen

lterationsverfahren zur (approximativen)

i i (k)
LOsung der nichtlinearen Gleichung = Algorithmus, der eine Folge (x )k‘EN{J

F(x)=0 von Naherungslosungen erzeugt.

o lterierte x (%) abhangig von F' und (von einigen) x(”’), n < k, z.B.

8 = ®)(p kD) (k)

Ny o

lterationsvorschrift f?frr m-Punkt-Verfahren

o x\%) = Startwert (engl. initial guess)

Kenvergenz  hamgd entschaderd von x@ . xO- ab |

Definition -2 |(Lokale und globale Konvergenz).
Ein lterationsverfahren konvergiert lokal (engl. converges locally) gegen x* € R", falls eine
Umgebung U C D vonx™ existiert, so dass

x0 cv = x® wonidefiniert A lim x®) = x*
k— 00

flir die erzeugten Iterationsfolgen (x(k}) keN, gilt
Falls U = D), so heisst die lteration global konvergent.

Def. 5.1 (konvergentes lterationsverfahren)
Ein lterationsverfahren heisst konvergent, wenn fur die von ihm erzeugte Folge (k) der lterierten

gilt:

lim z%) — z* und F(z*)=0.
k— 00

Entschedind Kon uefgehz 6@300\\/\1{ 0 O(A‘g& et

Definition 53 |(Lineare Konvergenz).
Eine Folge x\¥), k = 0,1,2, ..., in R™ konvergiert linear gegen z* € K", falls

9L < 1: Hx[kﬂ) —x" Vk e Ny .

<L Hx(k) —x"

2\ [ e e o I 4 NP gy £ [
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Definition[>4 | (Konvergenzordnung).
Eine lkonvergente Folge x\*), k = 0,1,2, .. .,
K", fallsp > 1 und

in R™ konvergiert in p-ter Ordnung gegen x* €

4C > 0: Hx(kﬂ) —x"

Vk € Ny .

e(k) letk—1)

k (k) e®) .— z(k) _ /2 1og|Jk_1)L| log {*(5=2)
0 | 2.00000000000000000 | 0.58578643762690485

1| 1.50000000000000000 | 0.08578643762690485
211.41666666666666652  0.00245310429357137 1.850
3|1.41421568627450966  0.00000212390141452 1.984

4 11.41421356237468987 | 0.00000000000159472 2.000
511.41421356237309492 | 0.00000000000000022 |0.630|

N

ng 56 ‘ WUT}@( ”U’Cll’l‘())ﬂ ( El'l’)pl)n]dvc,(’ﬁ(h]ﬁh) , a = 0/ )((67 = 0 Verdopplung der Anzahl der gultigen Stellen in jeder lteration ! [Rundungsfehlereinfluss!]
(1) — ( () 4 =2 (k) l(onvuﬂm;zom/nung empzh'soh-_ g (Fl - |0 - x*
i 1 C/r A N hm . £ Ce+1) o~ C(E (K))p ( ”0}”6[ d)ﬂt‘"]p”>
e (2D al = je®  a? < L p®) e > $0F nnanme e
211:(@ . 2\/a l<v Z. Oﬁ gl Log C + P [03 g€ LG mabild
Avs A/Mé—(]ng[l(:(}wng \/_(')7 é}/ (ﬂa‘b) ( g Clek1) ~ [, [ Drficeenzoi w? 7
o g e ST [ x‘ > ‘73’ gtk 7~ ? e”"’7
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= Einpunlfverahien

Eine Fixpunktiteration ist definiert durch eine lterationsfunktion ® : dom(®) C R" — R".

lterationsfunktion @ : dom(®) C R" — R"

; (k) o kL) (k)
Startwert XU)Edom(tb) = lterationsfolge (x )keNg- X = O(x\") .

lterationsfolge nicht unbedingt wohldefiniert: k) ¢ dom(®) maglich !

) s x4 O \s(dvg = b (x*)

( F('%punlCr’z{(zadwory A

Def. 5.6 (Konsistente Fixpunktiteration)

Eine lterationsfunktion @ : dom(®) C R™ — R" heisst konsistent mit F'(x) = 0 wenn

F(x) =0 und x € dom(®) & d(x) =x.

BSP 57 [m‘l]

Flx)=xze*—1, xze€l0,1].

Verschiedene Fixpunktformen: (a(,Q (a»r\s(sl(,hi) I y
®i(z) = 7%, /
1+ x

(I)Q(SB) - 1+6m, ° +

e
P3(z) = z+1— ze” . — Xd
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Beobachtung:

it

CI%

4’3

—_
o

©CoO~NOODOPA,ON=2O &

0.067143290409784
0.039387369302849
0.021904078517179
0.012559804468284
0.007078662470882
0.004028858567431
0.002280343429460
0.001294757160282
0.000733837662863
0.000416343852458
0.000236077474313

0.0671 43290409784
0.000832287212566
0.000000125374922
0.000000000000003
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000

0.0671 43290409784
0.108496074240152
0.219330611898582
0.288178118764323
0.723649245792953
0.410183132337935
1.186907542305364
0.146569797006362
0.310516641279937
0.357777386500765
0.974565695952037

Linecre KUﬂ%-

Quad . lévga.
(k)

Kerwe K\J\KIB.
(k)

Lineare Konvergenz von x; ’, quadratische Konvergenz von z, ’,

Keine Konvergenz (chaotisches Verhalten) von Cﬁék}), :B,ED) = (.o.

Funktion ®4 Funktion ®9 Funktion ®3

Ana%\ge doy léuga, VO Fzﬁ(pvnIC)lCraﬁ'Onerv )_g“‘*” = ¢(éfk’)

A/LK?S F[)_é) = () | F’a@cﬁ”_—glgn

Satz 5.10 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei E C R" abgeschlossen und ¢ : dom(®) C R"™ — R" erfllle (£) C E. Ferner sei ® eine

Kontraktion auf £/, d.h. es gibtein L < 1, so dass
12(z) — @)l < Lz -yl

far eine Vektornorm || - || auf R™. Dann gelten die folgenden Aussagen.

Ve,y € E, (%)

— speh-@kdf wnCP

1. Es existiert genau ein z* € E mit &(z*) = z™.

2. Fur beliebiges 20 e E konvergiert

2B Zo®) k=012, [r:‘ypu,-uarahaq]

linear gegen z*.

X (n format F\bn Soer Anzahl

) L P der ne dj@f? Schrille vov
[~ < =1V = 2O StH der (gmhon T

4. Es qgilt die a posteriorig(—léehIerabschétzung pa (h(“mﬂdﬁbﬂ (’}b@lf Ge -
1z®) — z*|| < L |lz®) — &= nagled wahierd der
b=L Rech vy

3. Es gilt die a priorﬁehlerabschétzung

Gb(x&)S - x*l £
X(KH)

Aos [¥) mit y = x¥ L2~ x7]

S Linecure l@azz.

20 3. - (%) = [x iy ter ) = 0 I - @Y
c* V o
= Ix-xX¥[ £ Z Ix9x@] = [(x-x) = LF
F=K F=k
204, ot 3. mit Sk werf x (1) -
Korollar 5.11 (Hinreichende Bedingung fur lokale Kontraktivitat)

Sei ¢ : R™ — R", &(z*) = z* fir ein z* € R™, und ® stetig differenzierbar in einer Umgebung
von z*. FUr eine mit einer Vektornorm || - || auf R" vertragliche (submultiplikative) Matrixnorm gelte

o'z < 1.

Dann existiert ein e > 0, sodass mit £ = B :={z € R" : ||z —
des Banachschen Fixpunktsatzes erfullt sind.

z*|| < €} die Voraussetzungen



($e€L2] WxeE
46 -41 =[xt vty (7-x) olr

| ¢(x) -2 £ f (4’(9@5()/ -x)) U/y x| o
4214/ 0

Bewws -

¢ sklﬁg = A Mmﬂd)v(g, E von x*

Mikelettals
Xy et
=

Satz 5.9 (Hinreichende Bedingung flr lokal quadratische Konvergenz)

Sei & : R" — R", &(z*) = z* fur ein z* € R", ® zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung von z* und @'(z*) = 0.

Dann existiert ein e > 0, so dass die durch z
Ordnung gegen z* konvergiert, falls ||z(?) —

(k+1) .—

Hg

d(z ( )) k € Ny, definierte Folge in zweiter
(/|-|| eine Vektornorm auf R™).

> [ dy)- ¢(x) £ 7 {ll ' (x+£(9-5))) 11>/~x”"//"2({—z5)"o(/'z4

é“% C lly—x*[/a mit C =0
Mit v o= x®) = Beh.
¥ I Cph(i)/[ — S0 CP(K (v, )] O
W, e ph 12 1f //w//
= | ')y, )] = 1P i el

%M‘S 7( ¢ (x) € 56(2" R") , ¢"() e (R™*R" R")
elwertcatz - L> sletige | et ' #b0.
6 -d(x) = Mx)/y X\ + /z;f¢(x+t(yx§(>/xyx)(f'ﬁ7cljf
h%ﬁﬁzi{fgr?eim:ﬁag;; on(x,F,DF,tol)
5, 5 : @C{S /1/6\/(/71"0(7 - \/@f%hf‘fr) MATLAB-Shell fir Newton-Verfahren: z M?E??M;;?Elatz for Eeiioi method
' ) : Lose lineares Gleichungssystem: s = DE(X)(\ )F(x);
55.1. Die NMwiton - Hemhon ne A o O
- . Funktionshandle if (norm(s) < tol), return; end;
ldee + Sulczescive Uneane 49;7?@%0’7%/’1'00 von | o rdonsiends \£end h .
ageben )+ ) 2 A7 v ) = Pt ¢ F I ) ol (e
Newlen - [leex ot X0 = ) mipea] F(x“c’) Bem. - Afbhin - lovanian=z des New ton - Ver frhwen
Fixpuonleflea by v :
[ Fixporkilrhen Avnahme . F(x"™) wgolar Newton ~ Korekdur - Full) x* 3(,660[’) = Mewbn - Fo%elf) 3&1&) for
| J AF(x) = 0 fw— fedes
.ﬂé IR (' Kﬁ
/1 A
Flx) = AF(x] = Pﬂ(x) = AF(x) y
=  Fl7FX) = FUx) Flx)



595 3 ‘<onvu3@(oz+h60h'e

N\ = Fixpunlhlahbn wmit Plx) = x - Flx JF()()

[P‘(%) wg,a/é'w @j ¢(R) =x* & Flx*) =0

F'(x) %gala‘;*
$'(x). = ;/: [ [FX)

[ G - (Fx) . 6 R
> ) = X - GKFER) = Xx-f

/v’nwcndéanﬁ' d(,r chfal

I@n&ls(wz
Anngbme = & C,S I efnee (Jmﬂczéung von x* mzi Fla®) =0

= T e

= {R(’IJ("\

( GG), Fx)

/]\
bilcneqie Abbi /c[andﬂv R™ xR R"

(6(66),F6) ' = 8 &(;q i)Y+ BIG(x), Filx]s)

b(x*)=x" & Fix*) =0 = Px*) = O
Satz 59 = [okal qx/daéaa/’f&oé( ICI@Z,

v

V

Quanblahive Aussc\zf@ :

A

anahle

-'/éatz 5.20 (Konvergenzsatz flir das Newton-Verfahren) )
(A) D C R" offen und konvex,
(B) F': D +— R" stetig differenzierbar,
(C) Jacobi-Matrix F’(z) regulér Vz € D, A L ﬁ

n- [m
(
(

E) dz* € D: F(z*)=0 (Existenz einer Lésung in D)

)
)
)
D) 3L>0: |F(@) '(Fly) — F@)|,<Lly—all, VayeD,
)
(F) Startwert 20 € D erfullt

2
p:=|z*— Q(U)HQ < 17 A Bp(f) Cc D

B> Die Newton-lteration z(¥*1) .= z(¥) — F/(z(F)) =1 (2 (F)) erfalt
i) z®) € By(z*) .= {y e R", |ly — z*|| < p} forall k € N,

(Quadratische Konvergenz)

L[P\sc&mlz? Bedi nﬂ Undﬁy

— lolate

kuga

Bewens
M = x® - P‘(X“C’SIFKXGC\) - X%
_ )( '*){ B F‘(XCM)J(IZ/X(M) — F:(Xx»
— F{X[L\> ( F:[X*)“‘F‘(X“d)’f‘ }:f(xlki){x(klhxak))
/Mfllcéwm‘,m%; L)
| F ROV (x™) -Fa®@) + F(x®) (x®xr )] =
= | f Fo) (Fle® e G 048 ) (XE-x )t |

(:D 2 l Q’—\/ (1 (@)
2, [ ] £ Nx™ ~xF| //k”ctxaﬁﬂdﬁé — (i)
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Ewfach - ”7((141—1) "XUC) ” = 7L0£ (/Xua N
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fhectrisbi k x| X¥ - x® | > wlahve Tolenns
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Ein Gbaflussgor Schitt (> tuer for n=> 7 )
I r:‘zx“f;\’ ) EN [ & ol I
Vauernteohle  Newtoe ~ [conelchr

khet

Praxis - STOP . Wenin

1 function x = newtontc(x,F,DF,reltol,abstol)

2 % MATLAB template for Newton method with affine invariant termination

3 % based on (affine invariant) simplified Newton correction

4 % X supplies the initial quess, F and DF are function handles of type @(x)
5 % to the function F and its Jacobian, reltol/abstol are the absolute and

6 % relative tolerances to be met by the final approximation solution, which
7 % is returned in x.

8- £ = F(x);

9- ‘while (true)

10 % Save computational effort by precomputing LU-decomposition of Jacobian
1l = J = DF(x); [L,U] = 1lu(J);

12 % Compute Newton correction and new iterate

13 - s = U\N(L\f); x =x - s;

14 - f old = £f; £ = F(X);

15 % simplified Newton correction

16 - st = U\(L\f); stn = norm(st);

17 - if ((stn < abstol) || (stn < reltol*norm(x))), return; end

18- 'end

L> Abbruchkekrivm

5.9.3 Das gedmwpﬁf Newkem = Vew lzhien

=
&
S

Tangente

@&p 5.21 v Lokule (<cmv05@hz dAes /I//,wbw\/erﬁahten

Cor a>0 -

L&) = arclanlax) , x €R

Divergenz des Newtonverfahrens, f(x) = arctan x

1.5

1+ 7
/
/
f'/
/ /

arctan(ax)

0.5r

-1.5

d=| = Schr Kemer Bowich

lokalen )<0r\'\/z17£ nz2

roter Bereich = {z(9) ¢ R, z(¥) — 0}



Beispiel 5.21:

|dee:

it A8 5 0. gD — g6 _ 3®) g )1 (k)

(I
Terminologie: A(¥) = Dampfungsfaktor 0 £ Ne 1

Hewwshk

Problem ist ,Uberschiessen” der Newton-Korrektur

Dampfung der Korrektur:

Wahl des Dampfungsfaktors: Affininvarianter nattrlicher Monotonietest

,grosstmégliches” A% > 0:

— N1 (K)
it &= F @) Fz)

Heuristik:

A\ (k)

[tA)]| < 1 = =) sl

— aktuelle Newton-Korrektur ,

Konvergenz

§

veonuchoweie nute [lomerk

tAR)) .= Fl(g PN~ LR(zk) + )\(klgi) — versuchsweise vereinfachte Newton-Korrektur .

Abnahme der ,Lange” der Newton-Korrektur

/b)SP - £6) "W’C(Z{j’)(,@() LA = 1.

F(z) = arctan(z)

o 20) = 90

.q:%

e LMIN = 0.001

Beobachtung: asymptotische
quadratische Konvergenz

oAk

2 k)

F(a®)

1 0.03125
2 0.06250
3 0.12500
4 0.25000
5 0.50000
6 1.00000
7 1.00000
8 1.00000

0.94199967624205
0.85287592931991
0.70039827977515
0.47271811131169
0.20258686348037
-0.00549825489514
0.00000011081045
-0.00000000000001

0.75554074974604
0.70616132170387
0.61099321623952
0.44158487422833
0.19988168667351
-0.00549819949059
0.00000011081045
-0.00000000000001

oo Wk
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17 -
18
1=
20
21 -
22
23 -
24 -
25 -
26
27 -
28
29 -
30
31
S
33 -
34 -
35 -
36 -

function [x, res] = dampnewton(x,F,DF,abstol,reltol)
% Damped Newton method for non-linear system of equations
% X passes the initial guess, F_and DF handles of type @(x) to the function
% F and its Jacobian, abstol and reltol specify absolute and relative
% tolerances for termination. Returns convergence history beside
% approximate solution.
LMIN = le-3; % minimal damping factor
% Compute first Newton correction
[L,U] = lu(DF(x)); s = U\(L\F(x));
% first update, initially no damping L
Xn = x-s; lambda = 1; /)\{b')f_ ﬂ_ ', Opl’ImLS’mU\S
% first simplified Newton correction
f = F(xn); st = U\(L\f); stn = norm(st);
res = stn; % matrix for recording convergence history
while ((stn > reltol*norm(xn)) && (stn > abstol))
% natural monotonicity test .
while (norm(st) > (l-lambda/2)*norm(s)) <g—,A4unoknwekD+‘ . "
% if not passed reduce damping factor by a factor of 2 ZUH]CI(W@ASCT)
lambda = lambda/2; N ]
% If damping becomes too strong, bail out
if (lambda < LMIN), warning( 'No convergence'); return; end
% New tentative iterate and associated simplified Newton correction

Xn = x-lambda*s; £ = F(xn);
st = U\(L\f);
end

% Stepfccepted, update approximate solution Akzﬂpheg
X = Xn~ [L,U] = lu(DF(x)); s = U\(L\f); «x

% Boldly increase damping factor . Nece /u%héaﬂéF’
lambda = min(2*lambda,1); Pz ss(mishsch

$ Compute next tentative iterate and associated simplified Newton
% correction

xn = x-lambda*s; £ = F(xn); st = U\ (L\£f);

stn = norm(st);

res = [res; stn]; % record norms of simplified Newton corrections
end
X = Xn;



