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Z | Lineare Rekorsionen

Beispiel VII.1.0.P (Altersstruktur einer Population).

Zustandsraum V := R™: n € N =maximales Alter
x € V > (x); =Anzahl Weibchen im i. Lebensjahr, i € {1, ..., n}

Modellparameter:  f; e R™ : Durchschnittliche Anzahl von weiblichen Nachkommen
eines Weibchens im i. Lebensjahr (fecundicity)
m; € [0,1] : Todeswahrscheinlichkeit fir ein Weibchen im . Lebensjahr
(mortality)
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Beispiel V11.1.0.Q ((Vereinfachter) Page-Rank Algorithmus). — [2]

» ,Modellinternet” mit n Seiten, nummeriert 1, ... n.

, Seite 1 - - -
Ve Sele? Wahtscheinlehledobatsim
» Ly = Anzahl Links auf Seite £, £ € {1, ...
¢ = Anzahl der Links auf Seite 7, £ € {1,...,n} Un_ Seite 3 ‘HI)]}/ @%M{W
» Clickverhalten eines Zufallssurfers, der sich aktuell auf Seite ¢ befindet: C“‘%f
L
o Mit der Wahrscheinlichkeit (d* gegeben) ) « g/ Seile 7/

4y = 1 ,wenn L;=0,
7 1d €]0,1[ ,wemn L,;>0,

springt der Surfer gleichwahrscheinlich zu einer beliebigen der n Webseiten.
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e Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — dj folgt er gleichwahrscheinlich einem beliebigen der Ly Links
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Definition VII.1.0.A (Lineare Rekursion).
Fiir eine gegebene quadratische Matrix A € R™™, n € N, heisst eine der Vorschrift

x(k+1) .

Ax(k y kENo,

geniigende Folge (x 0) x(l) x(2) ..) < R" von Spaltenvektoren eine (homogene) lineare
Rekursion mit Startvektor x(o) € ]R”‘ und Rekursionsmatrix (Propagationsmatrix) A.

Beispiel VII.1.0.R (Diskretes dynamisches System).
L /’S}mbagkapll

xeR? — f(x)eR?

R2 ., R2 2 ; '
f:R R“ = Kraftfeld:  f: { Position — wirkende Kraft

» p(k) = Position des Teilchens im k. Zeitschritt

v(k) = Geschwindigkeit des Teilchens im k. Zeitschritt
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Skalane  MehrTermiekorsionen
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Definition VII.1.0.T (Lineare skalare Mehrtermrekursion).

Fir gegebenes m € N und ay,...,am € R heisst eine der Gleichung

f(kﬂ) _ i aejf(k_jﬂ) }
=1
geniigende Zahlenfolge (& (U), £ (1}, £ (2}, ces)
f(U)} o ,g(m,—l].

k=zm-—1,

eine m-Term-Rekursion mit Startwerten
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Definition VII.2.0.A (Diagonalisierbarkeit einer Matrix).
Eine quadratische Matrix A € R™", n € N, heisst diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matrix S € R™"™ und Zahlen )1, . .., A, € R so gibt, dass
(X 0 ... .. 0]
0 )\2 0 ... :
ST'AS =D mit D=diag(\,...,A\n) =
0 .0 X
Diagonalisieren von A € R™" in MATLAB:
() [S,D] = eig(A) : berechnet S und D,

(i) lambda = eig(A) berechnet nur die A;.

O(n3)1 ™

Kubische asymptotische Komplexitat:

(Billiger fir manche dinnbesetzte, symmetrische Matrizen)
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Satz VII.2.1.K (Darstellungsformel flr Glieder linearer Rekursionen).
Eine lineare Rekursion (x(U), x(1), x(2) .) im R"™ (— [Definition VII.1.0.A) mit einer diagona-

lisierbaren Rekursionsmatrix A € R™"™, n € N, fiir die A = Sdiag(\q,.. ., )\n)Sfl, A € R,
gemdss |Definition VII.2.0.A,
x) = Sdiag(\¥, ... 2857 1x(0) | peN.
Gt K —> <o - o fully 1A= |
i aF = > fah A = -
K_(,QZD l 1 (CC%7 ﬂ = /
0 , fath A <
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= (dm (?),K o A5) 57 x @ ) —= oo fur ko
diag (A7, A1) 5
= S"x™
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Satz VII.2.1.N (Wachstums- und Abklingverhalten linearer Rekursionen). |
Sei A € R™" diagonalisierbar geméss [Definition VIL.2.0.A: A = S "+ diag(\q, ..., An)S, Ay €
R. Wir definieren

J ={ed{l,..., n}: | A < 1}.
und
& =Span{(8).,, Le J} (={0}, fallsJ” = ).
Dann gilt far eine lineare Rekursion (x(k)) keN, Mit Rekursionsmatrix A.:

xOVeg™ = lim Hx(k)H < 0.
k—o0
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Fibonacci-Folge:
1 1 2

3 5 8 13

Rekursionsmatrix fuer Fibonacci-Folge:

1 1
1 0

Diagonalisierung:
g =

0.5257
-0.8507

-0.8507
-0.5257
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Definition VII.2.2.J (Aligemeine Matrixfunktionen).
Sei A € R™" diagonalisierbar, A = S diag(Aq, .. ., M)S™L N e R

Ist die Funktion ¢ : D < R — R definiert auf einer (offenen) Menge D mit Ay € D fir alle
te{l,..., n}, dann definiert

(o) 0 ...
(.J ({)(}\2) 0 ...

-

s (VII.2.2.H)

die Matrixfunktion p(A.).

2B exp(A), sw(4), (05(4)  Aeg™

i)

nor dfnied ,wem A, > (0
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Definition VII.4.0.A (Eigenwerte und Eigenvektoren).
Sei A € R™"™ neN.

e Eine Zahl \ € R heisst Eigenwert (EW) der Matrix A, wenn Kern(A — AI) & {0}.

e Ein Spaltenvektor v € R", , heisst Eigenvektor (EV) der Matrix A. zum Eigenwert
A€ R, wenn

Av =)Av < veKemn(A-—\).

e Ist A € R Eigenwert von A, so heisst Kern(A — \I) der Eigenraum (ER) zu A.
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Satz VII.4.0.B (Kriterium flir Diagonalisierbarkeit).
Eine Matrix A € R" ist genau dann diagonalisierbar im Sinn von Definition VII.2.0.A, wenn es
eine Basis des R" aus Eigenvektoren von A gibt.
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Definition VII.4.0.C (Charakteristisches Polynom).
Die Funktion

(a11—-X a2 a1z ... ... ain
ag]l G292 — A a3 :
XA(A) :=det(A — AI) = det : , AeR,
| n,1 Qn,2 <- Qnp — /\_

heisst das charakteristische Polynom der Matrix A € R™"™, n € N.
> Po(,% nom vom Giod £ n

Bespiel (n - 2) -
% (A) - det [ 2 A
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Satz VII.4.0.G (Spektrum von Matrix und Transponierter).
Fr jede Matrix A € R™™ gilt

o(A) =c(AT).

da  dd (M) = def(M7) |
AWZ(K/}%/M% auf clochwbsche Mazn
> = AL, =1 Yy

_Y')- T (=1
= 3%7 (A )% = | J/
SESENE
=> A [j - J = JeolA) =0(A)
1
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det (lﬁ%]) = det(A) - det(C) , CeR™™ O = Nullmatrix (IV5.3.L)
[ A LB ]
M5

-qr

Tal?) - ‘M[/} // Cif]

et (A-IT) ded (C- 9T )
- %(m'%@

(%)

Bedudf dor chaedkechboches O@ég nome.
28 . [ = h 1[6 0( H _dlh.
g i Bacfﬁnuna dm WDKJ@@’; it T 1o za

567 Uhm@
ﬂ%@: hier Lasst Swﬁ X, ab Foduld ww zw:o
i

7omenwm Gz 49?

i b WU Skl
Disknminanken fonmel b@%m Mv{ljc{&én kg/gme[f{ !
Aus () - o(M] = c(A)volC)




_77. 5 @Jdﬂ@ﬂd&gl'ﬁrbm’l(af z.B. Sufz oby Vwballn Uneror Relunicnen 3{’# alih
‘%/V EW ﬂ_(_ s

m.408 : Ae/FZn’”aaégmdM/érém/ s> JBuisdes Rlaws EV | x®0 = 4x%  (4) = {AeC, X (a)- 0]
V AcolA)c @ (A E] = X beschankt
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/L%sp. A = {g (07 10] nicht d(dgonahsz'efff%(r

@lagoma‘s[ewnﬁ auch von teellen  Matzen ﬁ@ﬁ?‘ ober C

" g'} Diskretes dynamisches Systern: Spektrum der Propagationstmattix
R@%H@H (7 f WI(E (h /2 il Z {Zé@'. l%/:}j
Im C™ und mit komplexen Matrizen kann man (fast immer) so rechnen wie im R", wenn man 05l
nur die Addition und Multiplikation in C benutzt. ' X 2
0
(Fast) alle Konzepte und Resultate Uber reelle Vektoren/Matrizen Ubertragen sich auch auf den
komplexen Fall.
-0.5+
z.B. Fur A eC™": Kern(A), Bild(A), Rang(A).
-1k
z.B. auch die Konzepte der Invertierbarkeit, Diagonalisierbarkeit, etc.
135 1 05 0 05 1 15 > Q&

EW



. . m & /@l’i CJL
Wan st 0 C avclyo - Kbi}a g

v el </"£,7/,CZ> = ;Z: C,’V_)g, (MZ);,
n 2 N /7 i Z
Lm@aj -l = gzzl (1/)& (p P ;?—T/ [ (), ] =
h K: é’z_z,/fw> = <ATQ,,ZQ>
n © Mocli Gzterte Tmajp&g/ﬁ@ﬁ ([ 2uselelich lwwjugzém>
iy H A
As C™ (A4°),, = (A),
== <y Aw= = <Ay w=> gz/éf@

Satz VII.5.1.A (Lineare Unabhéangigkeit von Eigenvektoren).
Fiir eine Matrix A € C™"™ seien v!,... vk, k € {1,...,
verschiedenen Eigenwerten. Dann ist {vl, e

n}, Eigenvektoren zu paarweise

vk } linear unabhéngig.

Definition VII.3.0.C (Unitdre Matrix).
Eine Matrix U € C™" heisst unitar, wenn U~ = UL,

}

L> \/emb(gemabawgp dov ofth. Matizen

B&lpi@( for [COWWW 4 tempoucten :

[{: fg]“ :[ba |
] e

J da &= -4 !

diagonalisierbar, wenn

(i) sie n verschiedene Eigenwerte hat, oder

k
(i) Z dim Kern(A — NI) =
=1

SO ARk AF A 0
— qu'+c, P = O I) , ¢, c,e €
Z2. L,7¢ =0
> A-(I)=>  c, Av' +c, Av? = ([
c, Av v, ) vi= 0 (I)
(r) =20 = (A-A)V v =0 = ¢,=0
v v BV = w0 0
Satz VII.5.1.B (Kriterien flr Diagonalisierbarkeit Il).
Eine quadratische Matrix A € C™™ mit Eigenwerten o(A) = {\1,...,\.} € C, 1 < k < n ist



Satz VII.5.2.F (Diagonalisierbarkeit von normalen Matrizen).
Gilt fiir A € C™", dass AAY = A A dann gibt es eine unitdre Matrix U € C™" so, dass

UTAU = D = diag(My, ..., \n) € T

Die M\, € C sind die Eigenwerte von A, die Spalten von U die zugehérige orthonormale Menge
von Eigenvektoren.

Wounihy = A= U = Y s)p/'cM nwn Kolle von S
) Lo Spaller siped BV om0 A
u' = I
, K | /ﬁL:k
We=luy' ,ul " Lyt uc> = {0 SonsT

Wz’ohbgg klomen  omaler Matiaen (dh. AA =44")

A =A% (4esp™ . A=A4" . g)/mme/ﬂfcfw //hﬁz%/?)
lh C L vuw= = L w v Vﬂ,wédﬁn
>< /4@_171> — 421AH2> :<U)/{Q>:<ﬂ2)@>
——
e > <Ay,v>< R
Aeo(4) EV v =40 Av = Awv
CAv,v> = L Qv,v> = ALy u> =
N~ ~
2% = H4e &R

-—T>

A=A =
SP@{&[ veonwon  falls Ae "
Deenn \7@0{%‘5 Rechnen in IR -

olA) ¢ R
A=A

/

Satz VII.5.2.G (Relle Diagonalisierbarkeit von symmetrischen Matrizen, Hauptachsentransfor-
mation).

Zu jeder symmetrischen Matrix A € R™" gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™" so, dass
QTAQ = D = diag(A\y,..., \y) € R™".

Die Spalten von Q bilden eine Orthonormalbasis des R"™ aus Eigenvektoren von A.
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