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kagikl T Uhtertavme und Basen

% Notation:

Y = R"™"™ = Menge von m x n-Matrizen, m,n € N (in jedem Kontext sind m,n
fest, aber oft nicht eigens spezifiziert)

Spezialfalle: Spaltenvektoren (n = 1), Zeilenvektoren (m = 1)
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Sprachgebrauch:

Elemente von V werden als “Vektoren” bezeichnet, auch wenn es sich vielleicht
um Matrizen handelt.

> Linearkombinationen

g1l Erzwgnisse /. Spatr vrd Onlerawime

Definition IIl.1.0.A (Span/Erzeugnis).

Flr gegebene Vektoren vl, - vk e V, k € N, heisst die Menge

k " "
Span({v',...vF}) = {Z a;v7, ah...}akeR} = {[vl,...,vk] - a, ae]Rk}
j=1

aller méglicher Linearkombinationen (— |Definition 11.2.0.A) von vl, ey vF der Span oder das
Erzeugnis von vl, ceey vk
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Definition 111.1.0.C (Unterraum).

Eine (Teillmenge von VektorenU < V heisst Unterraum (UR), wenn gilt

evweld = vVv+WwWEeU,

eveld = «a-velfirjedesa e R.
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Korollar lll.1.0.D (Schnitt von Unterraumen).
SindU, VW < V Unterrdume von )V, dann ist auchU{ n VWV ein Unterraum.
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Addition eines Vektors zu einer Menge M < V!

MY v+ M:={xeV: x=vi+mfireinme M}cV
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Addition zweier Mengen I/, WW c V!
UWSV:: U+W:={xeV: x=u+wfirirgendwelcheuec i, we W}cV

Korollar lll.1.0.F (Summe von Unterrdumen).
SindU, W < V Unterrdume von 'V, dann ist auchtd + W ein Unterraum.
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Satz lll.1.0.G (Erzeugnisse sind Unterrdume).
Fir eine Teilmenge U4 — V sind dquivalent:

(i) Es gibt k € N und Vektorenv!,... v €V, sodass U = Span({v .

L VE)

(i) U ist ein Unterraum von V.

B ()= (i) [ feluese ]

U w 65;74:/10{2’,,_,,2"} =R, w//fS(oan{,,_,}
;’—\/ /

<, M = <
e Utw = 2 ltoify ) 24

e v f,_./i?/e

Definition Ill.1.0.H (Erzeugendensystem). ( £5)
Gilt fir einen Unterraum U von'V, dassU = Span({v', ... v*}) fir Vektoren v', ..
so heisst die Menge {v ey k} ein Erzeugendensysrem von 4.
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Definition lIl.1.0.J (Affiner Teilraum).
Eine (Teillmenge von Vektoren A — V heisst affiner Teilraum von ), wenn es einen Unterraum

U <V vonV und einen Vektorv € V so gibt, dass A =v +U.
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Satz lI1.1.0.K (Nichtleere Lésungsmengen von LGS sind affine Teilraume).

Die Lésungsmenge eines lineare Gleichungssystems Ax = b mit A € R"™", m,n € N, und

b € R™ jst entweder leer oder eine affiner Teilraum von R™.

— Amwmkmg dev Resollale awp kap. T . 1 41.58

Satz 1.4.5.B (Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems).

Sei 7Zx = y, Z € R"™", die Zeilenstufenform eines linearen Gleichungssystems geméss
[Definition 1.4.3.A, 1 := Rang(Z) (— [Definition 14.4.H), {i1, ... ,ir} < {1,...,n} die geordnete
(iy < ip < --- < ir) Indexmenge der Pivotspalten, {ji, ..., jn—r} = {1,...,n}\{i1,..., i}

(leer, wennr = n).
(i) Dann hat das lineare Gleichungssystem keine Losung, wenn y; + 0 fdrein j > r.

(i) Andernfalls ist die Lésungsmenge L von LGS(Z;y) gegeben durch
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3.2. Lineare Unabhc;’n@[gkcif, Basis unc Dimension
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Definition lll.2.0.B (Lineare (Un)abhangigkeit).
Eine endliche Menge von Vektoren {vl,
falls die Veektoren sich nur trivial zu Null linear kombinieren lassen:

= Z%

=0 = o;j=0Ye{l,... k} )

,vk} c V, k € N, heisst linear unabhédngig (l.u.),

Andernfalls heisst {v', ..., vF} linear abhingig (I.a.). Diese FDL{K@[_U% ish der lem
de- Definthor
Lemma ll.2.0.C. ist {v!,...,v¥} c V, k € N, linear abhéngig, dann gibtes j € {1, ..., k} so,
dass

v/ e Span({v!,...,v/}\{+'}) < Span({vl,...,vF}) = Span({v!,...,vF\{v/}) .

P
R o w'ila = 32_(7<3127_ =0 it o, 0
=
> v = 7 ut € Suniv., vk P\ v

F*L i

(A)

Lemma lI1.2.0.D. Isr{vl, vk} < V, k € N, linear unabhéngig so gilt fir alle j € {1, ..., k}
Span({v',..., V(W) + Span({v',.. VR ()
Wzblmpwo/?sbéwa&
£z 405%(?/ (A) = /4%&5!3( (B)
(A) v Gegentil von (8)  => 7 onmaglich
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Span {2, ., v f \{?] = Spanty’.
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Lemma II.2.0.E. /st {v',

Z‘%elz( < [ ]

-2 X, vt =
ey
zor ..

,vk} c V, k € N, linear unabhangig und

we)Y mit w¢ Span({vl, e ,Vk}) ;

dann ist auch die Menge {w, vl

, Vk} linear unabhéngig.

Lemma lIl.2.0.F (Transformation linear (un)abh&ngiger Mengen in IR™).

Fir jede invertierbare Matrix M € R™"™ gilt

VY R? lu. = {Mv],

L MVF} e R? L.
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Definition lIl.2.0.G (Basis).
Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem eines Unterraums I{ < V heisst eine Basis von

U, d-h. ke Veldoy doy ES st é’bazﬂgsg.

Banis 4 minimales E.S

Korollar 11l.2.0.H (Existenz von Basen).
Jeder nichttriviale (4 {0}) Unterraum von V besitzt eine Basis.

”Baxaen ! ener 86”[5’ 2007 /0(: ﬁgm#gmw
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CWihle w e ) Span B
Lfg < Bodwd
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Satz lI1.2.0.J (Gleichméchtigkeit von Basen).
Alle Basen eines Unterraums U — V besitzen die gleiche Anzahl von Elementen.
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Definition lIl.2.0.K (Dimension).
Die Anzahl der Elemente einer (beliebigen) Basis eines Unterraums wird als dessen Dimension

bezeichnet.

% Notation: dim{{ = Dimension des Unterraums I/

= dim R = n
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Lemma IIl.2.0.M (Lineare Abhangigkeit von mehr als dim Vektoren).
Seild < V ein Unterraumund {v1,...,v*} c U, k e N.

Ist k > dimid, dann ist {vl, e ,vk} linear abhéngig.
Nochwees . dv' ., 0°f L.
i<
Ansatz LZ L, v°¢ =0 (%)
Speaalfll . UV = R" . (#) e [6S  \Va
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Satz lIl.2.0.N (Dimensionssatz flir Unterraume).
Fiir beliebige Unterrdume W,U < 'V gilt

dim(W +U) = dimW + dimU — dim(W n U) .

Satz ll.2.0.P (Machtigkeiten von Vereinigungs- und Schnittmengen).
Fiir beliebige endliche Teilmengen M, L einer Menge gilt

f(MuL)=fM+iL-4MnNnL).

% Notation:  § M =Anzahl der Elemente (M&chtigkeit) einer endlichen Menge M
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3.3. Bild ond kem von Matnzsen

Definition 111.3.0.B (Bild und Kern einer Matrix).

Fiir eine Matrix A € R™™, m,n € N, ist ihr Kern oder Nullraum definiert durch

n
Kern(A) := {x e R": Ax =0} = £(LGS(A;0)),C. R
wahrend ihr Bild oder Spaltenraum gegeben ist durch

Bild(A) := {Ac, ceR"} = Spa‘n({(A):,h R (A),n}} . C {Rh‘\

Korollar 111.3.0.D.

Unterraum von R™.

Fir jede Matrix A € R"™", m,n € N, ist Kern(A) ein Unterraum von R", und Bild(A) ein



Satz II1.3.0.F (Darstellungssatz fliir den Kern einer Matrix).
SeiZ € R™", m,n € N die Zeilenstufenform der Matrix A € R™" gemdss [Definition 1.4.3.A,
r := Rang(Z) (— |Definition 1.4.4.H).

(i) Falls r = n, dann ist Kern(A) = {0}.

(ii) Falls r < n, dann ist

Kern(A) = Span({zl, .z}

{(Z)k}jt Jfirj =i, ke {l,...,7},

mit (z%); = { —1 , fargr=gn, , Lec{l,...,n—r1},

0 Jfarg & {iy, ..., %r, Jpo}

wobei {i1,...,ir} < {1,...,n} die geordnete (z; < iz < --- < ir) Indexmenge der
Pivotspalten, {ji, ..., jn— r} ={1,...,n}\{i1,...,ir}.

/{nwmchmg ae %g@nd@h Safes auf Ax =C

Satz 1.4.5.B (Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems).

Sei Zx = y, Z € R"™", die Zeilenstufenform eines linearen Gleichungssystems gemdass
Definition 1.4.3.A, r := Rang(Z) (— [Definition [.4.4.H), {i1, .. .,ir} = {1,...,n} die geordnete
(i1 < i9 < --- < i) Indexmenge der Pivotspalten, {j1, ..., jn—r} = {1,...,n}\{i1,...,%r}
(leer, wennr = n).

(i) Andernfalls ist die Lésungsmenge L von L.GS(Z;y) gegeben durch

L—{xerr: Wi~y Zaf (Blrjp BEL--mhs G eR
(x)j,g—ag,fe{l L,n—r}
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o [ =, O
z — I,Z — &
Beaprel - = [0 o ] ] '
(;':] 1/:223 h =
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Kem (A) = S j? { [—Z]"z]
B P 0 wenn

/Wgemabe/r

Z\SF DN A :
l> sp@z{eé{

L(LGS(Z;0)) = {

Z

[ = cehe T 2.0.F)

1 0 0 ... ... 0 zl??-+l zlfn ]
01 0 ...... 0 29,41 2.n
! - 0 Zr—1041 Zr—1pn | €ER™",
U . U ]' Z‘T’,T"'f’]. zr!ﬂ‘
0. .00 0
0. 0 0 ... O
7 e -h
. ! - -
Fivotspalfen 7 It
zl,?‘+1 zLHg ...... len
zrr! T+]. Z-T-,T_I_Z ...... Zr!n
—1 0 ... ... 0 n—r
c,celR >
0 -1 0 0 ’
0 0 —1 0
0 0 -1

P ™

L16S(A 0)Y)

2 ZCF oon A

Rang(Z) = r < min{m,n}

Diese Spallen  spanven den lcen vov A auf



Whel kem(A) < R” st Unferawm

() x xe ke (A) = Ax = Ay =0 nach . kam
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Satz 111.3.0.K (Transformationen von Erzeugendensystemen).
Gegeben sei eine beliebige Menge {vl, . ,v‘rg } €V, k € N. Dann gilt

Spa;n({wl, . ,Wk}) = Spa.n({vl, . .,vk}) :

wenn

¢ . .
¢ )V firf <+ j e L

(i) w {VJ—{-,BVE e =g | far beliebigei,j € {1,...,l},i4 7, und BeR.
¢ . .

(i) w‘?{v CMrEE T irbeliebigej € {1,...,k} und o 0.
avl firl =7,

: c ' [

A R CL Y B .27

G Aul R = Y we?, ]

~ ” v
AeRmT Baos hr Bild(A) ?

beBlllA) = FxeR' Ax =b >L(S6l4s)+@
(Em'nnUfur)OQ o Max x Veldey <> [ hearylcombinahon )

Satz 1.4.5.B (L6sungsmenge eines linearen Gleichungssystems).

Sei Zx = y, Z  R"™", die Zeilenstufenform eines linearen Gleichungssystems gemass
Definition 1.4.3.A| r :— Rang(Z) (— [Definition I.4.4.H), {i1, ..., i} < {1,...,n} die georcgllﬂete

< 1ir) Indexmenge der Pivotspalten, {j1, ..., IJn—r} = {1,..., ni\{i1,...|;er}
irelewnt

(i1 << 19 << ---
(leer, wennr = n).
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Satz ll1.3.0.G (Darstellungssatz fiir das Bild einer Matrix).
SeiZ € R™" m,n € N, die Zeilenstufenform der Matrix A € R™" gemd&ss|Definition .4.3.A,

r := Rang(Z)

(— [Definition [4.4.H), und {i1, ... ,i;} = {1,...,n} die geordnete (i; < iy <

.-+ < 1,) Indexmenge der Pivotspalten von A. Dann gilt

Whdl

Basic von

Baois von Bild (A) =

Bild(A) = Span ({(A}:?il ...,(A}:?i?}) .
AR

Baais won Bild (A)
Aeﬁm,n

kem(A) <= ngmL% ﬂﬂvl?,%.%gm@amk%zg%fg "J

> dim Rem(A) = n-r, r:= Qcmg(ﬁ)
P('uoﬁspa[(m o0 A
> dum Rild (A) = v

Korollar 111.3.0.H (Dimensionssatz fur Matrizen).
Fiir jede Matrix A € R™™ gilt

() dimBild(A) = Rang(A),
(i) dimBild(A) + dim Kern(A) =n .

Ae R

Satz lIl.3.0.K (Transformationen von Erzeugendensystemen).

Zeilthtaum von A = 5{)@{’1{(4)(’: .

LA, F R

Gegeben sei eine beliebige Menge {vl, e ,vk} < V, k € N. Dann gilt

Span({w', ... .,Wk}) — Span({v!,..., vk}) ,

H

wenn
¢ firf + j
(i) w‘e—{v i e o far beliebigei,j € {1,...,l},1+ 4, und BeR.
vl + vt firl =j . & Zm'lb(nkomb[nahroh
¢ . .
(i) wf_{v ; fAre+ 35 furpeliebigej  {1,...,k} und o 0.
av’ frt=j. &> Ze'lenskaliern
Zed linvm lorm urgen)
A ' > Z (ZF o A)
lassen Zeiluntoun
Unue
Zeilontom (A) = Zulenrmum (7 )
T % 0% 0 = o T/
L= ? ’; " % Lineasr
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o= Qupa [ A O Basis Zedey)
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VOH C{é{’ 56{/6 : | Satz lI1.3.0.P (Kriterien fir Invertierbarkeit, vgl. [Satz 11.5.0.E).
b@']?z /& % | Fir eine quadratische Matrix A € R™"™, n € N, sind dquivalent:
oL, I:[ A~ ] Tt (i) A istinvertierbar,
Sé.z f,[é) _q {O[ %% :]{ i \ (i) A hat vollen (maximalen) Rang: Rang(A) = n,
3 .: | O i) Kern(A) = {0}, [ oo Dimensionssata :[
e }:O - - - {%] = [0/__ / 0] v) Kem(AT —{0} [ = Za[@[f)mrg = ) & SCL?[Z 3.0 M J
| i (v) Bild(A) =
—
(/ (7 (
' Bsp : Matnix /4 277 mit 5 Liensommen = O
> dum Span{ (A),. A = r 0 4
_ - ! y > 'g. = [ (| ]
- ; T 0 - 0
< cim Bild (A") .
Z (Aji, = () g, {')]
Satz lI1.3.0.M (Zeilenrang einer Matrix). - o
Fiir eine beliebige Matrix A € R"™" gilt == L%! (/4 ) = 0 =>  Ze [Ur) L. &,
dimBild(AT) = dim Span({(A); ., .., (A),.}) = Rang(A) . => &mﬁ ( Al £ n = A wicht inebetar
Zu [U’J(flﬂg
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Kem & Bild ;

A/aohhz% ZU
LES(AL)) st affrer Raum

As R, be R

Satz lI1.1.0.K (Nichtleere L6sungsmengen von LGS sind affine Teilraume).
Die Lésungsmenge eines lineare Gleichungssystems Ax = b mit A € R™"™, m,n € N, und
b € R™ ist entweder leer oder eine affiner Teilraum von R™.

Korollar 111.3.0.J (Darstellungssatz fir die Ldsungsmenge eines linearen Gleichungssystems).
Zu einer Matrix A € R"™"™, m,n € N, einem Rechte-Seite-Vektorb € R™ gebe esy € R" so,

dass Ay = b. Dann gilt

L(LGS(A;b)) =y + Kern(A). ([un AR ]
ethe b@/,{d?g/ L&Ug&
B:@® ,>_<.6>4+ldan[/l) = dz¢€ku(A) X =¥Y+z

Ax =Ay+ Az =b+0o =b

@ x,ye LILESIAL) = A

W%
noN

=b
A b
(x-) =0 > x-ys kenl4)

Xe¥+ [Kem(A)
a

B Y. Koefbzenknvekioren | Kooedinaten uvndl
Buasiswechsel

Korollar 111.4.0.B (Eindeutigkeit der Basisdarstellung).

Sei B := {bl,...,bF}, k € dim 4, eine Basis des UnterraumsU V.
Dann gibt es zu jedem u € U eindeutige Koeffizientency, . . ., , ci. € R so, dass
k .
u= Z c;bl . (11.4.0.C)
j=1
. 9 K. J s [ \
Emdwﬁj I, U JZI CJﬁ = JZZ’ C&,b. fZZ! & =Cy
. -
= > (g < b = O = =0 Vg/
F= 8 Lu, {
Baa'saﬁ%cba%

Definition 111.4.0.D (Koordinaten/Koeffizienten).
Die eindeutigen Zahlen cy, . . ., c;, € R aus|Korollar I11.4.0.B heissen die Koordinaten oder Ko-

effizienten des Vektors u beziiglich der Basis I5.

c]
Der Spaltenvektor c .= [ : ] e R¥ heisst der Koordinatenvektor oder Koeffizientenvektor von

u bzgl. B und (11.4.0.C) s;?ne Basisdarstellung.
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Satz 111.4.0.F (Basiswechselmatrix).

Seien B := {b!,...,b"} und B := {b!,...
Ucl.

Dann ist die Basiswechselmatrix S € R™", definiert durch

,b™} Basen des n-dimensionalen Unterraums

(111.4.0.E)

T
b/ = > (S); ;b
i=1

invertierbar.
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Zusamm@m%su% :

Satz II1.4.0.H (Basiswechsel).
Seien B := {bl,...,b"} und B := {bl,...,b"} zwei Basen des n-dimensionalen Unter-
raums 4 < V mit zugehériger Basiswechselmatrix S € R™",

Dann besteht zwischen den Koordinatenvektorenc € R™ undc € R" eines Vektorsu € U bzgl.
B bzw. B die Beziehung

c=8l¢.

(Koordinaten in der ,neuen Basis” B erhdlt man aus den Koordinaten bzgl. der ,alten Basis”
durch Lésen eines linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix S.)




