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Definition 11.1.0.B (Grundoperationen der Vektorarithmetik).
Vektoraddition: Fir beliebige Spaltenvektoren x,y € R", n € N, definieren wir ihre Summe
v + w € R" komponentenweise durch

(Vv+w);:=(v),+(w);, ie{l,...,n}.

Skalarmultiplikation: Fir einen beliebigen Spaltenvektor v e R", n € N, und a € R definieren
wir das Produkt o - v € R"™ komponentenweise wie folgt:

('L’/'v(‘)b = (O."V)i :za'(v)ia 'Z’E{laan}
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Satz 11.1.0.D (Rechenregeln fiir die Vektoroperationen).
Firalleu,v,w e R", ne N, unda, 8 € R gilt
Vektoraddition kommutativ: V+W=W+V, (VR1)
Vektoraddition assoziativ: u+(v+w)=(u+v)+w, (VR2)
Vektoraddition, neutrales Element: v+0=v, (VR3)
Skalarmultiplikation assoziativ: (a-B)-v=a-(B-V), (VR4)
Skalarmultiplikation, neutrales Element: l-v=v, (VR5)
Distributivgesetze: a-(v+w)=a-v+a -w, (VR6)
(a+p) v=a-v+p-v. (VR7)
o
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Definition 11.2.0.A (Linearkombination von (Spalten)vektoren). ( LK )
Kt ft vekloy f => (- [ ) £ A &{ffnkmﬁf‘ Gegeben sei eine Menge vonn € N (Spalten)vektoren {a', ... a"} ¢ R™, m e N. Fiir reelle
Zahlency,...,c, € R heisst
n
Docjal =cial +--- 4 cpa” (11.2.0.B)
j=1
eine Linearkombination der Vektorenal, . .. a™ mit (reellen) Koeffizienten cj,je{l,...,n}
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Definition 11.2.0.D (Matrix-Vektor-Multiplikation). (MVP)

FirA e R™ undveR ,m,n € N istdas Matrix-Vektor-Produkt A - v ¢ R"" definiert durch
n n \r SkaLa\'rnthphkahon
:Z(A)EJU}, ie{l,...,m} < A-v Z
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Satz 1.4.5.B (L6sungsmenge eines linearen Gleichungssystems).

Sei Zx = y, Z € R"™" die Zeilenstufenform eines linearen Gleichungssystems geméss
[Definition .4.3.A, r := Rang(Z) (— [Definition L4.4.H), {71, ...,ir} < {1,...,n} die geordnete
(i1 < io < --- < i) Indexmenge der Pivotspalten, {ji, ..., Jn—r} ={1,..., ni\{i1, ..., %r}

(leer, wenn r = n,).

(i) Dann hat das lineare Gleichungssystem keine Ldsung, wenn y; = 0 farein j > r.

3 Ql,...,aanR}

(i) Andernfalls ist die Lésungsmenge L von LGS(Z;y) gegeben durch

L= {XERni (X)f{c:yk_ i QE'(Z)k,H_aLkE{l,...,r},
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Definition 11.3.0.B (Matrixprodukt). (AP
Firm,n,k € NseiB € R, Se}". Das Matrixprodukt B - S € R""" js elementweise

definiert durch

/

k
(B-S); ;= »,(B); 4(S)y;, ie{l,...,m},je{l,...,n}.
=1
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Beispiel 11.3.0.G (Inneres Produkt von Zeilen- und Spaltenvektor).

» AeRYF « Zeilenvektora' = [ay,...,az]

b1
» BeRFl=RF & Spaltenvektor b = [ :
bi:

by k
E]P}( a«h[ - ElT b = [{11, “ e !ak] . [E} :| = I:{{Zl {Igbg'] eR.
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Beispiel 11.3.0.H (Ausseres Produkt/Ti ensorprodukt von Spalten- und Zeilenvektor).
al
» AecR™! & Spaltenvektor g = [ :

am

e R™

» BeRl™ « Zeilenvektor QT = [bl, e bn]
" [ a1by apby ... ... a1bp, |
a bT _ [ ; ] . [bl ’’’’’ bn] _ agh) GZ‘:bQ ------ ﬂ2:bn ERm,n:
i amb1 amby ... ... ﬂmbn_
T T : :
(a-bT), = (@) (7)), ie{l...,m},jel,....,n}




Beispiel 11.3.0.J (Multiplikation mit Diagonalmatrix).

al ay2 ... aip ’ o o
A | @21 422 - | pmn D := diag(dy,...,dp) € R :
: : 5 T := diag(ty,...,ty) € R™"
Gm,1 Am?2 --. Gmn
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Definition 11.3.0.B (Matrixprodukt).

Firm,n,k € N seiB € R"*, S € R, Das Matrixprodukt B - S € R"-™ js elementweise
definiert durch

k
(B ) S)z,j = Z (B)i,f(s)f,j , ©€ {11 e :m}: J€E {11 S :n} :
/=1

Beispiel 11.3.0.K (Zeilenkombination durch Matrixmultiplikation). X & Q

1 0 0]
01 0 ... 0
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Definition 11.4.0.B (Grundoperationen der Matrixarithmetik).
Matrixaddition: Fiir beliebige Matrizen gleicher Gréssse A, B € R"™" m.n € N, definieren wir
ihre Summe A + B € R""" elementweise durch

(A +B);;:=(A); +(B) ie{l,...,n},je{l,...,m}.

1,j 0
Skalarmultiplikation: Fur eine beliebige Matrix A € R"™"™, m,n € N, und o € R definieren wir

das Produktov - A = A - v € R""" elementweise wie folgt:

(- A);=(Aa)j=a (A),;, ief{l,...;n},je{l,...,m}.

Avs (+)

| Satz11.3.0.L (Assoziativitat der Matrixmultiplikation).
Fiirm,n, k, { € N und beliebige A ¢ R™F B e RFL € e REM git

(A-B)-C=A-(B-C) .
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' Satz11.4.0.D (Rechenregeln fur die Matrixoperationen).

Firalle A,B,C € R™" m,neN, undc«. 3 € R gilt

Matrixaddition kommutativ: B+C=C+B, (M1)
Matrixaddition assoziativ: A+(B+C)=(A+B)+C, (M2
Matrixaddition, neutrales Element: B+Omn=8B, (M3)
Skalarmultiplikation assoziativ: (a-8)-B=«a-(5-B), (M4)
Skalarmultiplikation, neutrales Element: 1-B=DB, (M5)
Distributivgesetze: a-B+C)=a-B+a-C, (Me)
(a+p)-B=a-B+3-B. (M7)
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Satz 11.4.0.F (Distributivgesetze fur Matrixmultiplikation)

Korollar 11.4.0.G (Vertraglichkeit von Matrixmultiplikation und Skalarmultiplikation)
Firalle m,n, k € Nund A € R™F B e R und o € R gilt

~

a-(A-B)=(a-A)-B=A (a B).
R R™ (n=1)
n 1) :
Bm. R > R — R 1 I
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=V <
. > MYP e—— mp
i c_—= V@tlﬁm’dd,{ﬁofw > MQFHKCZQZL{/?OI’) Definition 11.5.0.A (Invertierbare/regulare Matrix).
Eine quadratische Matrix A € R™", n € N, heisst invertierbar oder reqular, wenn es eine Matrix
X € R™™ so gibt, dass
AX =1, oder XA =1, .

wobei I,, die n x n-Einheitsmatrix bezeichnet.

Beispiel 11.5.0.B (Inverse einer 2 x 2-Matrix).

a1 a 1 a9 —a a1 o1, 10
(g1 099 ay,109,9 — ay, 2(121 —&21 ay 6'»21 ﬂz:z 1

Notwendig: 01,1499 — 01209 1 +0!
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Satz I1.5.0.C (Inverse einer Matrix).
Zu jeder invertierbaren Matrix A € R™" gjbt es eine eindeutig bestimmte Matrix X € R™"  die

Inverse von A, so, dass

AX = XA =1, .

25, Notation: A~ 'e R™" = eindeutige Inverse von A £ R™"

B ((L] Flk%&%@@f CXYeR"M - AX = AY =T

’b

/b {bee &V(L&S(/(b» }’9 Qcmg(é/]:”

= =5 ¢ 145 E
Vb
= Lg. vow Ax =b endwlg = Xb =Yb =Xx-=
(i) Z=z AX =T = XA = L
A(X+ XA-T) = AX+ AXA-A = T
(:°£ = X =T =T
XA -T = = A =T
XexA-T =X = xA-T ]

Satz 11.5.0.E (Kriterien flr Invertierbarkeit einer Matrix).
Fir eine quadratische Matrix A € R™", n € N, sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A hat vollen (maximalen) Rang: Rang(A) = n,
(ii) das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt fiir jedes b € R" eine eindeutige Lésung,
(iii) das linearGleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Lésung x = 0,

(iv) A ist invertierbar.

(¢) = (tv)
Ax* = e ( Eivheibocldn )
L TY5E @ x’ e{,ndm/vdﬁt/
X =[x,  x1ep™ = 5 A~
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' Satz I1.5.0.F (Invertierbarkeit von Produktmatrizen).
Fiir quadratische Matrizen A, B € R™", n € N, sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A und B sind invertierbar,
(i) A - B ist invertierbar,
(iii) B - A ist invertierbar.

Treffen die Aussagen zu, dann gilt ferner

(AB)"' =B~ !A"! und (BA)"'=A"'B7!.

Nt

(11.5.0.G)

e
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Satz 11.5.0.J (Transformation von LGS mit invertierbaren Matrizen).
Sei A € R™"™ m,n e N, und M € R"™™ eine invertierbare quadratische Matrix. Dann gilt die
Gleichheit der Lésungsmengen:

L(LGS(A;b)) = L(LGS(MA; Mb)) VbeR™.

8. ()= @) - (48)(8'4") = 4 (§E 1A'= 44"

2. b. Tmmpot?)'@(fl(’ Mabix
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Definition 11.6.0.A (Transponierte Matrix).

die Transponierte von A

— MAx = Mb

+ 0 sl loveerbar (aus T 44K

Bemn o Quadiabsche Diececksmabizen mz’§ @zszay)@(%&ﬂnmfm

% Notation: A' = Transponierte von A

| Satz 11.6.0.C (Rechenregeln flr die Tranponierten).
Firm,n,k € N gilt

.
(A7) -4
(A+B) =AT+BT

(@A) = aAT
(A-B)'=BT.A

="

Qm Qm ---

Zu einer gegebene Matrix A € R™", mn,e N, heisst B € R mit

(B)',“, = (A)J 3 1€ {1, Caa :n}, j = {1, P ?Tl-} .

e R™M

an.,m

VA = RT’?’L,T& ,

VA, B e R™"
VA e R™" YaeR,

VA € R™F vB e RF™ .

(T1)
(T2)
(T3)
(T4)




'. Korollar 11.6.0.F (Inverse der Transponierten).

Die Transponierte jeder invertierbaren Matrix A € R™" st wiederum invertierbar und es gilt

(A7) = (a7)

% Notation: Inverse der Transponierten: (A_I)T — AT

[ AT‘{A")T _ (/ﬂyl/ﬁ)]_' _ rT’

Definition 11.6.0.d (Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen).
Eine quadratische Matrix A € R™" heisst symmetrisch, falls AT = A.

—

L

Eine quadratische Matrix A € R™" heisst schiefsymmetrisch, falls AT = —A.

(T5)
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] ¥4 M "'6 .
a;1 a1 are | a1e41 ai e« i
a1 a2 aze | ag,641 a k
: : : : : (A)1:4,1:0 (A1 e+ 14
A |0l 2 aig | Qi1 aik || _
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Qi1+21 @412 --- G420 @iv2ps1 -+ Girok (A)irtmae | (Aixrmerik
E : E : : | |V
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mn . ]
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. 4 n - g/
big  bio brj || b1j+1 b1n < =
bo1 b9 boj | b2,j+1 bon
i : : : : (B)l:f,l:j (B)l:ﬁ,j-{-l:n
B a1 beo bej | bej+ ben | _
bf+1,1 bf+1,2 bf-i—l,j b.€+1,j+1 b.€+1,n
briot1 boyro o bogojlbeso vt - beron Bk, | (Blestkj+im
bp1  bro b || bk j+1 bic.n
i ¢ |8
m k = !
m [t '
— L - k— £ — - =
- £ k—¢ v J n—j

M-t
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(A)l:i,lzf (A)l:i,{’—;l:k (B}l:f,l:j (B)lzf,j—l—l:n
(A}i—i—l:m,l:ﬁ (A}i+l:m,€+l:k (B}E+1:k,l:j (B)E—l—l:k,j—l—l:n
{A:]]_:i,].:f ) (B]]_:F.].:j + {A) 1:d,64+1:k {B}E+L:k,1:;}' ‘ {A)L;a.l:f ) {B}J;E,jJr]:n, + (A:]L:i.f+1:k h {B}f+l:k,j+1:n

(A

Kompaldf zhon :
Ay = (A1 e K%,
Aip = (Ao € RFE -
Agal = (A)i-l—l:m,l:f e RMHF )
A2:2 = (A)i—i—l:m,f—l—l:k € Rm—z,k—f ;
Bi1:=B)ig1 e KA
Big:= (B)l:f,j—l—l:n € Ri’nf‘j ) -
Bo1 = B)pi141; ERT,
B2:2 = (B)f—l—l:k,j—l—l:n e RF—6n—j )

wie s (Blrgry + (A);

Nola/

et - (B)es 1:k,155

(A)icrmae Bligjrrn ¥ (A)iesrn - Blesrg ot

All Al
A =

Az 1 As 2

B Bio
B =

B 1 By o

; Satz 1.7.0.B (Blockmatrixmultiplikation).
Es seien m,k,n,i,€,7 € Nmiti < m, ¥ < k, j < n. Dann gilt fir beliebige Matrizen

A e Rk B e RE?

(A -
(A -
(A -
(A -

B)i.i1:
B)l:i,j—l—l:n
B}a‘-l—l:m,l:j
B}a’-l—l:m,j—i—l:n

= (A1 Brgr + (A s - Blerrk,1:5 5

= (“'3*)1:3‘,1:4‘,F ' (B)l'.f,j—i—l:n + (A)l;a‘,ﬁ—l—l;k ' (B)E—l—l:k,j—i—l:n ’
= (A)i—l—l;m,l'.f ’ (B)l:f,l:j + (A)i—l—l:m,ff-{—l:k ) (B)E-l—l:k,l;j )
= (A)i—l—l'.m,l'.é’ ’ (B)I:E,j+l:n + (A)i—l—l:m,f—i—l:k ) (B)E—l—l'.k,j-{—l'.n

_ ‘ o o
Al A Bii1 B A11Bii+ApBor | AiBio+A19B99
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[> Q@O/lne mit blocd zer L(CT}Z Makirzen  wge mit

Matnzen m/% Elmatiten
V' Avsadhme -

—_—
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IZW CQO/{@IQ&&O«( | (A>| B
AeR™ |
B e RM™ AB =
8. T.3 |
Qﬁ{ sp. L3 F L4)..B j
]
-te Spalte  J-te Spalte
W[@fﬁrhomg - j-te Sp 1
Ma(ﬁXpmdM(d: R ‘e s
itezeile — | R M- | = | B+ | < itezeile
A TGS
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Beispiel 11.7.0.D (Multiplikation von Pfeilmatrizen). (& ﬁ B K

C::ll—‘_

1 0 0fer 0 ... 0|g
0 1 Pl 1 P
A — H o () - = Rﬂ"‘l,n‘i‘l B — : ‘0 : IS R'ﬂ“"l,ﬂ"‘l
O s U 1 Cn D e O 1 i}’n
_dl ------ dn| ¢ | P -.v oo Pn e |

FEILE Rl = L2 k]
cple "I dgeR

Anwendung: Lésung von LGS mit Blockelimination

Blockpartitionierung des LGS Ax = b, A e R™" b e RM:
Arri= (A eRYE, (=L

. ,n—E
A12:=(A)yipr1n E€RYT, by = (b)y;, x1:=(b)1y
A2=1 = '(‘A)?I—H:m,l:.i9 € Rm_%’k ’ ' bpi= (b)i+1:m ToXpi= (b)f+1:n
AQ:Q = (A)?}—i—l:m,f—i—l:n e Rmin—t
A Ap %1 b,
AH in ua//'fa,(’balf —
Ag1  Agp xo | | by

| Blochzecle
=> X} —

A, &+ Aeux, = b
Al (b, - Ap k)
Einshen 1 2 Blockzeile -

Ap [ A7 b, -Ap %o )1+ Auxo < b,

{0
(74‘”4“l/4 -+ /422 ) X, = .- %21 /41;} b,
Schur ‘@h’)p{[,méml S := 422 421/4// #12 = Qm Lym-

Beispiel 11.7.0.H (Blockelimination bei Pfeilmatrizen).

(1 0 ... Oler || =z | | B |
0 1 Pl 9 by

: o 0 - o i

0 ... 0O 1 Cn Ly bﬂ
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L c X _ b,
[QI—T A ](:X”“] . [ bnﬂ]

Sevrlcanplesment [ &S (ot - O{C) Xapg = bnr— d b
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+0 = | GS lpshar
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