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Definition I.1.1.A (Lineare Gleichung).
Gegeben seien eine natirliche Zahln € N, reelle Zahlen ay, . .. ,a, € R undb € R.
Dann heisst
h
o = 01T] + G9X9 + *+ + apTp = b .1.1.B
g%)aaxg 121 + a2 nTn ( )
eine lineare Gleichung in den Unbekannten z;, j = 1,...,n mit Koeffizientena;, j = 1,...,n
und rechter Seite b.
Notehon - L &(a,, ... a,:b)
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Definition 1.1.2.C (Lésung(smenge) einer linearen GLeichung).

Eine endliche Folge z1,...,xn von reellen Zahlen heisst Lésung der linearen Gleichung
LG(ay,...,an;b), wenn sie (L1.1.B) erfilllt (nach “Einsetzen”).

Fir die Menge der Lésungen einer linearen Gleichung LG(ay,

.,an;b) schreiben wir
L(LG(ay,...,an;b)).
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% Notation: fette Kleinbuchstaben flr Spaltenvektoren, z.B.
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Satz 1.1.2.D (Beschreibung der Lésungsmenge linearer Gleichungen).

Fiir eine gegebene lineare Gleichung LG(ay, ...,an;b),ne N, ay,...,a, € R, b e R, gilt:

1. Gibteseinaj, j =1,...,n, mita; + 0 dann ist die L6sungsmenge

o
: QIER,
b e c; eR
L(LG(ay,...,an b)) = — gy — Ry — ... —Yg, jm1="
(LG(aq, ..., an;b)) = 1 a; — a; "1 ;%2 a; " » aji €R,
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{ 2)Gilt fir alle j € {1, ...,n}, dass a; = 0, dann besitzt LG(ay, . ..

an; b)) = {Q
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, an; b) die Lésungsmenge
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L(LG(ay, ..., fallsb = 0
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Korollar I.1.2.F (Invarianzeigenschaft der Lésungsmenge einer linearen Gleichung).
Fir beliebigesn € N, beliebige a1, ...,a, € R, b e R gilt

LLG(ay,...,anb)) = LILG(Aay, . . ., Aan; AD) (¢)
fir alle A € R\{0}
AX 4 == F A %"b ’ ’ /
(% { " " haben die  gluchen
J X, x, + Ay x,, = b “ J Lawrgem

[ Aletmabio durch Einsoben 1 lesmdomel - "Korzeg von A2 0" ]
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i _ Definition 1.2.1.A (Lineares Gleichungssystem).
37 < Losungsmemge der Gleichung Gegeben seienm,n € N, m -n reelle Zahlen a; ;,i € {1,...,m}, j € {1,...,n}, undm reelle
3z —z9 =4 Zahlenb;, i € {1,...,m}.
2T im Kartesischem Koordinatensystem. Dann heissen die m linearen Gleichungen
. = eine Gerade a’l}l‘Tl -+ a1}2$2 + .- +al}n$n = bl
Gg}}.ﬂfjl + 0,2}?:1?2 + - +f12:n$n = b:g (12.1.B)
0 1!1 z1 am 1Tl + Ap2T2 + - +amaTn = bm
ein lineares Gleichungssystem (LGS) von m Gleichungen in denn Unbekanntenxi,x9,...,Zn
mit den Koeffizienten a; j und rechter Seite by, . . . , bm.
N Die lineare Gleichung L—G(ai,l, e ey G4 p; b;) heisst die i-te Zeile des linearen Gleichungssy-
stems,i € {1,...,m}.
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Definition 1.2.1.D (L6sung(smenge) eines linearen Gleichungssystems).

Eine endliche Folge x1,...,x, von n reellen Zahlen heisst Lésung eines linearen Glei-
chungssystems wie definiert in |Definition [.2.1.A, wenn sie alle linearen Gleichungen in
\Gleichung 1.2.1.B erfiillt.

t

L(‘jlsomﬁsmemﬂe enes men- LGS 2 /%mg/ 20 Spaé/enve[céjm c R
S ™
Anzabl 6@&@@@ Anzahl Unbelaante

Korollar 1.2.1.F (Characterisierung der Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems).
Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems wie in|Definition 1.2.1.A ist

L(LG(a1,1,-..,814;b1)) n L(LG(ag 1,...,a20;b2)) N -+ 0 L(LG(am 1, -, amn; bm)) -
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Definition 1.2.2.F (Matrix). j/

Ftr gegebene natirliche Zahlen m,n € N verstehen wir unter einer m x n-Mairix ein rechtecki-
ges Schema von m - n reellen Zahlen, angeordnet in m Zeilen und n Spalien.

Die m - n Zahlen einer Matrix werden Elemente oder Eintrdge der Matrix genannt und durch
zwei Indices referenziert.

% Notation: grosse Buchstaben im Fettdruck flr Matrizen:
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“ Notation:  Eintrag der Matrix A in Zeile ¢ und Spalte j: (A); ,,

[ (A)11 (A2 oo (A1 |
A — (A)g; (A)gg - (A)gy

also
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Definition 1.2.2.H (Spalten- und Zeilenvektoren).

Seien m,n € N. Eine m x 1-Matrix heisst Spaltenvektor der Ldnge m und eine 1 x n-Matrix
heisst Zeilenvektor der Lange n.

Im Fall von Spalten- und Zeilenvektoren bezeichnet man die Eintrdge auch als Komponenten.

// ”2 @) _

Referenzierung der i. Komponente des Spaltenvektors x :  (x);, 7€ {1,...,m}.

]l
a"=la a, —~— a,1€eR"

% Notation: fette Kleinbuchstaben mit hochgestelltem T fiir Zeilenvektoren
z| = [zl 2 ... zn] .
Referenzierung der i. Komponente des Zeilenvektors z : (zT)B-, ie{l,...,n}

Teilmatzen

I
For

1. Zeile:

7. Spalte:

(A);, =

2

AeR™

[(A)i1 (A)a -

H

. (A)in] € RY™  (ein Zeilenvektor, Lange ')

L, A4 e 177(%6{6/760 ndt 2eny

(A). ;=

]

e R™ (ein Spaltenvektor, Lange m )
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Definition 1.2.2.J (Diagonalmatrix).
Eine n x n-MatrixD € R™", n € N, heisst Diagonalmatrix, wenn (D), ; = 0 fir alle i,j €

mfmiti &+ 7.

Terminologie: Die Zahlen (D)z’,i’ i € {1,...,n}, heissen Diagonaleintrage.

cive quadekicle Mot

an, € R/gegebenen Spaltenvektor d € R™

% Notation: Flr gegebene Zahlen aq, ao, .. .,
ap 0 ... ... 0
0 ag. " i
diag(a,l, ag, ..., a"??») = : : e R™" ’
: . 0
0 ... ... 0 ap
d; 0 ... ... 0
diag(d) := | : | e RM™,
: . 0
0 ... .. 0 (d),
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Definition 1.4.2.A (Zeilenumformungen eines LGS).
Bezogen auf das lineare Gleichungssystem (1.2.1.B) schreiben wir

Zeilej <« Zeilej + B - Zeilet (.4.2.C)
firein B € R, wenn die j. Zeile, j € {1,...,m},

a;1T] -+ a; 2L + -+ ajnTn = bj ,

(a,j’1 + /3(13"1):1:‘1 + ((Ij’g + ,Baiﬂg):cg + -+ (aj’n + /3@3',7:)3371 = bj + 553' .

Wir schreiben fira e R, j € {1,...,m},
Zeilej <« «-Zeileyj, (l.4.2.E)
wenn die j. Zeile ersetzt wird durch das “«-fache der j. Zeile” (Zeilenskalierung):
Qa;1r1 + aa;joxy + -+ aajpTy = abj .

Diese Transformationen eines linearen Gleichungssystems nennt man Zeilenumformungen.

ersetzt wird durch eine “Summe aus der j. Zeile und dem [3-fachen deri. Zeile”,i € {1, ..., m}:

= Zulenom %rmurgm analcj tr Matnzen

O Zole a’na LS (Ve & .. ,m})

Za =+ ()

¢ / e,

7

6
h
— [ solation] Xy = 2% Cb(, = K; aik)(K)

K=+ 4

~

ﬁ,Za'Q Qgy X, * Gy Kot ot o X, =bf

ru;11lnahoo V. X, Cb(/(S 6[@’ g ZQZ(

%@m Gty (b2 ay X) = by
K¢ k#z
K%’J aﬂk - Ay Lok ) Xie Foaa b (%)
K¢
a1 @12 ... Qpg ... Gk --. Qg | | 3 b
a1 G2 ... Qg ... Gk ... GQp | | Zo by
Q1 Q2 ve Qi oer Qi ooeo Gip || Tg| _ | b
ﬂj}l {IjFQ {Lj?g ﬂj?k a_j?n L bj,
| Gm,] Gm2 -+ Qpf .. Gk - Gmp | [ Tn | _bm_

U/ (colalion £ Eldmnation X,
aus K. Zely



ap1 ai 2 - algg - ay k . aln T bl
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Satz 1.4.2.G (Invarianz der L6sungsmenge unter Zeilenumformungen).
Unterwirft man ein lineares Gleichungssystem inn € N Unbekannten und mit m € N Gleichun-
gen den Zeilenumformungen
Zellej <« Zellej+f-Zeilei, j,ie{l,.
Zeillej « «-Zeilej, je{l,...,

m},i¥J,
},%R\{U},

dann andert sich seine Lésungsmenge nicht.
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Satz .4.4.A (Transformierbarkeit von LGS in Zeilenstufenform durch Zeilenumformungen).
Jedes lineare Gleichungssystem ldsst sich durch Zeilenumformungen gemdéss|Definition [.4.2.A
in ein lineares Gleichungssystem transformieren, dessen Koeffizientenmatrix in Zeilenstufen-
form gemdss Definition 1.4.3.A vorliegt.

Korollar 1.4.4.C (Transformierbarkeit von Matrizen in Zeilenstufenform durch Zeilenumformun-
gen).

Jede beliebige m x n-Matrix Idsst sich durch Zeilenumformungen analog zu |Definition 1.4.2.A
auf Zeilenstufenform gemdss|Definition 1.4.3.A transformieren.
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1. £:=1
2. 7:=1
3. r:=0
4

% { ist ein Zeilenindex
% 17 ist ein Spaltenindex
% Meta-Index fur Pivotspalten

while (j <n) do
{ % Suche nach Pivotelement

5 1: =4 %1 ist ein Zeilenindex (Hilfsvariable) Such E[i,h&g;
6 while (i<m and (A);;=0) do { i<i+l } < #0
7: if (i<m) then % (A),,, ;=0 wenni>m! (A jz'.m,g/
8 { ir41:=J % Speichere Position der Pivotspalte
9: Zeilenvertauschung: . Zeile «— £.Zeile
10: Zeilenskalierung: £. Zeile «— ﬁ- {. Zeile
11 for (ke{l,...,m\{£) do
12: { Zeilenkombination: k. Zeile < k. Zeile _(A)k,j' (. Zeile }
13: { — C+1 % Eine Zeile weniger zu bearbeiten
14: r <1+ 1 % (Eventuell) weiter zu ndchster Pivotspalte
}
15: J < j+1 % Weiter zu ndchster Spalte

while < 8d > o {(/{nw@ong>j

Ausybe '
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Satz 1.4.4.C (Transformation auf Zeilenstufenform durch Gausselimination).

Die Gausselimination (siehe Algorithmus) transformiert eine beliebiges lineares Gleichungs-
system durch Zeilenumformungen gemdss |Definition [4.2.A auf Zeilenstufenform nach
\Definition 1.4.3.A.

Korollar 1.4.4.D (Invarianz der Lésungsmenge bei Gausselimination).
Die bei Gausselimination stattfindende Transformation eines lineares Gleichungssystems é&n-
dert dessen Lésungsmenge nicht.

Satz I.4.4.F (Eindeutigkeit der Zeilenstufenform).
Die nach |Satz 1.4.4.AfKorollar 1.4.4.C durch Zeilenumformungen hergestellten Zeilenstufenfor-
men von linearen Gleichungssystemen/Matrizen sind eindeutig.

Definition 1.4.4.H (Rang einer Matrix).
Die Anzahl r der Pivotspalten in der Zeilenstufenform einer Matrix bezeichnet man als Rang der
Matrix (in Zeichen: Rang(A) fir eine Matrix A).

BSP T Yy Kk ZSF for vazcé/gémaha/% Dreueclesmatyze,

A € R™"™ n > m, heisst verallgemeinerte Dreiecksmatrix, wenn (A)i,j = 0farz > j:

ai.n
az.n
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