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WichtigeBegriffe

•Singulärwertzerlegung(SVD)

•GekürzteSingulärwertzerlegung(rSVD)

•Bestapproximation

•Aufwandder(gekürzte)Singulärwertzerlegung
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Def:(R≤k-Matrix)

EineMatrixM∈<
n×m

bezeichnenwiralseineR≤k-Matrix,wennihrRang

höchstenskist.DieMengeallern×m-R≤k-Matrizenbezeichnenwirmit

R≤k(n,m)={M∈<
n×m

|rang(M)≤k}
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Def:(Rk-Matrix)

EineMatrixM∈<
n×m

bezeichnenwiralseineRk-Matrix,wennsiedie

Darstellung

M=

k
∑

i=1

a
i
(b

i
)
T

=AB
T

mitA∈<
n×k

,B∈<
m×k

,a
i
∈<

n
,b

i
∈<

m
(i=1,...,k)vorliegt
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SVD

SeiM∈<
n×m

,k=rang(M)welcheinSVD

M=UΣV
T

mitΣ=diag{σ1,...,σk,0,...,0}∈<
n×m

undunitärenU∈<
n×n

,V

∈<
m×m

gegebenist,istinsbesondereeineR≤k(n,m)-Matrix

M=

k
∑

i=1

u
i
σi(v

i
)
T

mitdenSpaltenvektorenu
i

bzwv
i
.σisinddieSingulärwertvonM.
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rSVD
GegMR≤k-MatrixmitSVD

M=UΣV
T

=
[
u

1
...u

n
]













σ1

..
.

σk′

0

..
.



















(v
1
)
T

..

.

(v
n
)
T







DiezudieserSVDundk∈{0,...,k
′
}gehörendeMatrix

M̃=UΣ̃V
T

=
[

u
1
...u

k̃
]







σ1

..
.

σk̃













(v
1
)
T

..

.

(v
k̃
)
T







bezeichnenwiralseine(aufRangk̃≤k
′
)rSVDvonM.
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rSVDliefertBestapproximation

EineaufRangk̃gekürzteSVDM̃vonMisteineBestapproximierende(bzgl

derSpektral-undFrobeniusnorm)vonMinderMengenderR≤k-Matrizen

:

min
rang(B)≤k̃

‖M−B‖2=‖M−M̃‖2=σk̃+1

min
rang(B)≤k̃

‖M−B‖F=‖M−M̃‖F=

√
√
√
√

k′
∑

i=k̃+1

σi2

Frobeniusnorm:‖M‖
2
F=ΣMij

2
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Bew

ImFallek̃=k’istdieBehtrivial,seialsonunk̃<k
′

Richtungminrang(B)≤k̃‖M−B‖≤‖M−M̃‖:

•min
rang(B)≤k̃

‖M−B‖2≤‖M−M̃‖2=‖U
T
(M−˜ (M))V‖2

=‖Σ−Σ̃‖2=σk̃+1

•min
rang(B)≤k̃

‖M−B‖F≤‖M−M̃‖F=‖U
T
(M−˜ (M))V‖F

=‖Σ−Σ̃‖F=

√
√
√
√

k′
∑

i=k̃+1

σi2
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Richtungminrang(B)≤k̃‖M−B‖≥‖M−M̃‖:

BewfürdieSpektralnorm:(kurzeVersion)

MitHilfeeinervorgegebnerMatrixBkonntemaneinennormierten

Vektorenz
k̃+1

finden,wobeiesgilt

•‖M−B‖2≥‖(M−B)z
k̃+1‖2=‖Mz

k̃+1‖2=

√
√
√
√

k̃+1
∑

i=1

(σi(vi)Tzk̃+1)2

≥σ
k̃+1

√
√
√
√

k̃+1
∑

i=1

((vi)Tzk̃+1)2=σ
k̃+1
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BewfürdieFrobeniusnorm:(kurzeVersion)

DurchInduktionhatmaneinOrthonormalsystemvonVektoren

z
k̃+1

,...,z
k
′

gefunden,dieserSystemwurdeweiterzueiner
Orthonormalbasisz

1
,...,z

n
ergänzt.DhjetzthabenwirZ=

[
z
1
...z

n
]

eine
unitäreMatrixundesfoglt

‖M−B‖F=‖(M−B)Z‖F=

√
n

∑

i=1

‖(M−B)Zei‖2
2

≥

√
√
√
√

k′
∑

i=k̃+1

‖(M−B)zi‖2
2

≥

√
√
√
√

k′
∑

i=k̃+1

σ
i2
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Multiplikation,Addition

Lemma1:

SeiR∈R≤k(n,m),N∈<
n′×n

undM∈<
m×m′

.

DannNR∈R≤k(n
′
,m),RM∈R≤k(n,m

′
)

Bew:

FallsR=AB
T

dannNR=(NA)B
T

undRM=A(M
T
B)

T
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Lemma2:

SeiR1,R2∈R≤k(n,m).

DannR1+R2∈R≤2k(n,m)

Bew:

FallsR1=AB
T

undR2=CD
T

dann

R1+R2=AB
T

+CD
T

=[AC]
︸︷︷︸

n×2k

[BD]
T

︸︷︷︸

2k×m
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Def:(Truncationτk)

SeiM∈<
n×m′

undkeinenatürlicheZahl.

Operatorτk:<
n×m

7→R≤k(n,m)

M7→M̃

wobeiM̃dieBestapproximationvonMist.M̃istdiesog.Truncationvon

MzurRangk.
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Def:(FormatierteRk-MatrixAddition)

DieformatierteAdditionindieMengeR≤k(n,m)istdefiniertdurch

A
⊕

B=τk(A+B)

A,B∈<
n×m
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AlgorithmzurSVDvonRk-Matrizen

GegM=AB
T

eineRk(n,m)-Matrix,A∈<
n×k

,B∈<
m×k

mitRangk’≤k.

Schritt1:

QR-ZerlegungenvonAundB

A=QARA,QA∈<
n×k

,RA∈<
k×k

B=QBRB,QB∈<
m×k

,RB∈<
k×k

Schritt2:

SVDvonRAR
T
B

RAR
T
B=UΣV

T

Schritt3:

M=AB
T

=QAU·Σ·(QBV
T
)

isteinSVDvonM.
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Aufwand

QR−ZerlegungvonA:4nk
2

QR−ZerlegungvonB:4mk
2

MultiplikationvonRAR
T
B:2k

3

SVDvonRAR
T
B:21k

3

MultiplikationvonQAU,QBV:nk
2
+mk

2

Gesamt:NRk,SVD(n,m)=5(n+m)k
2

+23k
3
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