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�  ��� �������������� ������ 
�  

λu(y)+

∫

Γ

κ(x,y)u(x)dx=f(y),y∈Γ���

��  �� ������� ����
���Γ������	��� ��� ��R
d

��� �

����
�� �������� ����� 
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���������������� ��� �������� 
������� ��������u���� 
��  ����

�����

uh=
N∑

j=1

ujϕj∈Vh,

�
���{ϕj}j∈I�I={1,...N}������� ��� 
 ���������  Vh��� �

������
�����  ��� ���� �� ��Xj=suppϕj⊂Γ



���� ������� ������������������� ��������� 
�  

(λB+A)x=b,A,B∈R
N×N

,b∈R
N

,���

�
����������� ���������� 
����� ��������������� �� �

aij=

∫

Γ

κ(x,yi)ϕj(x)dx���

�
���yi∈Xi
��
��� �
������� �� ����κ���  �� 
� ��������� �



����
����� ����� ������� �������x� 
����  ��x̃���� 
��  ��� ���

����  ������ ������ ����������
������ ��������� ����� ������

������ ��	
��� �� ���
��������������������� ��� 
��� �
�

���� 
�� ��� ������ 
��������������� ���� ���� �����κ̃���� 
�  

κ(x,y)≈κ̃(x,y):=
k∑

i=1

ui(x)vi(y)�
�

�

�
����� ��� ���������	������ �����
������� �
������ �
���������

 ��� ����������� �����



��������� �������� 
�aij���������������Xj×Xi���� ����� �� �

��� 
� 
������������
��At1t2���Xt1×Xt2���� ����� �������
���

���t⊂I�Xt=∪j∈tXj��
����������

�����t1,t2� ��	���� �������������� ������

diamXt2≤ηdist(Xt1,Xt2),η<1

��������� 
���� ��� ���� ���� 
�κ̃���������  �� 
� ���������������� 
�

κ���� ����κ ��κ̃⇒Ãt1t2����������� 
�� �� �
�� 
�At1t2����

Rg(Ãt1t2)≤k���� ��κ̃=
∑

k

i=1ui(x)vi(y)������ ������ �� 


�������  ����H����� ���������������� �� ����� � ��



�� ���� �� �
���������� ���� ��

��� ��� � ����������������������� 
� ���  ���� �� ��� ��� ������� ��

����� ��� �I×I���������� �� ������� ���� ��  ��� ��

P={t1×t2;t1,t2⊂I}��� ��� ������ ���

I×I=
⋃

t1×t2∈P

t1×t2

������� ���� ����t1×t2∈P������������ 
�� ������� ������ ��� ���

min{#t1,#t2}=1oder(Pa)

diamXt2≤ηdist(Xt1,Xt2).(Pb)



�  � ��� ����� 
� ���  ����� �������� ��� ������ �� 
���������

���� ���������� ��� ��2
I

� ���
� ���  ��� �� 
�I������������ ������

��� ������S:2
I
→2

2
I

,t⊂I7→S(t)��
���S(t)� ������ �� 
�

�������� �� ������� ����� ��  ��� ��s�� ���

t=
⋃

s∈S(t)

s,if#t>1,

���S(t)=∅���#t≤1����� ��� �� 
�S��
���� ������������� ��

���  T���� ��������� ���I���  ������ ����� ��S���������



���I={a,b}

2
I

=
{

{a},{b},{a,b},∅
}

,

2
2

I

= {

{

{a}
}

,
{

{b}
}

,
{

{a,b}
}

,
{

{a},{b}
}

,
{

{a},{a,b}
}

,
{

{b},{a,b}
}

,∅
}

.

� ����S({a})=S({b})=∅���� ��������� 
�� ������� ����� ��� ��

≤1�����

S({a,b})=
{

{a},{b}
}

� 
��� 
���t={a,b}={a}∪{b}� �

�� ������� ��#I=2������ � ������������� ������������

S({a,b})=
{

{a,b},∅
}

�������� ������ ��
������� �
�� 
����� 

����� �����  ��� ���������� ����#I≥3� ����������  ��  ���

 ������������� 
�S����
��� �� ���� ����� �� �������������� ���

� 
�2
I

�����∅������ ����� ���� 
���������� �� �



����
���������� ��� ����������� �� �
���P� 
�I×I��� �������� ��

� ���������������������� ������ ��� ���� ����� �� �
��� �� ���� �

t1×t2��
���t2∈T����� ����
������� �
�� 
�P����� �� �����

�
��� 
�� ������
��� �
�

���t∈T� ��zt∈Xt������ ������� ��� �� ����

F̃(t):=

{

i∈I:diamXt≤
η

1+η
dist(Xi,zt)

}

,

F(t):={i∈I:diamXt≤ηdist(Xi,Xt)}.

��� ���F̃(t)⊂F(t)�



���������������� ����������P=∅���� ����� ����
�

��������	
������� ����� ��(t1,t2)

��  ��{#t1,#t2}=1����P:=P∪{t1×t2}����� ���t1×t2������� �

� � 
��� ���� ��

St2:=S(t2)!

� 
�s∈St2��� ��

��t1∩F̃(s)6=∅����

P:=P∪{(t1∩F̃(s))×s}����� ���(t1∩F̃(s))×s��� ��� �� " 

���
��t1\F̃(s)6=∅����

�� �� �� ��� ��(t1\F̃(s),s)

���
���

���



�� �������� �����   ���������  � 
������� ������� ����S ���

 ������� 
�� �� ����� ������������������ ��� �

�������������� 
������� ������

��������������� �
������� ���������������� ������� ���� ����  

�� �� �� ��� ��(I,I)����������� ������ 
�����������η
−(d−1)

NlogN�

���������� 
��
����� ���� ������������� 
������������

(I={1,...,N})�



� �������������  ��� ��������� �� �� �����������At1t2���

t1×t2∈P��� ��� ���� ��� ��	���� �������������� ������ ��� ����������

������� ����������������� ����
���
������ ��� ��������  �����

����������� ����� �



����� 
���� ��� �� ������ ������ �� ����� 
��  �� �
�

������������������������ �������
��B� 
���� �� ��� 
����� ���� ��

���� ��A���� ��
� �� �	���� ���������� ������ ������ �������������

���������  ��� ������ �� �������� ���� ���� ��� ��� �

� �������
���������� 
� ���  ����������������� ��� ����
�������

�������� � �� 
 ����≤k���� 
�� ���� ���������������B���

� 
�� ����������� ��� ��

B=UkV
T
k+Rk,

�
���Uk∈R
m×k

�Vk∈R
n×k

���Rk∈R
m×n

��� ���� ���
�  Rk

��������� ����������������� ��� 
 ����≤k���� 
��  ���� �



��� �� ����
���������� �� �

bij=

∫

Γ

κ(x,yi)ϕj(x)dx,i=1,...,m,j=1,...,n.��
�

�

� ������
���� ������ ������� �
���Ljκ���R
d
\Xt1� ��

(Ljκ)(y)=

∫

Γ

κ(x,y)ϕj(x)dx.

������� 
��������bij=(Ljκ)(yi)�

�� ��� �����  �� 
� ���������������� 
�κ���Ljκ�
����
����� �



� ��m
′
∈N�ζi∈R

d

�i=1,...m
′

������
���� �����(m
′
+m)������z

���� 
�� ��������� �
zi=







ζi,1≤i≤m
′

yi−m
′,m

′
<i≤m

′
+m

��������� �� ��B��B̂�����
bij=(Ljκ)(zi),i=1,...m

′
+m,j=1,...,n.

� 
�� �������� 
� ���  ������ ������������ �� ��� 
�Uk���Vk�



��������	
����k:=1;i1:=1
� �����

(ṽk)j:=(Ljκ)(ζik)−
k−1 ∑

l=1

(ûl)ik(vl)j,j=1,...n

��ṽk������������ik:=ik+1

��� ���� ��

jk:=argmaxj=1,...,n|(ṽk)j|;γk:=(ṽk)
−1
jk;vk:=γkṽk;

(ûk)i:=(Ljkκ)(zi)−
k−1 ∑

l=1

(ûl)i(vl)jk,i=1,...,m
′
+m

ik+1:=ik+1;k:=k+1

���
��� ��ik>m

′



�� k������ 
�m
′

���	
�� ���������  ��k���� ���� �k������

ik>m
′

� ���� � ���� ����� ����� 
� ���  ����� ������� ����� ��� 
�� ����

��� �� ��� ��� 
� ��v1,ũ1,v2,ũ2,...,vk,ũk.

�������� ���  ������������� ��� � �� 
����B̂��������m
′

���� ��������

(

(ṽk)j=b̂ikj−
∑

...,ik≤m
′

)

����������� ��j1,...,jk
(

(ûk)i=b̂ijk−Σ...
)

���� ����� ���������� ���� �� 
������ ���

����� �� �� 
�B̂��� ������−→�� ������ ����  �� ����� ��� ���� �

������� �� �� ���



� ����

Ŝk=
k∑

l=1

ûlv
T
l,R̂k=B̂−Ŝk.

������� �� 
�Ŝk� 
���� 
� 
���Rg(Ŝk)≤k����������� ���������

(ṽk)j=b̂ikj−(Ŝk−1)ikj=(R̂k−1)ikj,1≤j≤n

(ûk)i=b̂ijk−(Ŝk−1)ijk=(R̂k−1)ijk,1≤i≤m
′
+m

� ��� �



�����il=jl=l���l=1,...,k�il=l∀l��������������� ������

������ �
�����ṽl=0����!jl=l∀l�����������

|(ṽl)l|≥(ṽl)j,∀j=1,...n�� ���� 
�� ������� ������

R̂k=(I−γkR̂k−1eke
T
k)R̂k−1=LkR̂k−1.��

�

�



��� �����
�������� ������� �� �� 
�R̂k���������  ��������

�������� �������� �������� ���
�  � 
�R̂k��������� �������
����� ����

 ��� ������� �
���r0(x,y)=κ(x,y)�s0(x,y)=0������k≥1

rk(x,y)=rk−1(x,y)−γk(Ljkrk−1)(y)rk−1(x,ζik),����

sk(x,y)=sk−1(x,y)+γk(Ljkrk−1)(y)rk−1(x,ζik).����

��� ���� 
�� ���������������������R̂k���rk

��

������1≤i≤m
′
+m,1≤j≤n���k≥1� ���

(R̂k)ij=(Ljrk)(zi).

����� ���

��

������k≥0���1≤l≤k� ���
(Ljrk)(y)=0,∀y∈R

d
\Xt1.



��� �� �������� ��� ������������ �������κ=sk+rk∀k��������rk��

� ��� ����� ����������������� ��  ��� ����������� �� ������ 
�� ����

��
��� �
���

Âk=











(Lj1κ)(ζi1)···(Ljkκ)(ζi1)
���···���

(Lj1κ)(ζik)···(Ljkκ)(ζik)











=











b̂i1j1···b̂i1jk

���···���

b̂ikj1···b̂ikjk











.

��  ���������Âk���� ��� ���� ���� ��� �� 
�B̂�� ��� ������ �� ����

��� �������������



Âk(l,j):=











(Lj1κ)(ζi1)···(Ljκ)(ζi1)···(Ljkκ)(ζi1)

���···���···���

(Lj1κ)(ζik)···(Ljκ)(ζik)···(Ljkκ)(ζik)











∈R
k×k

���� ������ � �� �� ������ �� ������ ��� ����� ���� �� �� 
�Âk�����

(Ljκ)([ζ]k)��� ������
���

(Ljκ)([ζ]k):=











(Ljκ)(ζi1)

���
(Ljκ)(ζik)











.



Mk(l,y):=























(Lj1κ)(ζi1)···(Ljkκ)(ζi1)

���···���

(Lj1κ)(y)···(Ljkκ)(y)

���···���

(Lj1κ)(ζik)···(Ljkκ)(ζik)























∈R
k×k

���� ������ � �� �� ������ �� ������ ��� ����� ������� 
�Âk�����

([L]kκ)(y)��� ������
���

([L]kκ)(y):=











(Lj1κ)(y)

���
(Ljkκ)(y)











.



������ 
���� �� ���Âk=Âk(l,jl)=Mk(l,ζil)����������� 
�� ����

������ ������� ����� ��  ����� �� 
�Âk(l,j)���� ��

��

������1≤l<k� ���

detÂk(l,j)=γ
−1
kdetÂk−1(l,j)−(Ljrk−1)(ζik)detÂk−1(l,jk),

detÂ1(1,j)=(Ljκ)(ζi1)���detÂk(k,j)=(Ljrk−1)(ζik)detÂk−1���

k>1������� 
���� �� ���

detÂk=
k∏

l=1

γ
−1
l.

�� ���� ����  �� �������������� 
���� �����Âk� ��������� �



� �������������� 
�� ��������� ��

��

������� ���k≥0� ���

sk(x,y)+rk(x,y)=κ(x,y),

�
������k≥1

sk(x,y)=([L]kκ)(y)
T
Â

−1
kκ(x,[ζ]k).

�� � ������������� ����������sk+rk=κ����

b̂ij=(Ljκ)(zi)=(Ljsk)(zi)+(Ljrk)(zi)�� 
������ ��

(R̂k)ij=(Ljrk)(zi)����(Ŝk)ij=(Ljsk)(zi)����������(Ljsk)(y)

������(Ljκ)(y)������  ��Ŝk��B̂��
�



������  ��������� ��

������  ��������� ������� ������������� ��������� ��������� 
�����

� ����� ��

�������� ���������� ���������������� � ���� 
�  

Ax=d,


���









a11···a1n

���···���

an1···ann





















x1

���
xn











=











d1

���

dn











.



� ����
D:=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11···a1n

���···���

an1···ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

•�� ���d=0������ ������������� �� �� �������� ���������D=0�

•�� ���d6=0���D=0� ����������������� �� ��������

•���d6=0���D6=0��
���� ����
Dl=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11···a1(l−1)d1a1(l+1)···a1n

���������

an1···an(l−1)dnan(l+1)···ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



����� 
���
xl=

Dl

D
,1≤l≤n.

����������� ��(ai)� ����� ������ ������� ���

d=
n∑

i=1

(ai)xi.

������� �������� ����� �� �
����������� �� �� 
������

� ������
 � ���� �
�� 
������ ������� �������������� ��

��� ��  ����� ���������� ������ ����� ���� �� �� 
�A�������

	���������xl� 
�(al)��������� ���� �� 

Dl=xlD2.



������� �� 
�������  ���������� ���  ��d=([L]kκ)(y)�A=Âk�

����������� �������� � d
T

=x
T
A�� 
���

(

([L]kκ)(y)
T
Â

−1
k

)

l
=

detMk(l,y)

detAk

,

���  ��� ������ 
����������������� 
�Lj

(Ljsk)(y)=

k∑

l=1

detMk(l,y)

detAk

(Ljκ)(ζil).



��������
������ �������Ljsk���������� ����
����� ���� ��� 
����

� 
�Ljκ������������ �����(ζil)l=1,...,k�  ���  ���� �������� 
����

����� �
���Ljlκ�l=1,...,k���  ������ � ��� �����������sk����

��� ����� 
�� �� �
����κ������������  ������ �����k����� �� �

��� 
���  ��� ��� �������� ����� 
�� �� �
�Ŝk� 
�B̂���� �� ������

� �������������� �������� 
��� ��  ������ �	
������
  ���

����������


