
Lemma 2: Taylorentwicklung von g(x, y) = log |x − y|
Sei xo := (a + b)/2. Für jedes k ∈ N approximiert die Funktion

g̃(x, y) :=
k−1∑
ν=0

1

ν!
∂ν

xg(xo, y)(x − xo)
ν

den Kern g(x, y) = log |x − y| mit dem Fehler

|g(x, y) − g̃(x, y)| ≤
(

1 +
|xo − a|
|c − b|

) (
1 +

|c − b|
|xo − a|

)−k

Beweis: Sei x ∈ [a, b], a < b und y ∈ [c, d].Die Taylorentwicklung des Kerns g(x, y)
in xo erfüllt innerhalb der Konvergenzradius:

g(x, y) =
k−1∑
ν=0

1

ν!
∂ν

xg(xo, y)(x − xo)
ν

. Der Rest g(x, y) − g̃(x, y) =
∑∞

ν=k
1
ν!

∂ν
xg(xo, y)(x − xo)

ν kann geschätzt werden
durch:∣∣∣∣∣

∞∑
ν=k
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xg(xo, y)(x − xo)
ν

∣∣∣∣∣ =
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ν=k

(−1)ν−1 (ν − 1)!

ν!

(
x − xo

x − y

)ν
∣∣∣∣∣ ≤

∞∑
ν=k

∣∣∣∣x − xo

x − y

∣∣∣∣
ν

≤
∞∑

ν=k

( |xo − a|
|xo − a| + |c − b|

)ν
geom. Reihe

=

( |xo − a|
|xo − a| + |c − b|

)k

1 − |xo − a|
|xo − a| + |c − b|

=

( |xo − a|
|xo − a| + |c − b|

)k

|c − b|
|xo − a| + |c − b|

=

(
1 +

|xo − a|
|c − b|

)(
1 +

|c − b|
|xo − a|

)−k

da 1 + |c−b|
|xo−a| > 1 deckt der Konvergenzradius das ganze Intervall [a, b] ab. �
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Lemma 3: elementenweise Matrix Approximationsfehler
Die Matrixelemente sind in den zugelassenen Blocks t × s beschränkt durch:

|Gij − G̃ij| ≤ n−23−k+1

Beweis:

|Gij − G̃ij| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

∫ 1

0

ϕi(x)(g(x, y) − g̃(x, y))ϕj(y)dydx

∣∣∣∣
|g(x,y)−g̃(x,y)|≤3−k+1

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

|ϕi(x)|3−k+1|ϕj(y)|dydx

= 3−k+1

∫ 1

0

ϕi(x)dx︸ ︷︷ ︸
1/n

∫ 1

0

ϕj(y)dy︸ ︷︷ ︸
1/n

= n−23−k+1
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