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Konstruktion dieser Zerlegung?

• AH =
(
Ih
H

)T
Ah Ih

H ist der spd Galerkinoperator, wobei Ih
H der Interpolati-

onsoperator ist.

• Damit ūh = uh + Ih
HeH, wobei AHeH =

(
Ih
H

)T (
fh −Ahuh

)
.
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• Falls Ph
i ⊂ Ch ∩ Ni also nur Nachbarn verwendet werden, spricht man von

direkter Interpolation.

• Bei AMG vom Aggregations Typ gilt, dass Ph
i nur jeweils ein Element hat.

• Effiziente Konstruktion von Ih
H?
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Thomas Schmelzer, Zürich im Dezember 2003



Die Kontraktionseigenschaft von SK

• Satz: S erfülle die Glättungeigenschaft. Die C/F -Zerlegung und die Interpolation
seien so gewählt, dass

‖Ke‖2A ≤ τ‖Ke‖2V (?)

mit einem von e unabhängigen τ > 0. Dann gilt

τ ≥ σ und ‖SK‖A ≤
√

1− σ/τ.



Die Kontraktionseigenschaft von SK

• Satz: S erfülle die Glättungeigenschaft. Die C/F -Zerlegung und die Interpolation
seien so gewählt, dass

‖Ke‖2A ≤ τ‖Ke‖2V (?)

mit einem von e unabhängigen τ > 0. Dann gilt

τ ≥ σ und ‖SK‖A ≤
√

1− σ/τ.

Beweis: Aus der Glättungseigenschaft und (?) folgt

‖SKe‖2A ≤ ‖Ke‖2A − σ‖Ke‖2V



Die Kontraktionseigenschaft von SK

• Satz: S erfülle die Glättungeigenschaft. Die C/F -Zerlegung und die Interpolation
seien so gewählt, dass

‖Ke‖2A ≤ τ‖Ke‖2V (?)

mit einem von e unabhängigen τ > 0. Dann gilt

τ ≥ σ und ‖SK‖A ≤
√

1− σ/τ.

Beweis: Aus der Glättungseigenschaft und (?) folgt

‖SKe‖2A ≤ ‖Ke‖2A − σ‖Ke‖2V ≤ (1− σ/τ)‖Ke‖2A



Die Kontraktionseigenschaft von SK

• Satz: S erfülle die Glättungeigenschaft. Die C/F -Zerlegung und die Interpolation
seien so gewählt, dass

‖Ke‖2A ≤ τ‖Ke‖2V (?)

mit einem von e unabhängigen τ > 0. Dann gilt

τ ≥ σ und ‖SK‖A ≤
√

1− σ/τ.

Beweis: Aus der Glättungseigenschaft und (?) folgt

‖SKe‖2A ≤ ‖Ke‖2A − σ‖Ke‖2V ≤ (1− σ/τ)‖Ke‖2A ≤ (1− σ/τ)‖e‖2A

�

Thomas Schmelzer, Zürich im Dezember 2003



Die Kontraktionseigenschaft von SK

• Satz: Falls die C/F -Zerlegung und die Interpolation Ih
H so gewählt sind, dass

für alle e gilt
‖eh − Ih

HeH‖2Dh
≤ τ‖eh‖2Ah

,

wobei τ unabhängig von e ist, dann ist (?) erfüllt.
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• Satz: Falls die C/F -Zerlegung und die Interpolation Ih
H so gewählt sind, dass

für alle e gilt
‖eh − Ih

HeH‖2Dh
≤ τ‖eh‖2Ah

,

wobei τ unabhängig von e ist, dann ist (?) erfüllt.

• Der Parameter τ hängt von A ab!

• Von Interesse ist aber hier die gleichmäßige Konvergenz für eine ganze Klasse
von Matrizen.
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.
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• Auch wenn der Fehler e global noch sehr groß ist, kann man ei lokal durch seine
Nachbarwerte approximieren durch

ei ≈
−

∑
j∈Ni

aijej

aii
.

• Erinnerung: Ein Fehler heißt glatt, falls er auf einem gröberen Gitter approximiert
werden muss, um die Konvergenz des Verfahrens zu beschleunigen.
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Starke und schwache Kopplungen

• Sei Pi ⊂ Ni, dann ist die Approximation

1∑
k∈Pi

aik

∑
k∈Pi

aikek ≈
1∑

j∈Ni
aij

∑
j∈Ni

aijej

um so besser, je mehr starke Kopplungen bezüglich i in Pi enthalten sind.

• Eine Kopplung zwischen zwei Indizes i und j ist stark, falls

|aij|/aii

relativ groß ist.

• Wähle also wik = −αiaik/aii, wobei hier αi =
∑

j∈Ni
aij∑

l∈Pi
ail

.
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• Konstruiere die disjunkte Zerlegung von Ωh = F ∪ C, so dass für jedes i ∈ F
eine Menge Pi ⊂ C ∩Ni existiert mit

∑
k∈Pi

|aik| >
1
τ

∑
j∈Ni

|aij|.

• Diese Interpolation mit Gewichten αi =
∑

j∈Ni
aij∑

l∈Pi
ail

erfüllt ‖eh − Ih
HeH‖2Dh

≤
τ‖eh‖2Ah

.
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Wahl der Interpolationsvariablen

• Die Wahl von τ ist entscheidend für Konvergenzgeschwindigkeit und Aufwand
der Konstruktion der gröberen Gitter.
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• Mit Vorglättung: ‖Kh,HSeh‖Ah
= mineH ‖Seh − Ih

HeH‖Ah
.

• Gilt ‖Seh−Ih
HeH‖Ah

≤ η‖eh‖Ah
folgt ‖Kh,Heh‖Ah

≤ η. S muss kein Glättungs-
operator im Sinne von ‖Se‖2A ≤ ‖e‖2A − σ‖e‖2V sein.

• Durch ein geschickte Wahl von S und Ih
H können wir η beliebig reduzieren.
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Ahu =
(

AFF AFC

ACF ACC

) (
uF

uc

)
=

(
fF

fc

)
= f

• Ih
H =

(
IFC ICC

)T
und eF = IFCeC.

• Wir können bei geeigneter Wahl der feinen und groben Indizes AFF stark
diagonal dominat wählen, d.h.

aii −
∑

j∈F,j 6=i

|aij| > δaii

bei fixiertem δ > 0. Dies ist erfüllt mit δ = 1/τ .
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Approximation einer Projektion

• Sν
h(eF , eC) → (ê, eC) für ν → ∞ und für alle (eF , eC). Dabei gilt AFF ê +

AFCeC = 0.

• Die Wirkung von Sn
hν auf eF kann also als Approximation für einen Projektions-

operator in den Raum R(A−1
FF AFC) verstanden werden. Insbesondere gilt auch

She = e für alle e = (eF , eC), falls eF ∈ R(A−1
FF AFC).

• In der Praxis kaum n > 2, da die entsprechenden Galerkinoperatoren sonst
aufgefüllt würden.

Thomas Schmelzer, Zürich im Dezember 2003
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