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Problem 1 [20 Marks]
Consider for T > 0 

dx

dt
= f(t, x), t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ R
(1.1)

with f ∈ C0([0, T ]× R) satisfying the Lipschitz condition

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ Cf |x− y|

for any x, y ∈ R, any t ∈ [0, T ] and some positive constant Cf .

(1a) Does (1.1) have a unique solution x(t) ∈ C1([0, T ])? Please explain why.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla

(1b) For k a positive integer, if f ∈ Ck([0, T ] × R), does x ∈ Ck+1([0, T ])? If f ∈ C∞([0, T ] × R), does
x ∈ C∞([0, T ])?

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

(1c) Does f(t, x) = t2x satisfy the Lipschitz condition? Justify.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.
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(1d) Solve the equation 
dx(t)

dt
= t2x, t ∈ [0, T ], x ∈ R,

x(0) = x0

by the method of integrating factors.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla

(1e) Solve the equation 
dx(t)

dt
= t2x, t ∈ [0, T ], x ∈ R,

x(0) = x0

by the method of separation of variables.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla

(1f) If we regard x(t) also as a function of the initial value x0, what is the differential equation satisfied by the
derivative with respect to t of ∂x(t)/∂x0? Is it a linear equation?

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla

Problem 2 [20 Marks]
We say that a system of equations is Hamiltonian if there exists a Hamiltonian function H(p, q) such that for T > 0

dp

dt
= −∂H

∂q
, t ∈ [0, T ],

dq

dt
=

∂H

∂p
, t ∈ [0, T ].

(2.1)
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(2a) Consider the system of equations for T > 0
dp

dt
= cos q, t ∈ [0, T ],

dq

dt
= p, t ∈ [0, T ],

(2.2)

with initial value p(0) = p0 ∈ R and q(0) = q0 ∈ R. Is (2.2) a Hamiltonian system? Please explain why.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(2b) An invariant for (2.2) is a function F such that F (p(t), q(t)) = Constant for all t ≥ 0. Prove that H(p, q) =
1
2p

2 − sin q is an invariant.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(2c) Now consider a different Hamiltonian I(p, q) = 1
2q

2 − 1
2p

2 + 1
3p

3. Find a system of equation for which
I(p, q) is an invariant.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(2d) Is the system from (2c) a Hamiltonian system? If so, please find its Hamiltonian.
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Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(2e) Let J denote the matrix
(

0 1
−1 0

)
. Consider the system of linear equations


dx

dt
= J−1x,

x(0) = x0 ∈ R2.
(2.3)

Prove that (2.3) is a Hamilton system associated with the Hamiltonian H(x) = 1
2 ||x||

2, where ||x|| denotes the norm
of x.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(2f) Define the flow Φt associated with (2.3) by Φt(x0) = x(t), where x(t) is the solution to (2.3). Prove that
Φt(x0) = etJ

−1

x0.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla
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Problem 3 [20 Marks]
Let A,B be 2× 2 matrices.

(3a) Is et(A+B) = etAetB?

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(3b) Let

A =

[
−2 1
−4 2

]
, x =

[
x(t)
y(t)

]
, x0 =

[
1
1

]
.

Show that x(t) = etAx0 solves dx
dt = Ax.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(3c) Show that A is nilpotent, ie that there exists N ∈ N such that An = 0 for n ≥ N

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(3d) Calculate etA
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Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla

(3e) Use the result in (3b) and (3d) to explicitly solve

dx

dt
= Ax.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt tristique, libero.
Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante. Phasellus adipiscing semper elit.
Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis, molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas
lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat
magna. Nunc eleifend consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel
magna. Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus. Nullam
cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum pellentesque felis eu
massa.

bla
bla
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