ETH Ziirich
Seminar fiir Angewandte Mathematik

Masterarbeit

Boundary element discretisation of
asymptotic layer models

Franz Piehler

Frihjahrssemester 2008

betreut durch Prof. Dr. R. Hiptmair






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
1.1 Formulierung des Problems . . . . . . .. .. .. ... oL 2
1.2 Klassische Formulierung der Randwertprobleme . . . . . .. .. ... ... ... 3

1.21 0. 0rdnung . . . . ..o 3
1.22 1.0rdnung . . . . . .. 4
1.23 2.0rdnung . . . . ... 4

2 Randintegraloperatoren 5

2.1 Einfachschicht- und Doppelschicht-Potential . . . . . . .. ... ... ...... 6
2.1.1 Spuroperator 'yoi ................................ 6
2.1.2  Konormalenspuroperator fyli ......................... 6
2.1.3 Sesquilinearformen . . . . . . ... L Lo 7

2.2 Newtonpotential . . . . . . . . . .. 8
2.2.1 Homogene Darstellung des Randwertproblems 0. Ordnung . . . . . . . .. 8

2.3 Caldéron-Projektoren . . . . . . .. oo 9

2.4 Poincaré-Steklov-Operatoren . . . . . . . . .. .. Lo o 9
2.4.1 Explizite Darstellung von Pg fiir das Innenraumgebiet . . . . . . . . . .. 10
2.4.2  Explizite Darstellung von P;' fliir das Aussenraumgebiet . . . . . . .. .. 10
2.4.3 Neumann-Sprung mittels Poincaré-Steklov-Operatoren . . . . . . . . . .. 10

3 Formulierungen der Randwertprobleme 13

3.1 Variationsformulierung . . . . . . . .. 13
3.1.1 0.0rdnung . . . . . . e 14
3.1.2 1.0rdnung . . . . . ... 14
3.1.3 2.0rdnung . . . .. .. e 14

3.2 Indirekte Formulierung . . . . . . . . ..o 15

3.3 Formulierung mit Anregungsfeld . . . . . . .. . ... ... .. L. 16

3.4 Direkte Formulierung mittels Poincaré-Steklov-Operatoren . . . . . . . ... ... 17
3.4.1 0.und 1. Ordnung . . . . . . . . . . 18
3.4.2 2.0rdnung . . . ... e 19

4 Explizite Darstellung der Systemmatrix 21

4.1 Basisfunktionen . . . . . . ... L 21
4.1.1 Stiickweise konstante Basisfunktionen . . . .. .. .. ... .. .00 22
4.1.2 Stiickweise lineare Basisfunktionen . . . . . . ... ... ... ... .... 22

4.2 Transformationen . . . . . . . . ..o 23

4.3 Einfachschicht-Potential V' . . . . . . . . . . . ... 25
4.3.1 Diagonal-Elemente (i=37) .. ... ... ... ... ... .. ...... 26
4.3.2 Subdiagonal-Elemente (j=i+1bzw. j=di—1) ... .. ... ... ... 26
4.3.3 Subsubdiagonal-Elemente (j >i+2bzw. j<i—2) .. ... ... .... 27
4.3.4 Rechte Seite r. . . . . . . .. 27

iii



iv

Inhaltsverzeichnis

4.3.5 Auswertung der Losung w(z) . . . . . ... ..o Lo
4.4 Doppelschicht-Potential K . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. .
4.4.1 Identitadt 1T . . . . . . .. L
4.4.2 Diagonal-Elemente (i =17) . . ... ... ... ... ... ... .. ...
4.4.3 Obere Subdiagonal-Elemente (j=d+1) . ... ... ... ........
444 Untere Subdiagonal-Elemente (1 =j7+1) . . ... ... ... .. ... ..
4.4.5 Untere Subsubdiagonal-Elemente (j=7—2) . ... ... .........
4.4.6 Restliche Eintrdge von K (j <i—3bzw.j>i+2) ... ... ......
4.4.7 Rechte Seite r. . . . . . . .
4.4.8 Auswertung der Losung w(z) . . . . . ... .o
4.5 Adjungiertes Doppelschicht-Potential K’ . . . . . . . . . ... .. ... ......
4.6 Hypersingular-Potential W . . . . . .. .. Lo
4.7 Testen der Matrizen mittels der Caldéron-Projektoren . . . . . . ... ... ...
4.7.1 Konvergenzanalyse auf dem Einheitskreis mit der Funktion u(z,y) =z -y

36
37

4.7.2  Konvergenzanalyse auf dem Einheitsquadrat mit der Funktion u(z,y) = z-y 38

4.8 Matrix-Vektor-Schreibweise der Gleichungssysteme . . . . . . .. ... ... ...

Numerische Experimente

5.1 Einheitskreis mit r = % mit konstanten Sprungbedingungen . . . . ... ... ..
5.2 Einheitskreis mit r = 1 und winkelabhingigen Sprungbedingungen . . . . . . ..
5.3 Ellipse mit Halbachsen a =1, b = % und winkelabhéngigen Sprungbedingungen .

5.4 Dreieck mit 7 = 3 — sin(3p) — cos(6¢) und konstanten Sprungbedingungen . . . .
Herleitung des Doppelschicht-Potentials K fiir lineare Basisfunktionen

MATLAB-Codes der Potentiale V und K
B.1 Einfachschicht-Potential V . . . . . . . . . . . .o
B.2 Doppelschicht-Potential K . . . . . . . .. .. ... ... o

Literaturverzeichnis

39

41
41
44
46
49

53

57
o7
58

61



Inhaltsverzeichnis







Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Randelement-Methode. Dies ist ein Verfahren, welches
zur Losung von Differentialgleichungen dient. Man sucht fiir ein gegebenes Problem eine Funda-
mentallésung G, um diese dann mittels dem so genannten Einfachschicht- bzw. Doppelschicht-
Potential auf die vorgegeben Rand- oder Transmissionsbedingungen anzuwenden.

Im vorliegenden Fall sind drei Differentialgleichungen gegeben, die sich jeweils um ihre Sprung-
bedingungen und um den Quellterm f(x) unterscheiden. Das Ziel besteht darin, fiir die drei
Ordnungen von Gleichungssystemen geeignete Formulierungen zu finden, um diese dann zu dis-
kretisieren und zu implementieren.

Nachfolgend wird das Problem der Diffusion-Reaktions-Gleichung kurz angesprochen, um dann
die Gleichungssysteme der drei Ordnungen zu charakterisieren, beziehungsweise in klassischer
Form darzustellen. Fiir eine detaillierte Herleitung der 0., 1, und 2. Ordnung verweise ich auf
den Artikel in [1], High-order numerical modelling of highly conductive thin sheets.

Im zweiten Kapitel werden im ersten Teil die wichtigsten Definitionen der Randelement-Methode
wie das Einfachschicht-, Doppelschicht- oder das Newton-Potential eingefiithrt und mit Hilfe der
Spur- und Konormalenspur-Operatoren deren Sprungeigenschaften tiber den Rand I' diskutiert,
gefolgt von den Definitionen der Caldéron- und Poincaré-Steklov-Operatoren.

Das dritte Kapitel beschéaftigt sich mit alternativen Formulierungen zu den klassischen Darstel-
lungen aus der Einleitung. Dies ist zum einen die Variationsformulierung, bei der mit Testfunktio-
nen multipliziert und iiber den Rand I' integriert wird, und zum anderen sind es die indirekte und
die direkte Formulierung, wobei bei der direkten Formulierung die Poincaré-Steklov-Operatoren
verwendet werden.

Das vierte Kapitel dient der Diskretisierung der Systemmatrizen. Beginnend mit den Definitio-
nen der stiickweise konstanten bzw. stiickweise linearen Basisfunktionen und den verwendeten
Transformationen wird anschliessend fir das Einfachschicht-Potential V' und das Doppelschicht-
Potential K die einzelnen Eintrige der Matrizen derart berechnet, dass sie in MATLAB imple-
mentiert werden konnen. Weiter wird sich zeigen, dass das adjungierte Doppelschicht-Potential
und das Hypersingular-Potential auf das Einfachschicht- und Doppelschicht-Potential zurtick-
gefiihrt werden konnen. Zuletzt werden die vier diskretisierten Potentiale anhand der Caldéron-
Projektoren auf ihre Richtigkeit untersucht.

In Kapitel finf wird die Systemmatrix getestet anhand einiger numerischer Experimente. Dies
sind im Einzelnen der Einheitskreis mit Radius r = % und konstanten Sprungbedingungen, der
FEinheitskreis mit Radius » = 1 und winkelabhéangigen Sprungbedingungen, die Ellipse mit den
Halbachsen @ = 1 und b = % und winkelabhéngigen Sprungbedingungen, sowie einem Dreieck
mit 7 = 3 — sin(3¢) — cos(6¢) und konstanten Sprungbedingungen.

Der Anhang dient einerseits einer alternativen Diskretisierung des Doppelschicht-Potentials K
fiir stiickweise lineare Basisfunktionen, und andererseits dem Auflisten der MATLAB-Codes.



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Formulierung des Problems

Gegeben sei die Diffusion-Reaktions-Gleichung

;

—A’U,th = f in ngt
_Auiant + C?Ouignt =0 in QiEnt
Uy = ¢ auf 0Q (1.1)
ugxt = u?nt auf aQgignt
Opusy = Ohupy, auf 005,

wobei
e ¢ ist eine Konstante mit Rey > 0;

e n ist der Einheits-Normalenvektor,
(vergleiche Seite 3);

(2%, ist ein nicht-leitendes Gebiet;

€k ; ist eine diinne, leitende Schicht
der Dicke ¢;

T" ist die Mittellinie von Q¢

int’

(s,t) ist ein lokal orthogonales

Koordinatensystem in €) ..

[9)9]

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung
des Transmissionsproblems

Ziel der Aufgabe ist es, eine asymptotische Transmissionsbedingung fiir den Fall ¢ — 0 — also
flir eine diinne leitende Schicht — herzuleiten.

Das Vorgehen besteht darin, u,, als unendliche Summe

[e.e]

Ut = Y () + 0(™) (1.2)
i=0 e—0

darzustellen, wobei die einzelnen Glieder u?, () nicht von & abhingen sollen. Von den Koeffizien-

ten u’,, bildet man weiter die Taylor-Entwicklung mit der Mittellinie I' als Entwicklungspunkte:

o .
; € eI 1 ., .
uéxt (tv :I:_> - E (i _) fagutzext(tvoi)v
2 . 2/ 4!
J=0
beziehungsweise

o0 .

. € eI 1 . ;

O (2.25) = 2 (£3) 01 i (2, 0%),
Jj= '

Setzt man die Taylorentwicklung ein in die Gleichung 1.2, und anschliessend (1.2) in (1.1) ein,
so kann man Familien von Gleichungssystemen herleiten. Die ersten drei Ordnungen werden im
folgenden Abschnitt als klassische Formulierung beschrieben.
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1.2 Klassische Formulierung der Randwertprobleme

Spuroperatoren

Beniitzt man die Dirichlet- und Neumann-Transmissionsbedingungen aus Gleichung 1.1, so erhalt
man mittels den obigen Taylor-Entwicklungen Systeme partieller Differentialgleichungen mit zu-
gehorigen Transmissionsbedingungen.

In Zukunft bezeichne vy den Spuroperator von H*(Q) nach H*~'/2(T") fiir 1 < s <k, wobei
Q ein C*~L1_Gebiet ist. g ist definiert durch

You = u|r;

die Funktion u € € wird also auf den Rand I' projiziert. 'yoiu bezeichnet hierbei den Grenzwert
von QF nach I'; explizit bedeutet dies

v u(z) == lim u(y) Yo w(z) := lim u(y) zel. (1.3)

y—x

yeQt yeQ—

Weiter steht v; fiir den Konormalenspuroperator von H?(Q) nach H~'/2(T"), der definiert
ist gemass

YU = 8nu|r = (n,yogradu) = ny - v (grad u); + ng - v (grad u)s.

Dabei bezeichnet n € S' den Einheitsnormalenvektor, welcher im zweidimensionalen Fall defi-
niert ist gemass

n = ﬁ, wobei 7= \/(&)T mit &€ =x () fir zeT€G. (1.4)
n
x bezeichnet hierbei die bijektive Abbildung vom Referenz-Element auf den Rand I'; G ist eine
Paneelierung (vgl. dazu Seite 21). Somit stellt 7y, u die Ableitung in Normalenrichtung auf dem
Rand I' dar. Analog zu (1.3) bezeichnet +;"u den Grenzwert der Normalenableitung von Q%
nach I', 7y v denjenigen von 2~ nach I' — konkret also

1 u(z) = lim Onu(y) vy u(z) == lim Onu(y) zel. (1.5)

yeQt yeQ—

1.2.1 0. Ordnung

Fiir die folgenden Formulierungen werden zwei abkiirzende Schreibweisen fiir den Dirichlet-
und den Neumann-Sprung iiber den Rand I' benétigt:

[vou] = ’yaru(t) — o u(t) = u(t,0%) —u(t,07)
[’Ylu] = ’Yf_u(t) - ’Yl_u(t) = 6nu(t7 0+) - anu(tv 0_)

Damit ergibt sich fiir die 0. Ordnung;:

— Aug(t,s) = f inQ (1.6a)

up(t,s) = g auf 00 (1.6b)

[Youol(t) = 0  auf’ (1.6¢)

[iuo)(t) — co - youo(t) = 0  aufTl (1.6d)
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1.2.2 1. Ordnung

Analog ergibt sich im Fall der 1. Ordnung

- Builts) = 0 w0
ui(t,s) = 0 auf 09
[Youi](t) = 0 auf T
2
c
[mw](t) —co - your(t,0) = 2 -yup(t)  aufTl

1.2.3 2. Ordnung

Fiir die Darstellung der 2. Ordnung wird zusétzlich die Krimmung x(t) auf I verwendet, die

gemass
z(t) - y()" —=(t)" - y(t)

k(t) : =
" ORI O

definiert ist. Aus Abschnitt 7.2 in [3] ergibt sich fiir die Kriimmung in Polarkoordinaten

_20,1(9)? + ()2 —r(p) - ()
K(p) = .

VO (@ + (e
Fiir die Kreislinie mit Radius R folgt aus r(t) = R durch Einsetzen x(t) = \/1;7223 = %.

Weiter seien die abkiirzenden Schreibweisen fiir die Mittelwerte tiber I' eingefiihrt:

{roub(t) = S35 ult) +pu)) = 5(ult,0") +u(t,07)),
{mult) = %(fyfu(t) - fyl_u(t)) = %(anu(t,0+) + anu(t,O_)).
Damit ergibt sich fiir die 2. Ordnung das Gleichungssystem
— Aug(t,s) = 0 in Q
ug(t,s) = 0 auf 0Q
c ¢
ous)(t) = —Z5r() -qouo(t) = 35 - {mue}(t)  aufT
2 ¢
Prus](®) = co - {oua}(t) = - vom(®) + iﬂ(t) {yuo}(t)
7l co
+ﬁ ouo(t) = o5 - O2y0u(t) auf T,

(1.94)

Fiir die Zukunft bezeichnen g und h den Dirichlet- bzw. Neumann-Sprung in der 2. Ordnung;:

€0

— _%.. _ %
9(t) = —gyr - youot) — 35 - {muok(t)
c? co 7c co
h(t) = go Toun(t) + ok {nuo(t) + ﬁ “0uo(t) — 75 - O youo(t).

(1.10a)

(1.10b)



Kapitel 2

Randintegraloperatoren

Das Konzept der Randintegralmethode beruht darauf, die unbekannte Funktion einer Diffe-
rentialgleichung durch ein so genanntes Potential (in diesem Fall dem Einfachschicht- und
Doppelschicht-Potential) darzustellen, um anschliessend die Losung mit Hilfe den Randbedin-
gungen zu approximieren. Vorerst sind dazu die Definitionen der entsprechenden Operatoren
und Potentiale notwendig.

Als ersten Operator sei der Einfachschicht-Operator S : H~/2(I') — H'(Q) gemiiss
/Gw— y)ds, Yz cRI\NT (2.1)
definiert, gefolgt vom Doppelschicht-Operator D : H/ () — HY(Q) mit der Darstellung

_ /Fanya(x —y)(y)ds, VaeRI\T. (2.2)

G(xz — y) bezeichne immer die so genannte Fundamentallésung des Operators £, welche im
Fall des Laplace-Operators (£ = —A) und des Helmholtzoperators (£ = —A —k?) in Tabelle 2.1
aufgefithrt sind. Hyp bezeichne dabei die Hankelfunktion 1. Art: Ho(z) = Jo(z) + iYo(x).

Gz —vy) 2 dim 3 dim
1 1 1
Lapl ——1 - —
aplace o og |z — y| P P
1 1 etklz—yl
Helmbholt —— - Hyo(k|z — _——
elmholtz o o(klz —y|) yr

Tabelle 2.1: Fundamentallésungen der Laplace- und Helmholtzgleichung

Da in dieser Arbeit das zweidimensionale Laplaceproblem behandelt wird, sei die Bedingung
Lu = 0 kurz nachgewiesen:

2
Lu = —A(Sp)= —Z@gi(Sgp) Z/G x —y)p(y) dsy
= Z /(—— log\x—y!> =—/232 log |z — ylp(y) dy
1 (2 — y2)* — (w1 — 1)’ (z1 = y1)* — (22 — y)°
= — + (y) dsy = 0.
2m / (@1 —91)? + (w2 — y2)2)2 (@1 —91)? + (22 — y2)2)2 o
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2.1 Einfachschicht- und Doppelschicht-Potential

2.1.1 Spuroperator 73[

Wendet man fiir eine gegebene Dichte ¢(z) den Spuroperator fy(jf aus (1.3) auf den Einfachschicht-
Operator (S¢)(z) an, so erhélt man das Einfachschicht-Potential V* : H~1/2(T") — H/2(I),
welches definiert ist geméss

(VEp) (z) : _'Yo (Sp)(x /G:c— y) dsy Ve el.

Teilt man das Einfachschicht-Potential fiir gegebenes y in zwei Integrale auf, wobei das Erste
iber I'. :={z € I': |z — y| < ¢} und das Zweite tiber T' \ T'¢ lauft, so kann fiir ¢ € L*°(T") und
x — y die Stetigkeit von (S¢)(z) gezeigt werden. Fiir den Dirichlet-Sprung iiber I' (vgl. (1.3))
gilt demnach:

[Y0S¢] =7 Se — 5 Sp =0 Vo e HV2(D).
Demzufolge gilt fiir beliebiges p € L®(T'): (VTo)(x) = (V=) (z) =: (Vo)(x).

Eine etwas aufwindigere Rechnung, die beispielsweise in Satz 3.3.1 in [5] zu finden ist, fiihrt fiir
eine gegebene Dichte ¢ (x) im Fall des Doppelschicht-Operators (Dv)(x) nach Anwendung des
Spuroperators fy(jf auf das Doppelschicht-Potential K : H'/ ) —H 1 2(T), welches durch

1 1
DY) = £50() + [ 0,6 = )il) ds, = £50(0) + (K)la)  VaeT
definiert ist. Fiir die Sprungrelation von 7 iber den Rand I' gilt hier

0D i= if Db =9 Db = () + (KY)(@) + 30() = (o)) =6 Vo € HIA(D)

Der Mittelwert von 7y iiber den Rand I' liefert einerseits fiir den Einfachschicht-Operator

{1080} = (9 Sep(t, 07) + 15 Sep(t,07)) = 5 (Veolt,07) + Vip(t,07) ) = Vg,

und andererseits fiir den Doppelschicht-Operator

{100V} = 3 (7f Du(t,0) + 95 Dv(t,07)) = 3 (30 + Ko — 3o+ Kv)) = Kv

2.1.2 Konormalenspuroperator 'yli

Dasselbe Vorgehen liefert mit der Dichte ¢(z) im Fall des Konormalenspuroperators ’yli, ange-
wandt auf den Einfachschicht-Operator (S¢)(z), das adjungierte Doppelschicht-Potential
K': HY2(T') — H-Y*(I'), das gemiss

T (S9)la) = Fge(e) + 0 [ Glo—u)ply) ds, = Fela) + (Kp)@)  VaeT.

definiert ist. Die Sprungrelation von ~y; iiber den Rand I' liefert hier

Sl =11 S — 77 S =~ 0(w) + (K'g)(x) — 50le) ~ (K'p)(w) =~ Vo€ HVAD).
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~vif angewandt auf den Doppelschicht-Operator (Dv)(z) liefert schliesslich das Hypersingulér-
Potential W= : H/2(I') — H~'/*(I"):

D)) = On. [ 0,,Gla = y)oly) ds, = (WE0)a)  VaeT,
Analog zum Einfachschicht-Potential verschwindet der Neumann-Sprung tiber den Rand I':

MDY} =Dy =4y DY =0 V¢ e HA(D);
und somit gilt: (Wtp)(z) = (W) (z) = (Wep)(x).

Die Mittelwerte der Ableitung ~y; iiber den Rand I' ergeben fiir den Einfachschicht-Operator
die Beziehung

{nSe} = 3(3 Se(t,07) + 97 Sp(t,07)) = 3( = 3¢+ K'v + v + K'¢) = K'4),
fiir den Doppelschicht-Operator lautet der Mittelwert der Ableitung

{(n Dy} = (W (t,07) + We(t,07)) = We.

Samtliche Eigenschaften der Spuroperatoren v und 71, bzw. deren Mittelwerte sind in Tabelle 2.2
nochmals etwas tibersichtlicher zusammengefasst:

Einfachschicht-Operator | Doppelschicht-Operator
Spuroperator 0Sp] = [Vl =0 DY) = [Ky] =4
Konormalenspuroperator [v19¢] = [K'¢] = —¢ [ DY) = [Wey] =0
Mittelwert || {y0S¢} ={Ve} =V {rDv} = Ky
Mittelwert der Ableitung {mSe} =K'y {nDy} ={Wy} =Wr

Tabelle 2.2: Sprungrelationen und Mittelwerte des Einfachschicht- und Doppelschicht-Operators

2.1.3 Sesquilinearformen

Zu den oben eingefiihrten Operatoren V = S, :t%]l + K =, D, :t 1+ K =~ +S und
W = ~1 D lassen sich nun entsprechende Sesquilinearformen deﬁnleren (Vgl dazu Lemma 2.1.35
in [2]), wobei (-,-)2(r) stets die Erweiterung des L*-Skalarproduktes auf HY2(I') x H-'/2(I)
bzw. H=1/2(T") x HY2(I') bezeichnet:

By : HY2(T) x HY*(I) - C By (0,%) :== (Ve,¥) 12(r) (2.3a)
B : H'/*(T) x H'*(I) - C Br (¥, ¢) := (K, ) r2(r) (2.3b)
By : H-?(T) x H*(I) — C Brer (¢, 9) = (K'¢,¥) 12y (2.3¢)
By : HY/*(I') x HY/*(I') = C By (1,) := (Wb, 1) p2(r) (2.3d)

Mit Hilfe dieser eingefiihrten Operatoren kénnen die klassischen Formulierungen der Randwert-
probleme aus Abschnitt 1.1 nun mittels Variationsformulierungen beschrieben werden; vgl. dazu
Abschnitt 3.1.
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2.2 Newtonpotential
Als weiterer Operator sei das Newtonpotential N : C§°(R?) — C°°(R?) definiert gemiss
W)= | Gl-yfwdy Yee R, (2.4)

Wendet man den Laplace-Operator £ auf das Newtonpotential an, so ergibt sich mit Hilfe der
Dirac’schen Delta-Distribution 6(x)

0= [ A=ty = [ o)) dy = )

Mit Hilfe des Newtonpotentials konnen der Einfachschicht- und Doppelschicht-Operator S und
D in alternativer Form definiert werden. Mit den dualen Abbildungen 7 und ~; von 7y bzw. v;
bedeutet dies im Einzelnen

(Se)(x) = (N1p9) (@) (DY) (x) = NY19) ().

2.2.1 Homogene Darstellung des Randwertproblems 0. Ordnung

Gleichung 1.6 kann mittels des Newtonpotentials auf eine homogene Form gebracht werden:
Dazu definiere man (¢, s) und §(t, s) durch

ao(t, s) == ug(t,s) — (Nf)(t,s) g(t,s) :==g(t,s) — (Nf)(t,s |8Q

Das Gleichungssystem der 0. Ordnung kann nun mit der Stetigkeit des Newtonpotentials, also
der Eigenschaft [yoN f] = [N f] =0 V f € C§° folgendermassen umgeformt werden:

—Aty = —Aug— AWNf) = f(z) - LNS)=0
0| 5, |y = WNH)pq =9 = NS)|pq =9+ WNF) |aa Whlpo =9
[oto](t) = [vouo — N f](t) = [ouol(t) — [voN f](t) =
[y1t0](t) — co - oto(t) = [yiuo — NN F](t) — co (Uo(f, 0) — (M), 0))
= [nuo)(t) — [N fI(t) — co - uo(t,0) +co - (Nf)(2,0)
= [nuo](t) — co - uo(t,0) + co - (N f)(t,0) = co - (Nf)(2,0).

Es ergibt sich also folgende zu (1.6) dquivalente Darstellung:

—Atp(z) = 0 in Q
to(z) = g auf 0 (2.5)
[Yoto](t) = 0 auf T
[(viio](t) — co - Yolo(t) = co- (Nf)(t,0)  aufT.

Die Schwierigkeit hierbei ist, dass (N f)(¢,0) ein Raumintegral ist, welches sehr aufwindig zu
berechnen ist. Aus diesem Grund wird die homogene Darstellung aus (2.5) nicht weiter unter-
sucht.
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2.3 Caldéron-Projektoren

Mit den in Abschnitt 2.1 eingefiihrten Potentialen 14sst sich nun ein weiterer Operator definieren,
der so genannte Caldéron-Operator

-K Vv
C = . (2.6)
W K’
C ergibt sich aus den beiden Caldéron-Projektoren
L+ -V 11 - K 1%
Ppi=| 2 N . Poi=| 2 . (2.7)
-w  51-K w s1+ K’

geméss C' = %(P_ — Py). Aus der Projektionseigenschaft von Py und P_ folgen insbesondere
die beiden Beziehungen

(Py)? = Py (P} =P.. (2.8)

2.4 Poincaré-Steklov-Operatoren

Als vorlaufig letzte neuen Operatoren werden die beiden Poincaré-Steklov-Operatoren P;
und Pg eingefiihrt. Fiir das Aussen- bzw. Innenraumgebiet sind sie definiert geméss

Pd (ygu) =u Pg (o u) = s
sie ordnen also einer Losung des Dirichlet-Problems die Neumann-Daten zu.

Bevor die Operatoren P; und Pg explizit dargestellt werden, sollen ausgehend von den Caldéron-
Projektoren Py und P_ aus (2.7) vier Identitdten — die so genannten Caldéron-Identitéiten
— hergeleitet werden.

Die Projektionseigenschaften Py = (Py)? aus (2.8) liefern

K+i1 -v [ K+3i1 -V K+31 -V

-W  i1-K -W  i1-K' -W  31-K'
K+K*+VW+11  -V—-KV+VK
W -WEK+KW —K +K?+WV+11

beziehungsweise

00\ [K4VW-31 —-KV+VK
0 0 ~WK+EKW +K?+WvV-1i1 )’

woraus die folgenden vier Identitéiten resultieren:

VW = 11 - K? bzw. Wl = w4+ VTIK? (2.9a)
KV = VK’ bzw. VK = K'v! (2.9b)
WK = K'W

WV = 11 - K"
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2.4.1 Explizite Darstellung von Pg fiir das Innenraumgebiet

Fiir die explizite Darstellung des Poincaré-Steklov-Operators Py im Innenraum betrachte man
fiir u die Greensche Darstellungsformel u = Svy; v — D7y u. Wendet man darauf die Spuropera-
toren v, und v, an, so erhédlt man
Yu = Vyu— (K — %]l)’yau (2.10a)
Nu = (K'+%]l)’yl_u+W'yO_u. (2.10b)

Aus Gleichung 2.10a folgt Vv u = %fyau + K7, u, und somit v, u = Vfl(%]l + K)’y&u. Dies
lasst sich mittels den in (2.9) hergeleiteten Beziehungen weiter umformen:
P; = VvI(A14+K) =ty 4yt vk G gyt Lyl gy
C® oty g 4 LK 4y
W4+ lv 4+ WK+ IRV + KVIIK =W+ AV + KV (L1 + K)
= W+ (G1+K)V (31 + K);

insgesamt erhélt man also

7 u=Pg(yu) = Vﬁl(%]l +K)’y§u = Wryu+ (%]l —I—K’)Vﬁl(%]l +K)’yau. (2.11)

2.4.2 Explizite Darstellung von P§L fiir das Aussenraumgebiet

Fiir das Aussenraumgebiet folgt mit der Darstellung u = —S’yfr u+ D'yar u die Beziehungen

Yu = —V'yfru—l—(Kﬂ—%]l)'yaru (2.12a)
yiu = —(K’—%]l)’yfu—W’yJu. (2.12b)

Analog dem Innenraum folgt aus (2.12a) die Gleichung —nyfr U = (%]1 - K )*yar u, und somit
'yf uw= V! (%]l - K ) 'yg u. Verwendet man erneut die oben hergeleiteten Beziehungen, so gilt
weiter

Pf = V(1K) =yl oty vyt g O Ly _y g2 Lyl y ik

P2 _w v 4 v K 4 v K - VR
= W3V '+ IVIK+ KV - KVIK=-W- (V' -KV (i1 -K)
= W (1K) (~vT) (b1 - K);

und somit

vu= ng(’yaru) = —V_l(%]l—K)'yaru = —Wrju+ (%]l—K') . (—V_l) (%]l—K)’yaru. (2.13)

2.4.3 Neumann-Sprung mittels Poincaré-Steklov-Operatoren

Fiir spiatere Anwendungen sei hier noch die Sprungbedingung —[v;u] mit Hilfe der Poincaré-
Steklov-Operatoren ng und Pg dargestellt:

—mu] = u—9u
= Py(yu) — Pf(ygu)
= Wryu+ GL+K)WV AL+ K)ypu+Wrdu— (31— K') - (-V H (31 - K)yu.
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Im Fall der 0. und 1. Ordnung ist [you] = 0, also 7 u = 7, =: You, und obige Gleichung
vereinfacht sich weiter zu

—[mu] = (Pg — Pd)you
= 2Wru+ 31+ KWV ' (31+ K)ypu— (31— K') - (= V) (31 - K)you. (2.14)






Kapitel 3

Formulierungen der Randwertprobleme

3.1 Variationsformulierung

Eine Schwierigkeit der klassischen Formulierung der Randwertprobleme (1.6), (1.7) und (1.9)
aus Abschnitt 1.2 ist die Frage nach deren Existenz und Eindeutigkeit. Diese kann in der klas-
sischen Darstellung nicht befriedigend beantwortet werden. Ein Ausweg besteht darin, die Glei-
chungssysteme als Variationsformulierungen auszudriicken. Die entsprechenden Losungen der
Variationsprobleme werden schwache Losungen genannt.

Fiir das weitere Vorgehen benétigt man die erste Greensche Formel. Mit der Vorzeichenfunktion

1 fir Q=0
o0 =
@ 1 firQ=0F

lasst sich diese aus der Identitdt —Au = — div(Vu), angewandt auf das Gauss-Theorem, formu-
lieren (vgl. dazu Abschnitt 1.1 und Abschnitt 5.4 in [5]):

Sei 2 ein Lipschitz-Gebiet, u € H'(Q) mit —Au € L*(Q2), und v € C§°(R?). Dann gilt die erste
Greensche Formel

/ <grad u, grad v> dxr = /—Auv dx + oq / Y1uYov dsg.
Q r

Verwendet man weiter fiir die linke Seite die Schreibweise Ba(u,v) := [qr (Vu, Vo) da; die
Abkiirzung (-,-)r2(r) fiir das L?-Skalarprodukt auf I'; und fiir den Laplace-Operator —A die
Bezeichnung L, so kénnen aus der Vorzeichenfunktion zwei Versionen der Greenschen Formel
abgeleitet werden:

(Lu,v)20-) = B-(u,v) — (fyfu,fyav)m(r) in Q™
(Lu,v) 20ty = Bi(u,v) + ('yfru,'yarv)m(r) in QF.

Addition der beiden Gleichungen liefert unter der Verwendung, dass v € C§°(R?) ist, also 'yar v =
Yo ¥ = 7Yov gilt, schliesslich
(Lu,v)2m2y = Bi(u,v) + B_(u,0) + (77 4, %00) 12(r) — (97 % Y00) L2(r)
= B(u,v) + ([’ylu],fyov)m(r). (3.1)
Um nun eine Variationsformulierung zu erhalten, multipliziere man Lu = f mit Funktionen
v € C§°(R?), und integriere iiber 2~ U Q+ = R%:
3.1)

(fav)LQ(RQ) = /RQ f V= - Lu-v= ([,U,U)LQ(RQ) (: B(u,v) + ([’Ylu],’YOU)LQ(F),

13
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und somit

B(u,v) = (f,v)r2g2) — ([71“]7'70U)L2(F)- (3.2)
3.1.1 0. Ordnung
Im Fall der 0. Ordnung ist [yiug] = co - Youp. Definiert man nun Fy(v) geméss Fy(v) =

(fsv)r2m2) — ([v1uo), v0v) r2(ry 5O ergibt sich aus (3.2) die folgende Variationsformulierung:
Suche ug € H'(R?) mit [youo] = 0, so dass
B(uo,v) + ¢ - (’VOUOv’VOU)Lz(F) = Fo(v)

gilt fiir alle v € H'(R?) mit [ypv] = 0, wobei Fy(v) := (f,v) L2 (m2)-

3.1.2 1. Ordnung

Ausgehend von der obigen Gleichung 3.2 kann man im Fall der 1. Ordnung, also mit f = 0
2

und [yu1] = ¢o - your + %0 “ Youp, ganz analog vorgehen. Definiert man F) geméss Fj(v) :=

—(['ylul],yov) £2(ry 5O ergibt sich die folgende Variationsformulierung:

Suche u; € H'(R?) mit [you1] = 0, so dass

B(u1,v) + co (70“1770”)L2(r) = F1(v)

N

C

gilt fiir alle v € H'(R?) mit [yov] = 0, wobei Fy(v) := —% ('youo,'yov)Lz(F).

3.1.3 2. Ordnung

Fiir die 2. Ordnung kann wieder Gleichung 3.2 herangezogen werden. Mit f = 0 und [yjug] =
co - {youz2} + h mit h wie in (1.10b) ergibt sich diesmal fiir B(ug,v):

B(“Qv ’U) = _(([VIUQL PYOU) L2(T) = —Co- ({70“’2}7 PYOU) L2(I) - (h7 70”)L2(F)
62 C
= —Co- ({'YOUQ}"YOU)LQ(F) - go ’ ('YOula'YOU)Lz(F) - i’i' ({’Yluo},’YoU)Lz(p)
7c3 o
_ﬁ ' (70“07’70’0)[/2(1") + E ' (81?70“07’70@)112({‘)'

Die Ableitung im letzten Term kann mittels partieller Integration auf ypv verlagert werden:

(aqu(t, 0), 70@)[,2(1“) = /Fafuo “you dt = [atUQ . 'YO’U] or /F Opug - Opyov dt
—_—
=0
= — [uo ' at'YOU} o —i—/Fuo O yov dt = (UO(tvO) » Of ’VOU)B(F)'
—_—

=0
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Damit lasst sich F5 definieren geméss

c? G
FQ(’U) = _EO : (’Youla’YOU)Lz(p) - iﬁ" ) ({71U0},’)/OU)L2(F)
7 €0 2
—% . ('youo,’YoU)Lg(F) + E : (UO(t’O) ) 8t ’YOU)LQ(F)' (33)

Nun lésst sich auch fiir die 2. Ordnung die Variationsformulierung aufstellen:

Suche uy € H'(R?) mit [youz] = =52~ - Youo — 5 - {11u0}, so dass
B(U’Q’ U) +co- ({70”2}5 IYOU)LZ(F) = FQ(U)

gilt fiir alle v € H'(R?) mit [ygv] = 0, wobei F(v) definiert ist gemiiss (3.3).

3.2 Indirekte Formulierung

Das Prinzip der indirekten Methode besteht darin, dass die unbekannten Dichtefunktionen ¢
und ¥ zunéchst mit Hilfe der vorgegebenen Sprungbedingungen als Losungen von Randintegral-
gleichungen bestimmt werden. Einsetzen in die zugehoérigen Potentiale liefert dann die Losung
des Transmissionsproblems.

Bevor mit der eigentlichen Formulierung begonnen werden kann, miissen die drei Gleichungs-
systeme auf eine homogene Form, also mit verschwindendem Laplace-Term —Aw = 0, gebracht
werden (vgl. dazu den Abschnitt 3.3 ”Formulierung mit Anregungsfeld” auf Seite 16).

Fiir das allgemeine Gleichungssystem Au = 0, [you] = d, [y1u] = v kann man wie folgt vorgehen:
Seien die Dichten ¢ € H~'/2(T) und ¢ € HY?(T) fiir den allgemeinen Losungsansatz u =
Sy + D1 verwendet. Damit ist die Laplace-Bedingung stets erfiillt:

—Au=—-A(Sp+ D)) = —ASp — ADy = 0.
Mit den Sprungrelationen 9 und +; und den Eigenschaften aus Tabelle 2.2 ergibt sich weiter:

[vou] = [10(S¢ + Dv)] = [10Se] + DY) = DY) =v¢ =4
u] = [1(Se+ Dy)] = nSy] + DY) = [nS¢] = —p = v.
Somit kann man die Lésung u des Transmissionsproblems explizit angeben:
u=_Sp+ Dy =Dj— Sv. (3.4)

0. Ordnung
Bei der 0. Ordnung ist dp = 0 ~ ¢ und vy = ¢ - Youo ~ . Damit lésst sich (3.4) schreiben als

ug = —cg - Syug in R? \T = Youg = —cg - Vug auf I

1. Ordnung

Fiir die 1. Ordnung gilt §1 = 0 ~ ¢ und v; = ¢y - You1 + % “Youp =~ ¢, und somit folgt fiir (3.4)

2 2
Ul = —cg - Syup — %0 - Svyoup  in R2 \T = You1 +co - Vuyp = %0 -Vuy aufl.



16 KAPITEL 3. FORMULIERUNGEN DER RANDWERTPROBLEME

2. Ordnung

2 3
Die 2. Ordnung gilt 01 = — 5% - Youo — 53 - {miuo} ~ ¢ und 1 = L - youy + %k - {yrue} + ;4% .
Youo — 15 - 02youp ~ . (3.4) ldsst sich damit darstellen gemiss

c 2

0
— O Dyug - 2. D %
U9 51 Drouo {71uo} - Syour — 24,% S{viuo}
7c ) 9
—% Syou 0+— 7 Syoup inR*\T
= {wow} = —con K Wup— Dy Ko — 10 vy + °a2v fT
You2 = 24/-4: ug — () 6 (75} 24/% 240 () t V Up au .

Die zweite Gleichheit folgt unter anderem aus D{'yluo} = —D(’y1 uo+7, uo) = %(Wuo—}—Wuo)
Wugp und aus S{yup} = (S’y1 ug+ Sy, uo) (( 1 —|—K’)u0 + ( — %]1 + ’) 0) = K'ug.

3.3 Formulierung mit Anregungsfeld

Die Gleichungssysteme (1.6) — (1.9) gelten im-

mer fiir das totale Feld u{*, u{°* und uf°*. All-

gemein lasst sich ein solches totales Feld vt Qr
aufteilen in eine einfallende und eine gestreute

Welle: u'°t = 4" + 454 wobei die gestreute

Welle ©5* nur im Aussenraum Q7 auftritt.

Um die Gleichungssysteme zu l6sen, kann also

. . . . tot  _ inc scat
eine neue Funktion u definiert werden gemass u = u " +tu
. — ulnC + U
wp = uf® —u in QF (3.5)
up = uf in O, :

mit £ € {0,1,2}. Mit diesen neu konstruierten Funktionen u, kénnen (1.6) — (1.9) nun in leicht
veranderter Form dargestellt werden.

0. Ordnung

Bei der 0. Ordnung verschwindet der Dirichlet-Sprung, ['yOug"t} = 0; fiir den Neumann-Sprung

gilt [y1uf™] — co - youl’® = 0. Mit den in (3.5) neu konstruierten Funktionen u, kann man das
Gleichungssystem (1.6) demnach wie folgt darstellen:

=0
tot inc —, tot __ tot inc
[’YOUO} = ’Yo Uy — Y U0 = 'Yo Ug  — ’Yo Uy — uy’ ['YOUO ] 'Yo Ug
— _ +, tot +, inc tot tot
[’Yluo] —C YU = ’Y1 Ug — Y Uo — Co ’Yo U ="y Uy —Y Uy — Y1 Uy — €0 Yol
_ tot inc
= [nug™] = co - youp™ = ugc.

=0
Somit folgt fiir die 0. Ordnung:

{ [Youo =g ud —. { [Youo] = 6o (3.6)
[yiuo) —co-vguo = —5ufc [y1u0] —co-ou0 = wo
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1. Ordnung
Fiir die 1. Ordnung verschwindet der Dirichlet-Sprung ebenfalls, [’yout(’t] = 0; der Neumann
2
Sprung betrigt [v1u{®"] — cp - Youl®® = L - Youp. Damit erhélt man in analoger Vorgehensweise
=0
_ tot inc
[’Youl] = [’You1 ] ’Yo Uy
[viui] = co-vour = (11wl = o - youl® =5 ul,
3 o2
B youlet="L 5 uo
und somit
+,,inc
Your| = —pu , Your] = 0
[ - ] g ‘ 1nc ) [ — ] (37)
[’Ylu1] —C- YU = F Y ’Y1 [’Yﬂh] —C-YUur = Vi

2. Ordnung

Fiir die 2. Ordnung werden die rechten Seiten g und h aus (1.10) verwendet. Damit folgt fiir
den Dirichlet-Sprung [youl| = g; fiir den Neumann Sprung gilt [y1uf*] — co - {you¥*} = h.

Aus diesen Beziehungen ergibt sich

=9

——
[ouz] = Aguz =g ue =g us" — g up — g up = [rous] -7 upe
[nus] —co- {roua} = i us =7 ua — G (g u2 + g u2)
= N UEOt M ul2nc M ut20t - (’Yo ut20t — % UIQHC + % UEOt)
= [nut] —co- {noud} - uyC + G g e
=h
Damit folgt nun mit den rechten Seiten ds und 5 das neue Gleichungssystem
{ [’YOUQ] 99— Fulne —. { [’YOUQ] = 0
[yiug] = co - {rou2} = h—~jule - Uy [r1uz] — co - {rous} 2(3 87/)2.

3.4 Direkte Formulierung mittels Poincaré-Steklov-Operatoren

In Abschnitt 3.3 wurde gezeigt, dass die zu lésenden Gleichungssysteme dargestellt werden

konnen durch eine Funktion u, die u = «'' im Innenraum Q= und u = ' — %™ im Aus-
M

senraum Q7 erfiillt.

Mit den allgemeinen Bezeichnungen 4, fiir den Dirichlet-Sprung und vy fiir den Neumann-Sprung
erhalt man fiir die "neuen” Gleichungssysteme die allgemeine Gestalt

0. Ordnung: 1. Ordnung;: 2. Ordnung:

{ [Youo] = do { [You1] = 61 { [Youz] = 02
[1uo] — co-youo = 1o [rui] —co-your = 1 [y1ug] —co - {you2} = 12
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3.4.1 0. und 1. Ordnung

Die 0. und 1. Ordnung unterscheiden sich lediglich in ihren Sprungeigenschaften, wodurch sie
identisch behandelt werden koénnen. Der Index ¢ in w;, §; oder v; ersetzt in der folgenden Her-
leitung die 0. oder 1. Ordnung. Fiir die beiden Spriinge gilt damit

[Yous]) = 0 = Yo ui =y ui + 6 (3.9a)
[Yiwi] —co -7 i = V4 = —v; = —[y1w) + co - Yo Wi (3.9b)

Mithilfe der beiden Poincaré-Steklov-Operatoren Pg und Pg aus Abschnitt 2.4 kann (3.9b)
dargestellt werden als (2.11)
_ _ (213 _, _ _
-V = ’ylul‘—’)’i’—Ui—f—Co-fyo’U,z‘ :)PS(’)’OUZ)—P;(’)’S—UZ)‘FCO’)/OUZ
(3.9a) __, _ _ _ , _ _
=" Pg (v ws) — P4 (v ws) = P& (8:) + co -7 ws = (Ps — P g ws — P (6) + o - g wi

P2 oWag i+ (31 4+ K) VT (AL + K) g ui — (31— K) - (= V) (31— K)o
_pg,r((si) + co - Yo Ui <2él)vfuz' ()
Mit v u; = v u; — 0; ergibt sich weiter CAD b, (o)
—vi = 2Waguit (314 K)yuw— (31-K) - (= V) (51 - K)yf
+E1-K) - (=V Y (A1 - K)6 —PS(8) + co - g wie
=P (8;)

Somit ergibt sich mit Vv, u; = (%]l —I—K)’yo_ul- und —V'yful- = (%]l —K)'ygul- (Vgl. (%) und (**))
das Gleichungssystem
Wy ui+ (31 4+ K')yyui— (31— K )vfui+co-vguw = (BL+K') PE(&) —vi
Vg ui — (%]l + K)fy&uz =
Voiui+ (31— K)yfw =
Als néchstes wird versucht, die drei Gleichungen auf zwei Gleichungen zu reduzieren. Dazu

ersetze man einerseits ’y{f u; durch v, u; + 0;, und andererseits ’yf u; durch v u; +v; + co - g Ui
(vgl. (3.9)). Dann gilt

2Wrgui + (314 K') vy ui — (31 — K') vy w
—(%]1—K’)I/Z‘—Co(%ﬂ—K/)’)’O_ui—i-C()"’)/O_uz‘ = (%]l—l—K’)P;(él)—yl
Varu — (31 + K)o ui
Voyrui+Vvi+co - Vygui+ (31— K)ygu + (31— K)§; =

Addition der zweiten Gleichung mit der Dritten liefert
2Wrygwi + 2K v ui +co(31 4+ K )ypui = (31+K')-Pd(6;)— (31+K')y
2V u; — 2Kygu; +co - Vygu; = —(%]l — K)éi -V
was die Definition eines Tensors A nahe legt:

A (’yo_ui> _ ( oW +co(21+ K') 2K’ ) (’yo_ui> _ ((%JHK’) (P (5:) _Vz‘)>. (3.10)

Vi Ui co-V—-2K 2V Y1 Wi —(%]]_—K)(SZ’—VI/Z'
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3.4.2 2. Ordnung

Die 2. Ordnung besitzt folgende Sprungeigenschaften:

[ougl =02 = gug =g uz + 8 (3.11a)
[Viug] —co - {nuz} =rv2 = —vy = —[v1ug] +co - {7g u2}
=7 u2 — 77 u2 + L (Vg u2 + g u2)
(3.11a) _

=" Uy —y uz + oYy u2 + L - b (3.11b)

Wieder kann man die beiden Poincaré-Steklov-Operatoren P; und Pg aus Abschnitt 2.4 be-
nutzen, um (3.9b) darzustellen als 2.11)
_ _ 13) ., _
—D -1y = pur—Yustepur = Pg(vpu2) — Pd(vgu2) 4 co g ue
31la) __, _ _ _
( :a)Ps (’YQ'UQ)_P;_('YQ U2)_P;(52)+CO"YQU2
2.14 _ _ _ _ _
oW+ (314 K) V(314 K)jue— (31— K) - (= V) (3= K)yg

_P;((SQ) +co- ’)/O_UQ. <2él)71_u2

(2.13)
="y ug

Ersetzt man v, ug durch v3 us — da, vgl. (3.11a), so ergibt sich weiter ]

—Gh—ry = 2Wrgua+ (31 +K)yyug — (51 - K') - (= V) (51 - K)vgug
+(31-K') - (= V(A1 - K)dy — P (52) + co - 75 ua.

=Pg (52)

Wie im obigen Fall ergibt sich mit V-~ us = (%]l + K)y&uz und —Vyfuz = (%]l — K)'Y(J{UQ das
Gleichungssystem
2Wryg ug + (%]l +K’)’yfu2 — (%]l — K’)yfuz +coypur = (%]l +K’)P§f(5g) — L5 -
Vg ug — (%]1 —i—K)nyU,Q =
VA ug + (%]1 — K)’)/S_'UQ = 0.
Mit 'y(')"u2 = 7 u2 + 62 und 'yf’u2 =y uz +rv2+co-yyuz + 5 - 62 (vgl (3.11)) folgt weiter
2Wguz + (31 + K"y us = (31 = K)yyue — (31— K')ws
(1= K - $ 1K) s = (KRG -3 b
Varu - (314 K)rgus =
Vytug+ Vg 4o Vygue+ 2 -V + (31— K)yguz + (31— K)o = 0.
Addition der zweiten Gleichung mit der Dritten liefert
QW ug + 2Ky us + co(31+ K')ygue = (314 K')PS(62) — L (31 + K')d — (31 + K)o
2VAyTug —2Kygua +co- Vygue = —(%]l — K)ég -GV — Vi
was durch denselben Tensor A wie bei der 0. und 1. Ordnung ausgedriickt werden kann:
A (youQ> _ ( oW + (31 + K') 2K’ ) <70u2> _ ( 31+ K')(Pg(62) — % 02 — y2)>

V1 U2 co-V —2K 2V vy U2 —(%H—K)Q—%)'V(SQ—VZ/Q
(3.12)






Kapitel 4

Explizite Darstellung der Systemmatrix

Thema dieses Abschnittes ist die Implementierung des Tensors A aus Gleichung 3.10 in Form
einer Blockmatrix. Das Vorgehen besteht darin, die vier Potentiale V', K, K’ und W einzeln zu
behandeln bzw. zu diskretisieren, um diese dann in der diskreten Blockmatrix A zu vereinen.

Dazu betrachte man das allgemeine Gleichungssystem

Ay = 0
You = 9,

welches in den folgenden Abschnitten durch den Einfachschicht- bzw. Doppelschicht-Operator
ausgedriickt wird.

Bevor mit der eigentlichen Implementierung begonnen werden kann, muss der Rand I" diskreti-
siert, und geeignete Transformationen definiert werden, um die Intervallgrenzen so anzupassen,
dass sie in MATLAB verwendet werden kénnen.

Im Laufe dieses Kapitels wird sich zeigen, dass die beiden Potentiale K’ und W auf K bzw. V/
zuriickgefiihrt werden konnen.

4.1 Basisfunktionen

Bevor mit der Diskretisierung der Einfachschicht- und —
Doppelschicht-Operatoren begonnen werden kann, muss \
der Rand I' diskretisiert werden, sprich in einzelne Pa-

neele 7 € ' unterteilt werden.

In diesem Zusammenhang nennt man die Menge G =
{11, 72,...,7Tn} eine Paneelierung von (), falls der ge-

samte Rand I' mit Elementen aus G dargestellt werden
kann — dass also gilt \
r=|J7=
TEG

n
Ti.
=1

i

Fir die Paneele 7; werden entweder stiickweise konstante oder stiickweise lineare Funktionen
verwendet, welche im Folgenden genauer betrachtet werden.

21



22 KAPITEL 4. EXPLIZITE DARSTELLUNG DER SYSTEMMATRIX

4.1.1 Stickweise konstante Basisfunktionen
Fiir die stiickweise konstanten Funktionen wird der Raum Sg eingefiihrt, der definiert ist geméss
Sg:={pe L®I): ¢|, ist konstant V7 € G}.

Aus dieser Definition folgt, dass sich Funktionen ¢(z) € Sg fiir eine gegebene Paneelierung G
darstellen lassen als Summe von gewichteten Basisfunktionen:

(p(.%') - Z aTibTi (1‘) = Zaibi(x)v
i=1

Ti€G
wobei die Basisfunktionen b;(z) gegeben sind durch 15—
bi(x)
= { (1) :ois:i ~ el 1) ! !
’ b Pi+1

Somit reichen bei bekannter Paneelierung G die Koeffizienten «; aus, um eine Funktion ¢(z) € Sg
eindeutig zu beschreiben.

4.1.2 Stiuckweise lineare Basisfunktionen

Die stiickweise linearen Funktionen liegen im Raum Sé, der definiert ist geméss
Sé ={ye cor) : w‘T o xr ist linear V7 € G}.

x bezeichnet wie in der Einleitung die bijektive Abbildung vom Referenz-Element 7 auf den
Rand T'. Analog zum obigen Fall konnen die Funktionen ¢ (z) € S} dargestellt werden als
Linearkombination der Basiselemente:

Y(z) = Z arly (z) = Zaiéi(x)’
1=1

T, €G

wobei die Basisfunktionen ¢;(x) gegeben sind als

1 flir z = p;
li(x) =2 0 fir x = p; # pi (4.2)

linear sonst. ; “ A X
Pi—1 Pi Pi+1
Fiir die Endpunkte a, ¢ von supp ¢; = 7; lasst sich ¢;(z) auch stiickweise darstellen durch
:Z:Z fir x € [a, b]
tiw) =9 127 b fir z € [b, (] (4.3)
c—

0 sonst.
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4.2 Transformationen

Fiir die Integration verwendet MATLAB Gauss-Quadratur mit den Integrationsgrenzen 0 und
1. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion dieses Quadraturverfahrens verweise ich auf [4]. Daher
ist es notwendig, die entstandenen Integrationsgrenzen mit geeigneten Transformationen ent-
sprechend anzupassen. Konkret sind dazu 7 Transformationstypen notwendig, die mit Hilfe des
Transformationssatzes

/Tf(x)dszz/ff(f)\/@di mit fi= foxs

hergeleitet wurden (x, bezeichnet wie immer die bijektive Abbildung vom Referenz-Element 7
auf den Rand T'; ¢ steht fiir die Gramsche Determinante). Details konnen unter 2| in Abschnitt
2.2.4 gefunden werden.

Im Folgenden werden die einzelnen Transformationen [ bis O bzw. O bis O kurz vorgestellt.

O s:la,b] —[0,1] mit s(x):= i_ ¢ Dabei gilt:
—a
cx=(b—a)s+a - dx =|b—alds -s(a) =0 -s(b) =1
1
und somit / f(z = \b—a!/ f(a—i—(b—a)s) ds.
0
. —b oo
O t:[b,c—[1,2] mit ¢(x):= " + 1. Dabei gilt:
cx=(c=b)(t—1)+b - dr =|c—bldt -t(b) =1 - t(c) =2

c 2
und somit /bf(:c)dx = |C—b|/1 f(a+(b—a)(t—1))dt.

O 6:[1,2] - [1—t2—t] mit 6(s):=s—t Dabei gilt:

Cs=0 4t . ds = df o) =1—¢ LH(2) =2 ¢
2 2t
und somit / f(s)ds = fO+t)do.
1 1t
0O 0:00,1] —[-t,1 —¢t] mit 6(s):=s—t. Dabei gilt:
cs=0+t - ds =df -0(0) = —t
1 1-t
und somit / f(s)ds =
0 —t

O Als weitere Transformation kann man, wie in der Grafik
rechts angedeutet, das zu integrierende Gebiet aufteilen
in zwei neue Gebiete, und diese dann in vertauschter Rei-
henfolge integrieren. Eine detaillierte Beschreibung kann
in [6] gefunden werden. 1 2

2-n
// f(s,n)dnds / fsndsdn—i—// f(s,n)dsdn
1 1-n
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O Analoges Vorgehen wie im obigen Fall, aber mit gednder-
ten Integrationsgrenzen liefert mit der Darstellung rechts:

2 1—t
/ f(s,m) dnds
1 —t

/21 /2”f(8ﬂ7) dsdn+/01 /11"f<s,n> ds dn .

1
t—(1-46
O o:[1-6,1] — [0,1] mit o(t)= % Dabei gilt:
ct=00+1-10 - dt = |0|do o(1-0)=0 -o(l)=1
1
und somit ]0\/ f(o0+1—90) do.
1- 9
t
0O o0:[0,2—n] —[0,1] mit o(t)= Py Dabei gilt:
ct=0(2-1n) - dt = |2 —n|do -0(0)=0 co(2—n)=1
2—n
und somit / ft)dt |2—77|/ do.
0
O 6:[1,2] — [0,1] mit 6é(n) =n—1. Dabei gilt:
-n=0+1 - dn=db -6(1)=0 -0(2)=1
2 1
und somit / fn)dng = / f(6+1)db.
1 0
t
O o:[-n,2] —[0,1] mit o(t)= ;Tn Dabei gilt:
n
ct=(24no—n - dt = |2+ n|do -o(—n) =0 -0(2)=1

2 1
und somit / ft)ydt = |2+4n| /0 f(24+n)o —n) do.
-

1-t¢
0O o:[1,1—n —[0,1] mit o(t)=——. Dabei gilt:

"
t=1-on - dt = [n|do o(1) =0 o(l-n)=1

1-n
und somit / f)ydt = |77|/ (1—on)d
1

0O 6:[-2,—-1] —[0,1] mit 6(n) =n+2. Dabei gilt:
cn=0-2  dn = df L 0(-2) = 0 LO(-1) =1

und somit / f(n = /01 f(0—2)do

O 6:[-1,00) — [0,1] mit 6(n) =n+1. Dabei gilt:
-np=0-1 - dn=db -0(-1)=0 -0(0)=1

und somit / fn / F(0—1)
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4.3 Einfachschicht-Potential V'

Fiir die Implementierung des Einfachschicht-Potentials sei an die Variationsformulierung auf
Seite 13 erinnert. Stellt man die unbekannte Funktion w(z) dar als (S¢)(z) und verwendet die
Dirichlet-Bedingung you(z) = g(x), so entsteht folgende zu 16sende Aufgabe:

Finde ¢ € H-/2(T"), sodass (V)(z) =g(z) bzw. / G-o(y)dsy =g(x) Vel gil.
r
G = G(x —y) bezeichnet die Fundamentallosung aus Tabelle 2.1. Um (V¢)(z) zu diskretisieren,

kann mit einem beliebigen Basis-Element b;(x) aus dem Raum der stiickweise konstanten Funk-
tionen multipliziert werden (vgl. Abschmtt 4.1.1), und anschliessend tiber I' integriert werden:

/ /G y) ds, ds _/Fbj(;c) -g(z) Yb; € HY(D).

Nun kann man ¢(y) approximieren mit einer Funktion aus Sg gemiss o(y) ~ > iy - bi(y).
Verwendet man weiter, dass die jeweiligen Integrale nur auf den Intervallen supp(b;) nicht ver-
schwinden, liefern, so erhalt man

//G y) ds, - bj(z) ds, = //G Za” ) dsy - bj(x) ds,

= Z//Gb ) ds, - bj(x) ds, -

_ / / ) sy by(a) ds,ai = [ 0(0) - g(a),
supp(b supp(b;) r
— By (b, b)) =

wobei By (b, b;) die in (2.3a) auf Seite 7 definierte Sesquilinearform ist. Schreibt man fiir by, ..., b,
die obige Summe aus, so erhalt man ein lineares Gleichungssystem

By (bi,b1) - a1 + By (ba,b1) - ag + -+ + By (bp,b1) -, = 11
By (bi,b2) - a1 + By (b2, b2) - ag + -+ + By (bn,b2) -y = 12

Bv(bl,bn) s+ Bv(bg,bn) B0 % N R Bv(bn,bn) Q= Tp.

Definiert man weiter V; ; := By (b;, b;) so lasst sich obiges Gleichungssystem in Matrix-Vektor-
Schreibweise formulieren:

Vii Vo1 -+ Vyu o1 r1
Vig Voo v Vyo Qo ry
Vl,n VQ,n tee Vn,n Qo Tn
beziehungsweise VT - a« = r mit den zu berechnenden Koeffizienten aq, ..., .
7 7

In den folgenden Abschnitten werden die einzelnen Eintrage der Matrix V berechnet, gefolgt von
der Berechnung der rechten Seite 7, und der Auswertung der Losung an der Stelle x, also die
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Berechnung von u(x). Ausgangspunkt davon ist immer die allgemeine Form der Eintrége V; ;,
die gegeben ist gemiss (vgl. dazu Gleichung 2.3a und die Tabelle 2.1)

Vij = Bv(bi,b;) = (Vbi,bj) 2(r //Gm— )bi dsy - b; dsz:——//log|x—y|dydx

4.3.1 Diagonal-Elemente (i = j)

a,b seien die Endpunkte von 7; (siche Bild rechts). Mithilfe der Transfor-
mation 0 kann man die Eintrége von V;; analytisch darstellen (vgl. dazu %b
auch den MATLAB-Code V_CC_1.m im Anhang Abschnitt B.1 auf Seite 57): @

1 b b 1 1l
Vii = ——/ / log |z — y| dy dx g ——]b—a!z/ / log |t(b—a) +a—s(b—a)—a|dsdt
’ 27 Jo Ja 27 0o Jo
1 bt 1
= —%]b—aP(log\b—aH—/O /0 log\t—s\dsdt> :—%\b—a\Q(log\b—al—lﬁ).

4.3.2 Subdiagonal-Elemente (j = ¢+ 1 bzw. j =i — 1)

Aufgrund der Eigenschaft by (b;,b;) = by (b, b;) Vi,j geniigt
es, nur die unteren Subdiagonal-Eintrage zu berechnen. Mit den b

Ti .
Endpunkten a,b von 7; und b, ¢ von 7,41 ergibt sich unter Ver- a Tit1
wendung der Transformationen (vgl. dazu auch den MATLAB- c

Code V_.CC_2.m im Anhang Abschnitt B.1 auf Seite 57):

1 b pc
Vip, = —%//blogm—?ﬂdydfﬂ
a

1 1 p2
——|c—b||b—a|/ / log [(b—a)t+a— (c—b)(s—1)—b|dsdt
2T 0 1

o oflo

1 1 p2-s
—2—|c—b||b—a|/ / log |(b—c)n+ (2b—a —c)(t — 1)| dn dt
T 0 Jl-s

1 1,1 2 p2-p
—2—]c—be—a](/ / log\...\dsdn—i—// log\...\dsdn>.
™ 0 J1—q 1 Jo

n'g

(%) (%)

o

Die beiden Integrale werden nun separat behandelt. Das erste Doppelintegral (x) lasst sich wie
folgt weiter unterteilen:

11
-1
// log|...|dsdn = // log [n] + log |(b—¢) + (2b—a—c)( )dsdn
0 1-n 1-n
0 (5—1)
S - log|(b—¢) + (2 —a—e)—>—2 | . sdtd
4—}—/0/0 og|(b—rc)+( a C)st+1—s sdtds

Fiir das zweite Doppelintegral (sx) ergibt sich

/12/02"10g|...|d5d77 2 /Ol/ollog‘(b—c)((l—s)wrl)+(2b—a—c)(8_1)‘.(1_8)dtd3_
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4.3.3 Subsubdiagonal-Elemente (j > i + 2 bzw. j < i — 2)

Um diejenigen V; ; zu berechnen, bei denen

7; N 7; = () gilt; d.h. bei Randelementen mit .k‘b C‘K
a
d

den Endpunkten a,b von 7; und ¢,d von 7j,
kann die Transformation [ beniitzt werden
(vgl. dazu auch den MATLAB-Code V_CC_3.m
im Anhang Abschnitt B.1 auf Seite 57):

1 bopd 1 bl
Vij = —%//10g\$—y’dyd1’=—%!d—0\//olog!x—(d—c)s—c\dsdx

1 1 1
= ——\d—ch—a!/ / log |(b—a)t +a— (d—c)s —c|ds dt.
2 0 0

4.3.4 Rechte Seite r

Die Implementierung eines Eintrags f; der rechten Seite r kann wie folgt ausgefiihrt werden:

Dj+1 1
= o) by do = [ gla) do = lpjsa = )| /O o((ps1 — pi)t + p ) dt.

bj

4.3.5 Auswertung der Losung u(x)

Nachdem die Koeffizienten «q, ..., berechnet wurden, kann man die Losung von uw an der
Stelle x auswerten:

n

u(z) = /Gm— dyN/Gac— Za“ dy—Zai/fiHG(x—y)dy

=1

Pi+1
= 27T Oéz/ log ’1‘ - y‘ dy = 5 Zaz‘pz pz-i—l’/ log ‘1‘ - pz+1 pz pz| dt.

4.4 Doppelschicht-Potential K

Alternativ zur Darstellung mit dem Einfachschicht-Operator V kann die unbekannte Funktion
u(z) auch durch den Doppelschicht-Operator D dargestellt werden als u(z) = (Dv)(x). Verwen-
det man erneut die Dirichlet-Bedingung vyou(z) = g(z), so entsteht folgende zu 16sende Aufgabe:

Finde ¢ € H-Y2(T), so dass gilt
—%¢(m) + (K¢)(z) =g(x) bzw. — —1/) /8nyG y) dsy = g(x) Ve el.

Somit muss beim Doppelschicht-Potential nebst (K1))(z) auch ——w berechnet werden. Wie beim
Einfachschicht-Potential kann fiir die Diskretisierung erst mit einem Basis-Element b;(z) € Sg
multipliziert, und anschliessend iiber I' integriert werden:

/ ~ip(z) - bi(x) dsy + //anya W(y) ds, - bi(x )dsx:/rg(x)-bj(:c)dsx Vb; € H-Y2(D).
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Wieder wird #(y) approximiert, diesmal aber mit stiickweise linearen Funktionen: ¥(y) ~
S°" , aili(y). Damit erhilt man fiir beliebiges b; € H~1/%(T)

- F%@Z)(m) x) dsg + //8nyG y) dsy - bj(x) dsg

= —/F%Zaiéi(x) x) ds, + //anua Za” ) dsy - bj(x) ds,
_ Z_% (x )-bj(x)dsm-ai+;/F/F@ny0-&(y)dSy'bj(x)dSz'Oéi

i=1 r

_ i(—%/r&(:c)-bj(x) dsx+/r/ranyG-€i(y) ds, - by () dsz)ai:/rg(x)-bj(w) ds, .

= ]li' = B fz,b =T
J (2.3b) K ( J) J

Summiert man die einzelnen Glieder auf, so erhélt man das lineare Gleichungssystem
(—1]1114-31((51 bl))a1+<—ll21+BK(€2 by ))Oé2+ +( 1+ Br(ly bl))a =
2 ) ? 2 s TL n
(= 3012+ B (£, b2) Jor + (= 3122+ Bic(la, b2) Jag+ -+ ( = $1n2 +BK(€ b)) = 72
(_l]ll + Br (1,0 ))Oé1+(—l]12 + Br (2,0 ))a2—|— +( +BK(€ b ))a =r
5 4lmn s Un 242,n » Un nn n n n;

Definiert man weiter K; ; := Bg(¢;,b;), so ergibt sich fiir obiges Gleichungssystem die Matrix-
Vektor-Schreibweise

Iip To7 - Ina o1 Kii Koq1 -0 Kpn a1 T1

1] T2 loo -+ Ty Qo Kipo Koo -+ Kppo Qo r9
R RS T I T AL T TR (N IR Bl I

]ll,n ]12,71 e ]ln,n 7% Kl,n KQ,n e Kn n Qp Tn

)

beziehungsweise ——]lT a+KT-a = r. Diese zwei Systemmatrizen 1 und K werden im Folgenden
einzeln berechnet, beglnnend mit der Matrix 1.

4.4.1 ldentitat 1

Aufgrund der kleinen Bereiche, auf denen die Basisfunktionen ¢(z) und b(z) nicht verschwinden,
hat die Matrix 1 nur Eintrége auf der Diagonalen und der unteren Nebendiagonalen.

Diagonal-Elemente von 1 (¢ = j)

Mit den Endpunkten b, ¢ von 7; ergibt sich unter Verwendung der Darstellungen (4.1) und (4.3)

C _b 1 —b
wi= [ s [ (1) s =t [ 1-sas = 20
’ b C—b 0 2

supp(¢€;) N supp(b;)
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Untere Subdiagonal-Elemente von 1 (j = ¢ — 1)

Analog zum Fall der Diagonal-Elemente folgt hier

b 1
— b—
1i+1,i = / €i+1(x) . bl(x) dSm = / g Z dsz = ‘b — a]/ sds = ’ a‘ .
- 0

a
supp(£i+1) N supp(b;)

4.4.2 Diagonal-Elemente von K (i = j)

Bevor mit der eigentlichen Berechnung von K; ; be-
gonnen werden kann, muss die Fundamentallosung
G(x —y) aus Tabelle 2.1 in n,-Richtung abgeleitet ti(z) bi(z)
werden. Mit dem Gradienten V erhalt man

Pi-1 Pi Dl
H(x—y) = 0,,Gx—y) = b —

= <ny, V,G(x — y)>

L (ny,x —y)

1
= ——(ny, V,l1
27T<n?/7 Yy Og‘x ’> 27‘(‘ |:C—y|2

Aus der Darstellung (1.4) des Normalenvektors n, auf dem Randelement 7; folgt aus 0, x- () =
0,(b—a)x + a = b — a die Beziehung

b—a
b—al

Ny =

Damit lasst sich K; ; fiir 7 = j darstellen als

Ki; = / / o ’Ti’_y‘2>-ez( Yoi(w) dsy dsy = //Hx— Ci(y)bi () dsy ds,

supp(b; ) supp(¥;)

-/ / Hiz =) 6@ dsydse+ [ [ H@—y)- b dsydsee (4

Fiir das zweite Integral in (4.4) gilt, dass dieses verschwindet, da x und y auf demselben linearen
Randstiick liegen, und somit « —y einen Vektor bildet, der senkrecht zu n, steht, woraus (n,, z —
y) = 0 folgt — und somit H(x —y) = 0 gilt.

Um das erste Integral in (4.4) auf das Intervall [0, 1] transformieren zu kénnen, muss der Aus-
druck in zwei Integrale aufgeteilt werden. Eine ausfiihrliche Herleitung kann beispielsweise in

Abschnitt 9.4.2 in [6] gefunden werden.
c rb 2 rl
/ / H(x —y) - 4i(y)bi(x) dsy ds, |c—b||b—a|/ / H-sdsdt
b Ja 1 JO
2 pl—t
|c—b||b—a|/ / H.-(t+mn)dndt
1 J—t

1 2 0 rl-py
]c—be—a\</ / ...dtd77+/ / ...dtdn>.
) —n —-1J1

e ollo

o
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Die beiden Integrale werden nun separat behandelt. f:; ffn lasst sich wie folgt transformieren:

—1 2 —1 1 1 1
/ / H.(t+n)dtdn2/ /H.a(2+n)2dadn2/ / H - 062 do df
—2 Jopg -2 Jo o Jo

Fiir das zweite Integral ffl fllfn ergibt sich

0 rl—pg 0 rl 1 pl
/ H-(t+n)dtdn2/ /H~(n+1—na)ndadng/ / H-(00—60—0)(1—0)dodd
—-1J1 —-1J0 0 0

Alles in allem erhélt man also fiir die Diagonal-Elemente

1,1 11
KZ:]C—be—a]<//H-092d0d9—|—//H-(J@—H—J)(l—@)ddd@).
0 JO 0 JO

4.4.3 Obere Subdiagonal-Elemente von K (j =7+ 1)

Da K; ; vom Normalenvektor n, abhangt, T A e
ist die Syétemmatrlx des DO]{)pGlSCth}'lt— 0i(x) b1 (@)
Operators im Gegensatz zum Einfachschicht-
Potential nicht mehr symmetrisch. Deshalb ‘ ; P
miissen die oberen und unteren Dreiecks- Di—1 PZ Di+1 me

=a = =c =

matrizen separat berechnet werden.

Fir K; ;41 laufen die Integrale, wie in der Grafik angedeutet, von ¢ nach d, bzw. von a nach c.
Es ergibt sich also

d c
Kiit1 = / / H - 0i(y)bit1(x) dsy dsy
= / H - 0;(y)big1(x) dsy dsz + //H Li(y)biy1(x) dsy ds,

b
//H y_ dsy dsg; + // ( —b>d8ydsx
1
\d—ch—a\/ / H-sdsdt—i—\c—be—a]/ / H-(1—s)dsdt. (45)
0 0 1 0

Das zweite Integral in (4.5) kann ganz analog zum Fall der Diagonal-Elemente (dieselben Trans-
formationen) behandelt werden. Insgesamt erhélt man damit fiir die oberen Subdiagonal-Elemente

oo

1,1
Kiiv1 = |d—c||b—a|/ / H-sdsdt
0 JoO

—Hc—be—a](/Ol/OlH-(1—00)0dad9+/01/01H-(a—l)(0—1)2d0d6>.
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4.4.4 Untere Subdiagonal-Elemente von K (i = j + 1)

Identische Rechnung liefert fiir die unteren Subdia- 1} . i —
gonal-Elemente mit den Endpunkten a, b von supp b;(x) bi() li(2)
und a, ¢ von supp¥;(z) fiir Kyq,
: T
! b Dit1 Pit2
Ki+17i = / / H- €z+1 ) dSy ds, =a =b =c¢

= //H li1(y)bi(x) dsy ds, + //H liy1(y)bi(x) dsy dsy
- b
//H y—a dsydsm // < —b> dsy ds,
0+\c—be—a!/ / H-(2—s)ds dt.
0 1

In der vierten Gleichung wurde wieder die Orthogonalitat n, L x —y ausgenutzt. Fiir das zweite
Integral muss erneut eine Aufteilung vorgenommen werden:

/01/12H-(2—s)dsdt _ /1/12_tH-(2—n—t)dndt

2—n
:/ H-(2—-n-1) dtdn—i—/ H-(2—-n—t)dtdn
1-n

- //H 1—07717dad77+// n—(2=n))(2-mn) do dn
— /0/0H-(l—a@)@dad@—i—/o/OH-(l—J)(0—1)2dod9.

Somit folgt fiir die unteren Subdiagonal-Elemente

oo

1 1 1 1
Ki+1,i:|c—b||b—a|/ / H-(1—09)9d0d9+/ / H-(1-0)(—1)*do db.
0 JO 0 Jo

4.4.5 Untere Subsubdiagonal-Elemente von K (j =17 — 2)

Mit den Endpunkten b, d von supp £;12(y) und 11 oo
a, b von supp b;(x) erhélt man fiir die unteren bi(z) livo()
Subsubdiagonal-Elemente ' "

Di Dit1 Pito Dit3
Ki+27i - //H €z+2 )dSy dsx =a =b =c =d

= //H dsydsx // < —) dsy ds,
c—b
c—b||b—a|//H (s—1) dsdt+|d—c||b—a|//H-(l—s)dsdt.

mym]
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Teilt man das erste Integral wieder in zwei weitere Integrale auf, so ergibt sich schlussendlich
1,1
Kito; = |d—c||b—a|/ / H-sdsdt
0o Jo

1 1 1 1
—i—!c—be—a\(//H-062d0d0+//H-(a@—a—@)(@—l)dad@).
0 0 0 0

4.4.6 Restliche Eintrage (j <¢— 3 bzw. j > i + 2)

Alle weiteren Eintrége der Matrix

K, dh. fir j < i—3und j > LR
1 + 2 kann stets dieselbe Trans- bj(x)
formation verwendet werden, da

die beiden Tré-ger supp ¢;(z) und Pio1 D; Dit1 D D1 x
supp b;(z) geniligend Abstand von- =a =b =c =d =e

einander haben.

Seien a, ¢ die Endpunkte von supp ¢;(y) und d, e die Endpunkte von supp b;(z). Dann folgt

ij = //H 6 )dSdem
- //H-y;ds dsx—i—/e/cH- 1= Y20 g, ds,
d a b—a Y d b C—b Y
. 1,1 1,1
= |e—d||b—a|//H-sdsdt—l—|e—d||c—b|//H-(l—s)dsdt.
0 0 0 0

4.4.7 Rechte Seite r

K

Das Vorgehen ist ganz analog zu demjenigen fiir das Einfachschicht-Potential V'; (vgl. Seite 27).

4.4.8 Auswertung der Losung u(x)
Mit der Darstellung 9,,G(z —y) = H(z — y) gilt

u(z) = / Hix = 0ot dy~ [ =) o) dy =3 oo /p’“mw—y)dy

r i=1 Pi

Dit1 ny, — (Pi+1 — pi)t —Pi>
— o ailpi —p dt
21 Z Z/ Ifc—yl2 Z o ZH’/ |z — (i1 — pi)t — pi”
_ Z / ((piy1 — - (Pz‘+1 —Pi)t — pi) &t

|90— Pit1 — Pi)t—pz’|2

Pit+1—Di

bentitzt
|pi—pit1]

wobei in der letzten Gleichung die Darstellung des Normalenvektors n, =
wurde.



4.5. ADJUNGIERTES DOPPELSCHICHT-POTENTIAL K’ 33

4.5 Adjungiertes Doppelschicht-Potential K’

Auch im Fall des Neumann-Randwertproblems kann die unbekannte Funktion w(z) durch das
Einfachschicht-Potential dargestellt werden. Mit der Neumann-Bedingung viu(x) = g(z), ent-
steht folgende zu losende Aufgabe:

Finde ¢ € H-'/(T"), so dass gilt
1
5(,0@) + (K'p)(x) = g(x) bzw. /8nyG y) dsy = g(x) Ve el.

Zur Diskretisierung werden diesmal stiickweise lineare Basisfunktionen ¢;(x) verwendet. Nach
deren Multiplikation und Integration iiber I' erhalt man

/Flgo(:c) z) dsp + //anza y) ds, - £;(2) dsx:/g(:c)-fj(w) ds, Vi;€ H V(D).

2 r

¢(y) wird durch Funktionen aus Sg approximiert: o(y) &~ 1" a;b;(y). Damit erhélt man fiir
beliebiges ¢; € H~'/?(T') in gleicher Weise wie auf Seite 28

Zn: G/sz-(w)%j(w) d5x+/F/FanzG'bi(y) dsy - £;(x) dsx>ai=/Fg(:c)~€j(x) ds, . (4.6)

i=1

=: ]l;d (2§b) BK’(biaej) =T

Im Gegensatz zum Doppelschicht-Potential K wird G(z — y) diesmal in n,-Richtung abgeleitet,
was aufgrund der Symmetrieeigenschaft zu einem verdnderten Vorzeichen von H fiihrt — vgl.
auch (4.4) auf Seite 29:

1 <nx7x_y> —

O, Gz —y) = “or = y’2

—H(z —y).

Damit kann nun eine Beziehung zwischen den beiden Sesquilinearformen B (b;, £;) und Bg (¢;, b;)
hergeleitet werden:

Ng, -
Bror(bi l;) = //GnIG.bi(y) dsy (2) ds, _// = ’x_y’22/> buly) ds, - £;(x) ds,
_ nyv h. . — . 7
- //27'( ]y—x!Q bz(x) dSm e](y) dSy /FlﬂanUG gj(y) dSy bl(.%') dSm
= _BK gjvb)

In der dritten Gleichung wurde lediglich  mit y vertauscht. Analog gilt fiir die Matrix 1’ aus

Gleichung 4.6
l;’j:/b( ) 4i(x) ds, = /€ x)dsy = 1j;

Definiert man schliesslich K; ;=B k(i €;), so ergeben sich fiir das adjungierte Doppelschicht-
Potential die Ausdriicke

1'=17 K = —KT.
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4.6 Hypersingular-Potential W

Als letzten Fall sei das Neumann-Randwertproblem, dargestellt als Doppelschicht-Potential,
behandelt. Mit der Neumann-Bedingung y;u(z) = g(x) entsteht folgende Aufgabe:

Finde ¢ € H'/?(T"), so dass (W4)(z) = g(z) bzw. 9, / On,G - Y(y) dsy = g(x) Vo € T gilt.
r

Nach Multiplikation mit £;(z) € Sg, Integration iiber T', und Approximation von ¢(y) durch
Yoy aili(y) ergibt sich

/nx/ac dsyﬁ()d8m=/n,¢/8GZaH ) dsy - £;(x) ds,
;/Fanﬁ/ranyG'&(y)dSy'ej(x)dsm-ai:/Fg(x)éj(x)dsm. (4.7)

= By (6, 4;) =7;

Fiir die explizite Darstellung von By (¢;,£;) bendtigt man die Definition der Rotation einer
skalaren Funktion ¢(z) mit z € R%:

curl4(z) := (_6;2622)> .

Darauf basierend kann nun auf stiickweise glatten Réndern I' die Rotation curlp eingefiihrt
werden:
curl, l(z) xz €N
curlp 4(x) :== :
curl, l(z) x € T,

wobei curl;, ¢(x) iiber eine beliebig gewihlte Fortsetzung / (x) in die zweidimensionale Umgebung
von /(z) bestimmt wird:

curl,, £(x) := n(z) - curl £(x) = ny () - Opyl(x) — na(x) - Oy ().

Somit lésst sich nun die Sesquilinearform By (¢;,¢;) des Hypersingular-Potentials W aus (2.3d)
fiir stiickweise glatte Kurven I' und fiir global stetige Funktionen ¢;(y) und ¢;(z) auf I, welche
auf den Kurvenstiicken 7 differenzierbar sind, explizit darstellen: (Eine detaillierte Herleitung
kann in Abschnitt 6.5 in [7] gefunden werden.)

Bw (4i, €5) = (Wli, £j) 2y = //G curlr ¢;(y) ds,, - curlp £;(z) ds, (4.8)
Um curl,, ¢;(z) explizit darzustellen, werden zwei neue Abkiirzungen eingefiihrt:
1 1
pPi = )‘j e EE—
Ipi+1 — pil Ipj+1 — pjl

Aus der Definition der stiickweise linearen Basisfunktionen (4.3) ergibt sich nun mit supp(7;) =
[Pi—1,Pit+1], wobei p; fiir i = 1,...,n die Eckpunkte des diskretisierten Randes sind

pi—1 fiir ¥ € [pi—1, pi] Aj—1 fiir x € [pj_1, pj]
curl, l;(z) =< —p;  fir z € [p;, pit1] curl,, £;(x) = ¢ —A;  fiir » € [pj,pj41]
0 sonst; 0 sonst.
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Damit kann die Beziehung (4.7) dargestellt werden als

n n
ZBW(&-, l) o = Z/ / G - curly 4;(y) dsy - curly £5(x) dsg - oy
i=1 i—1 7 supp(¢;) Jsupp(4;

n Dj Di Dj+1 [P
= Z / G . )\i—l dSy CPji—1 dsz — / G- )\i—l dSy * Pj ng;
pPj

i=1 j—1 Y Pi— Pj Pi—1

Pj Pit+1 Pj+1 [Pitl
/ / G-\ dsypj—1ds; + / / G-Nidsy-pjds; | -«
n D;
= Z i—1 /
Dj

Di Pji+1 Di
/ Gdsydsy-pj—1— N1 / G dsy dsy - pj
1Y

=1 71— i—1 pj Pi—1
=By (bi—1,bj—1) =By (bi—1,b;)
Pi+1 Pj+1 Pi+1
/ / Gdsydsy - pj—1+ )\i/ / Gdsydsg-pj |-y
Pji— Pj Pi
=By (bi,bj—1) =By (bs,bj)

" j—1 J J J
= > < g - %+ @) o=,
i=1 - !

i—1 7 7

J
wobeil Z := \; - By (b;, b;) - pj. Damit lésst sich nun ein lineares Gleichungssystem formulieren:

[y

n— n—1 n n n—1 n—1 n n n—1 n—1 n n
(2-"2-2+2)a+(2-"%-2+5)as++( B~ B +B)on=rn

n 1 n 1 1 2 1 2 n—1 n n—1 n

Fiihrt man weiter die beiden Matrizen A und R ein geméss
M An —pr  p1
A1 =X —p2 P2
A= A2 —A3 R = —p3 . ;
. . . Pn—1
An—1 —An Pn —Pn

so lasst sich obiges Gleichungssystem kurz als AVR - & = 7 schreiben. Mit der Orthogonalitét
von A und R lasst sich dies schliesslich vereinfachen zu

W-aa=AVAT .- x = 7.
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4.7 Testen der Matrizen mittels der Caldéron-Projektoren

Um die Richtigkeit der diskretisierten Potentiale V, K, K’ und W zu iiberpriifen, konnen die
beiden Beziehungen aus Gleichung 2.10 herangezogen werden:

You = Vyyu-— (K — %]l)’yau (2.10a)
YU = (K' + %]l)’yfu + Wy, . (2.10b)

Ublicherweise sind die Dirichlet-Daten gegeben durch stiickweise lineare Funktionen auf I, be-
ziehungsweise die Neumann-Daten durch stiickweise konstante Funktionen auf I'. Somit sei fiir
die lineare Interpolation von ~, u(z) die Darstellung Y " | 5; - £;(x), und fiir die konstante In-
terpolation von ~; u(z) die Darstellung Y ;" | o - b;(z) verwendet.

Das weitere Vorgehen ist ganz analog zum Fall der Diskretisierung der Systemmatrizen: Man
multipliziert die obigen Gleichungen mit einer Testfunktion aus Sg bzw. Sé, und integriert
anschliessend tiber I'. Stellt man die Gleichungen vorerst noch um, so verschwindet die linke
Seite, wodurch diese bei der Multiplikation und Integration ausser Acht gelassen werden darf.

Fiir die Gleichung 2.10a gilt

0 = V’yl_u—K*yO_u—%fyO_u

1
= /V’yl_u~bjdsz—/K’yO_u-bjdsx——/’yo_u-bjdsx Vbjesg
r r 2 Jr

1
= //G(x—y)-’yl_udsy-bjdsx—//8nUG(x—y)-fyo_udsy-bjdsx——/’yo_u-bjdsx
rJr rJr - 2 Jr

n n 1 n
/I;/I;G.Zaibidsy.bjdsz_/F/FH.Zﬂigidsy.bjdsz_§Azﬂi€i.bjdsx
=1 i=1 i=1
n n 1 n
— Z/F/FG.bidsy.bjdsm.ai_Z/F/pH.&dSy.bdem.ﬁi_EZ/F&.bjdsz.ﬁi
=1 i=1 P

= > By(bi,bj)- o — > Br(li,by) - B — §le‘,j B Vi=1l....n
=1 =1 =1

Q

Das Prinzip fiir die Gleichung 2.10b ist ganz analog. Als Matrix-Vektor-Schreibweise erhélt man
damit

0 ~ V.a— (K+31)3 (4.9a)
0 ~ (K-3l)a+W-g. (4.9b)

Um die Konvergenzen der beiden rechten Seiten von (4.9a) gegen den Nullvektor zu untersuchen,
muss nun ein konkretes Gebiet 27 und eine harmonische Funktion auf 2~ gewahlt werden.

Konkret wird dies in den néchsten Abschnitten beschrieben, wobei fiir 27 in einem ersten
Schritt der Einheitskreis, und in einem zweiten Schritt das Einheitsquadrat gewéhlt wird. Die
harmonische Funktion wu ist stets u(z,y) =z - y.
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4.7.1 Konvergenzanalyse auf dem Einheitskreis mit der Funktion u(z,y) =z -y

Als Gebiet 2~ sei der Einheitskreis mit Radius r = 1
gewdhlt. Die darauf definierte Funktion u(z,y) = z-y
ist rechts abgebildet.

Fiir die Randdaten, you(x,y) = d(x,y), ergibt sich in
Polarkoordinaten

= % sin(2¢);

r=1

o(r, )|, _, =rsin(p) - rcos(y)

die Ableitung am Rand, yiu(z,y) = v(x,y), lautet in
Polarkoordinaten — also mit = r - cos(p) und y = r - sin(y)

= sin(2¢p).

r=1

= 2r - sin(y) cos(p)

vir,p)| _, = dyr? - sin(p) cos(p) L

Setzt man nun fiir ¢ diskrete Werte ein, so erhélt man aus you = Y Gif;(x) und yyu = > a;bi(x)
die gesuchten Koeffizienten

a =v(r,p) =sin(2p) B =4(r,p) = 3sin(2¢).

Die Werte der Vektoren V-« und —(K + %]l),@ bzw. von (K’ — %]l)a und W - 8 kann man nun
gegeneinander auftragen und addieren, wodurch bei der Wahl von 60 Stiitzstellen am Rand die
folgenden Grafiken resultieren:

1072 1072

5, |
27 N /\
0 0

-2 * VV
5L o

| | | | |

20 30 40 50 6

0 10 20 30 40 50 60 0 10 0
—V- «a — —(K+31)-8 — (K'-11) —W.p
—V-a-(K+31)-3 — (K -31) - a+W-g3

Abbildung 4.1: Konvergenzanalyse auf dem Einheitskreis

Die Konvergenzraten der beiden roten Linien, bzw. der Vektoren V -« — (K + %]1) B und
(K’ — %]1)0[ + W .3 gegen den Nullvektor wurde mittels einer Variation 2-Norm berechnet —
konkret mit ||| - |||y := || - [|5, d.h. gemiiss

i

- - s+ 1)l = L - (5 )l = 1 30| (v- ), — (< + $0)8),

wobei n die Lange der Vektoren ist.
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Fiir wachsende Anzahl Stiitzstellen n ergibt sich auf dem Einheitskreis eine O(n~*)-Konvergenz:

—_
I
(V]

—5 |- |
- 10 —_ 110 -n=4
= (K' - 1l)a+W-8
- 1] V.a—(K+31)8
| | i

|I|;-Norm

—

O

e} 10—8

k=

—

L

élo_ll L L I —— L J——

102 103
Anzahl der Stiitzstellen n

Abbildung 4.2: Konvergenzrate der Caldéron-Projektoren auf dem Einheitskreis

4.7.2 Konvergenzanalyse auf dem Einheitsquadrat mit der Funktion
u(z,y) = -y

Als Gebiet Q7 wird nun anstelle des Einheitskreises
das Einheitsquadrat [—1,1] x [—1,1] betrachtet. Die
darauf definierte Funktion ist wieder u(x,y) = x - y.

Das Vorgehen ist ganz analog zum obigen Fall — ledig-
lich auf die Darstellung in Polarkoordinaten wird ver-
zichtet. Die grafische Darstellung der Vektoren V-«
und (K + %]l),@ bzw. von (K’ — %]1)04 und W - 3 sind
wieder fiir 60 Randelemente in Abbildung 4.3 darge-
stellt.

1072 :
T
| WW ! \/ - |
=5 \ \ \ \ \ \ \ i —10 | \ \ \ \ \ \ L]
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
— V-« — —(K+11)-8 — (K'—31) -« — W8
—V-a-(K+31)-3 — (K -11) - a+W-p3

Abbildung 4.3: Konvergenzanalyse auf dem Einheitsquadrat
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Verwendet man wiederum die oben definierte Norm ||| - |[|5, so ergibt sich eine Konvergenzge-

schwindigkeit von O(n=3):

—_

3
[\
T

—_

2
™
I

—_

3
2]
[

Fehler in der ||| - |||,-Norm
—_
o
&
[

— 25.n73
= (K' - 1l)a+W-3
1] V.ia—(K+1i1)3

102

103

Anzahl der Stiitzstellen n

Abbildung 4.4: Konvergenzrate der Caldéron-Projektoren auf dem Einheitsquadrat

4.8 Matrix-Vektor-Schreibweise der Gleichungssysteme

Mit Hilfe der in diesem Kapitel hergeleiteten Matrizen V, K, K’ und W kann man nun die
Gleichungssysteme (3.10) und (3.12) in Matrix-Vektor-Schreibweise darstellen.

Fiir die 0. und 1. Ordnung ergibt sich also

2W + CoKI + 670]]_ ‘ 2K’ Youo,1

coV — 2K ‘ 2V Y1 Uo,1
Fiir die zweite Ordnung erhélt man analog

2W + oK' 4+ 21 ‘ 2K’ Yo U2

oV — 2K ‘ 2V Y1 U2

vgl. dazu auch den MATLAB-Code dir_form.m.

P& (d0,1) — (31 + K')roq — (51 — K')A

—(31 = K)do,1 — Vo

(11 + K7 (P;(52) — .5, — 1/2)

—(%]]. — K)(Sg — % . V52 — VV2

Somit konnen also fiir gegebene rechte Seite, sprich fiir gegebene Sprungbedingungen §, und
vp die Vektoren ~ypue und ~; ue fiir £ € {0,1,2} berechnet werden; vgl. dazu das Kapitel 5

Numerische Experimente.






Kapitel 5

Numerische Experimente

Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir die drei Gleichungssysteme (1.6), (1.7) und (1.9) eine analytische
Losung herzuleiten, gegen welche die Approximationen konvergieren sollen.

Das Vorgehen besteht darin, in einem ersten Schritt geeignete Funktionen fiir das Innen- und
Aussenraumgebiet zu suchen, welche die Laplace-Bedingung —Awu = 0 erfiillen. Ausgehend von
diesen gegebenen Gleichungen kann man dann den Dirichlet-Sprung §; und den Neumann-Sprung
vp derart anpassen, dass die vorgegebenen Funktionen approximiert werden.

Konkret werden vier Gebiete mit entsprechenden Funktionen betrachtet: der Einheitskreis mit
Radius r = % und konstanten Sprungbedingungen; der Einheitskreis mit Radius r = 1 und
winkelabhéngigen Sprungbedingungen; eine Ellipse mit den Halbachsen ¢ = 1 und b = %; und
ein C'-Gebiet, welches die Form eines Dreiecks hat.

5.1 Einheitskreis mit r = % und konstanten Sprungbedingungen

In einem ersten Versuch sei als Gebiet der Einheitskreis

mit Radius r = % gewahlt. Q7 sei wie iiblich das Innen- r

raumgebiet, Q" das Aussenraumgebiet, und I" der Rand

zwischen Q7 und Q.

Der Einfachheit halber sollen die Funktionen ug, u; und

ug in diesem Beispiel nur von Abstand r zum Mittel-

punkt abhangen, wodurch sich die Darstellung in Polar-

koordinaten uy = uy(r, ) anbietet.

Behauptung: Die Funktionen

uf = Ay - log(r) u, = Cy

erfillen fir beliebige Konstanten A, und C; die Laplace-Gleichung.

ﬁberprﬁfung: Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten hat die allgemeine Form
1 1

Lu=—Au(r,p) = —afu(r, ©) — — - Ou(r,p) — — - Qiu(r, ©). (5.1)

r r

Da nach Voraussetzung die Funktionen u}t nicht von ¢ abhéngen sollen, vereinfacht sich dies zu

—Au(r) = —9?u(r) — 1 - 9,u(r). Damit ergibt sich fiir u; und u;

i 9 1 1 1 1
—Aué = —87, (Ag . 10g(7‘)) — ; . ar (AO . lOg(T)) = AO . T_2 — ;AO . ; =0

1
—Au; = —a,%cg—;-arcg:o.

41

Q+
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Die Funktionswerte und deren Ableitungen in Normalenrichtung auf dem Rand T" lauten

’yaruj = uﬂrzlﬂ :Ag-log(r)‘rzl/2 = —log(2) - Ay
Yot = uﬁ_‘r:l/Q =C

Wuf = aTuﬂr:UQ =Ac |, )y =24

MU, = aruﬂ_m =0.

Aus den Konstanten A; und C; und den obigen Grenzwerten kann man nun entsprechende
Sprungbedingungen é, und v, ableiten. Es ergeben sich mit den Dirichlet- und Neumann-
Spriingen (vgl. (3.4) bis (3.11)) die folgenden allgemeinen Beziehungen:

o = [rowed =5 ue — g ue = —1og(2) - Ag — Cy
w1 = o] = co- g o1 =1 ugy — 1 Yoy — o Yo Uo1 = 2401 — co - Con
_ _ Co - Co
va = [yug] —co- {youet =i ug — 7 uy — E(VSFUBL + 7 uy ) = 24, — E(CZ —log(2) - Az).

Um die Konvergenz zu untersuchen, werden die H*/2-Norm, die L2-Norm und die L°°-Norm
herangezogen. Konkret lauten diese

Il = sup £ (@) T / I

Fir das vorgegebene Problem sind die H /2. Norm und die HY/2-Norm identisch. Mit der
Bezeichnung ”~" fiir die Aquivalenz zweier Normen folgt

0wl 3oy = el - ey 2 Noullin gy = oulin gy + Ioull ey = /F (11 +y0u)you.

Dabei wurde die Poincaré-Friedrich-Abschéitzung verwendet, und | - [g1(q) bezeichnet die H 1
Seminorm.

In der 2. Ordnung treten in den Sprungbedingungen zuséatzlich die Kriimmung und die zweite
Ableitung in t-Richtung auf. Die Kriimmung x lautet im Fall des Einheitskreises mit Radius
r= % einfach xk = 2.

Zur Berechnung von 027pug kann das Differenzenverfahren verwendet werden (vgl. Abschnitt 7.2
in [4]): Nach der Ausfithrung der Matrix-Vektor-Multiplikation aus Abschnitt 4.8 steht youg als
Vektor der Lange n zur Verfiigung. Damit kann als Approximation einer Ableitung bei der (i+1)-

ten bzw. (i — 1)-ten Komponente die Darstellungen der symmetrischen Differenzen verwendet
werden (siehe das Beispiel 3.21 in [4]):

(Yow)iv2 — (vow)i

(Ovou)it1 = Dsym[Youlit1 :=

)

|Di+2 — pil
(Orvou)i1 =~ Dsym[’YOU]i_l = (vow)i — (A/Ou)l'72.
Ipi — pi—2]

Fiir die zweite Ableitung 924ou ergibt sich mit derselben Approximation

(Yowit2—(vou)i  (vow)i—(you)i—2
Oryou)i+1 — (Oryou)i—1 pise—pil _ Ipipi2l
92vow); ~ Deym [0, 0u~:( _ i+2—Pi i—Di—2 59
(G 0w) wym{Oy0ul |Dit1 — pi—1] |pit1 — pi—1] (5:2)
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Im Fall des Kreises sind die Nenner |pj;2 — p;| identisch fiir alle j. Dann kann (5.2) vereinfacht

dargestellt werden gemaéss

_ (Yow)it2 —2- (vou)i + (You)i—2

(51:2’YOU)1‘ ~

Ipit1 — pi—1]?

Wé&hlt man ¢g = 1, Ay = 2 und Cy = 4 fir ¢ € {0,1,2}, so ergibt sich fiir wachsende Anzahl
Stiitzstellen n auf dem Rand eine Konvergenzrate der Ordnung O(n~!). Fiir die H*'/2-Norm

sieht die Konvergenz wie folgt aus:

FrTTT T T T 17 T T 7T

—_
[a)
o

—_
b
—

Fehler in der H*Y/2-Norm

._.
3
[N}

S Lo L1

TTT 3

1| E|

10* 102
Anzahl der Stutzstellen n

10°

e 30n~1

Yo Uo = Y1 Uo
Yo UL =Y U1

Ty U2 = U2

1

Abbildung 5.1: Konvergenzrate der H*'/2-Norm auf dem Einheitskreis mit Radius r = 5 und

konstanten Sprungbedingungen

Die L?-Norm liefert ein ganz dhnliches Bild — ebenfalls mit einer O(n~!)-Konvergenz:
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Abbildung 5.2: Konvergenzrate der L?>-Norm auf dem Einheitskreis mit Radius r =

stanten Sprungbedingungen

1

2

und kon-



44 KAPITEL 5. NUMERISCHE EXPERIMENTE

Als dritte Norm konvergiert auch die L>°-Norm mit O(n~1):

7 T T T ]
% 100 b | |—15n7t
B | [ o
~ I 8 Yo U1
-QE 1071 g 11 Yo U2
B § 1 |77 7 uo
8 i 1™ rwm
510*25‘” ] Y é —— ] ug
10t 10? 10°
Anzahl der Stiitzstellen n
Abbildung 5.3: Konvergenzrate der L*°-Norm auf dem Einheitskreis mit Radius r = % und

konstanten Sprungbedingungen

5.2 Einheitskreis mit 7 = 1 und winkelabhangigen
Sprungbedingungen

Als weiteres Beispiel sollen die Funktionen u~ unc
uT so gewahlt werden, dass sie neben der radialen
Abhéngigkeit auch vom Winkel ¢ abhidngen. Als Ge-
biet von 2~ sei erneut der Einheitskreis gewahlt, dies-
mal aber mit Radius r = 1.

Damit die Bedingung —Awu, = 0 erfiillt ist, haben
uy (r,¢) und ) (r,¢) fir ¢ € {0,1,2} folgende allge-
meine Formen:

uz(r,ap) = Cy-rsin(p)
1 .
uf (rp) = Ag- —sin(p);

wobeil Ay und C, Konstanten sind. Die Grafik rechts
zeigt u(r, v) im Innen- und Aussenraumgebiet fiir ¢y =
1, Ay = % und Cyp = —%.

Behauptung: Die Funktionen uzf und v, erfiillen fiir beliebige Konstanten A, und Cy die Laplace-
Gleichung.

Uberprifung: Aus (5.1) folgt fiir den Laplace-Operator in Polarkoordinaten fiir das Innenraum-
gebiet 2~

1 2
_'asoué

1
- 9 _
—-Au, = —0u, — o Oru, — 2

1 1
= C;- 0rsin(p) — ;Cg - Oprsin(yp) — ﬁCg . air sin(y)

1 1
= 0-— ;Cg -sin(p) + ;Cg -sin(p) =0,
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beziehungsweise fiir das Aussenraumgebiet Q7

1 . 1 1. 1 1.
—AuéF = A, 83; sin(p) — ;Ag . 87,; sin(p) — ﬁA@ . 83,; sin(ep)

2 1 1
= —Ay- 3 sin(p) + Ag - 3 sin(p) + Ay - 3 sin(p) = 0.

Fiir die Randwerte und die entsprechenden Konormalenableitungen auf I' (also stets fiir r = 1)
ergeben sich folgende Beziehungen:

1. .
Wt = A tsin(e)| = Asin(y)
r=1
You, = Cy-rsin(p) = Cy - sin(y)
r=1
1 . .

’yfruz = aru,j =-A — sin(p) = —Ay - sin(p)

r=1 r r=1
Ny, = Ouy = Cy - sin(yp).

r=1

Damit lassen sich wie im ersten Experiment entsprechende Sprungbedingungen J, und vy ablei-
ten. Fiir die Dirichlet- und Neumann-Spriinge ergeben sich die folgenden allgemeinen Beziehun-
gen:

¢ = [youe = Ag-sin(p) — Cy - sin(yp)
1 = [’Yluo,l] — Cp - Youo,1 = _AO,l . SlIl(QO) — CO,l . SlIl(gO) —cp- CO,l X Sln(gp)
. . ¢ ) '
va = [mua] —co-{roust = Az -sin(p) — Cz - sin(p) — EO (Az - sin(p) + Cs - sin(p)).

Fiir die Kriimmung gilt in diesem Fall x = 1.

Damit erhalt man wieder fiir den Fall ¢ = 1, Ay = 2 und Cy = 4 Konvergenzen der Ordnung
O(n~'). Die H*Y/2-Norm hat folgende Gestalt:

g T T T T T T T E

~ . |

=] t B

,’ZI s i

al i 1 — -1
Boo100 b E 7502 _
= F . A Y U = Y U0
g i i ’Yo:ulg’h:ul
el | s
<5} - ]

= k ]

ﬁ | L1l Ll il

10t 102 103

Anzahl der Stiitzstellen n

Abbildung 5.4: Konvergenzrate der H*'/2-Norm auf dem Einheitskreis mit Radius r = 1 und
winkelabhéngigen Sprungbedingungen
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Die L?-Norm und die £°-Norm sind in Abbildung 5.5 bzw. Abbildung 5.6 dargestellt:

—25n!
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Abbildung 5.5: Konvergenzrate der L>-Norm auf dem Einheitskreis mit Radius 7 = 1 und win-
kelabhéngigen Sprungbedingungen
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Abbildung 5.6: Konvergenzrate der L°°-Norm auf dem Einheitskreis mit Radius » = 1 und
winkelabhéngigen Sprungbedingungen

5.3 Ellipse mit Halbachsen a = 1, b = 1 und winkelabhingigen

2
Sprungbedingungen

Aus der Geometrie der Ellipse, also (g)2 + (%)2 = 1, folgt fiir den Radius r mit x = r - cos(p)

und y = 7 - sin(p) 1
r(p) = : (5.3)

2 : 2
(=) (242)
Aus p = arctan (%) folgt tan(y) = £ und somit m -tan(¢) = 1 bzw. z - tan(y) = y. Andererseits

folgt aus (%)2 + (%)2 = 1 die Beziehung y = /1 — ’2—; - b. Fasst man die Quadrate der beiden
Gleichungen zusammen, so ergibt sich

2% - tan?(p) = (1 - —) b2
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Auflosen nach z und anschliessendes Einsetzen von x in y L
ergibt schlussendlich die entsprechenden z- und y-Koor-
dinaten fiir die Ellipse bei verédnderlichem Winkel ¢ (siehe
auch das Bild rechts): P
ab 0
z(p) = — = :
Va2 - tan?(p) + b
ab - tan(p
ylp) = ——= () =
Va2 -tan?(p) + b 1} _
| | |

Die Funktionen im Innen- und Aussenraumgebiet werden analog zum FEinheitskreis definiert,
d.h.

u, (r,p) = Cp-r-sin(yp) firr <1

ug(r, @) 1=
U;(T’ (P) = AZ :

r
1
—-sin(p)  firr>1
r

Fiir die Randwerte ergibt sich mit dem Radius r aus (5.3):

1 .
’y{fuj = Ay — -sin(p)

" ) Yo uy = C -7 -sin(yp) )

r=— r=—

Die Berechnungen der Konormalenableitungen sind bei der Ellipse etwas aufwéandiger. Fiir die
Ableitungen in Normalenrichtung bend&tigt man einerseits den Gradienten in Polarkoordinaten
und andererseits den Finheitsnormalenvektor auf dem Rand der Ellipse. Mit den Richtungsvek-
toren €, = (cos(¢),sin(p)) T und €, = (— sin(p), cos(p)) " lautet der Gradient

1
Vu(r,¢) = Oru - €, + . ~Opu - €.

Den Normalenvektor erhélt man durch Ableitung der Gleichung (%)2 + (%)2 = 1 in z- und
y-Richtung:

a2

1 ( 2_§> 1 ( 2rc02s(<p) )
no= | 2 = ’ rs(iln
Gy B e ()

B 1 . <b2 - cos(p) > 1 <b2 - cos(p) )
Var - cos2(p) + bt -sin2(p)  \ a” - sin(yp) |...] \a®: sin(y)
Damit konnen nun auch die Konormalenableitungen berechnet werden:

yyu = 0,C-r- sin(gp)‘ri 4 =C-(n,Vr-sin(p))
VA
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beziehungsweise

e (3 )+t (22

Die Kriimmung erhélt man mit Gleichung 1.8. Aus r(¢) = <acos(go)) ergibt sich 7/(¢) =

bsin(p)
(25 ) = (0T, somi

K(p) = 20,7()? +1(0)* = 7(p) - 8337"(%0) ~ab-sin®(p) + ba - cos?(p)

NG R - aZsin?(p) + B2 cosi ()
ab

Va?sin?(p) + b2 0082(@)3 .

Erneut resultiert bei wachsender Anzahl Randelementen eine Konvergenzrate von O(n~1), wie
die folgenden Grafiken fiir die H*'/2-Norm, die L2-Norm und die L*-Norm zeigen:

é 101 :4 T I | I E

£ B 1
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10t 10 10°%

Anzahl der Stiitzstellen n

Abbildung 5.7: Konvergenzrate der H¥Y/2-Norm auf der Ellipse mit den Halbachsen a = 1,
b= % und winkelabhingigen Sprungbedingungen
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Abbildung 5.8: Konvergenzrate der L?-Norm auf der Ellipse mit den Halbachsen a = 1, b = %
und winkelabhéngigen Sprungbedingungen
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Abbildung 5.9: Konvergenzrate der L°°-Norm auf der Ellipse mit den Halbachsen ¢ =1, b = %

und winkelabhéngigen Sprungbedingungen

5.4 Dreieck mit » = 3 — sin(3¢) — cos(6¢) und konstanten

Sprungbedingungen

Als letztes Experiment sei ein Gebiet gegeben, welches ei-
nem Dreieck gleicht, d.h. mit einem Radius r(¢) = 3 —
sin(3p) — cos(6¢).

Da fiir sich fiir dieses Gebiet keine analytischen Losungen
mehr berechnen lassen, oder nur mit sehr viel Aufwand,
wird die exakte Losung nicht konstruiert, sondern durch
sehr viele Randelemente approximiert.

W

\V]

o

|
[\

Fiir die Krimmung benétigt man wie im obigen Fall die
Ableitungen von r nach ¢:
Opr = 6-sin(6p) — 3 - cos(3p)
ﬁ?pr = 9-sin(3¢) + 36 - cos(6yp).

Einsetzen in (1.8) liefert dann die Kriimmung auf dem Rand des Dreiecks.
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Als Konvergenzraten erhélt man die folgenden Bilder:
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Abbildung 5.10: Konvergenzrate der H*'/2-Norm auf dem Dreieck mit 7 = 3 —sin(3¢) — cos(6¢)
und konstanten Sprungbedingungen
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Abbildung 5.11: Konvergenzrate der L?-Norm auf dem Dreieck mit 7 = 3 — sin(3p) — cos(6¢)
und konstanten Sprungbedingungen
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Abbildung 5.12: Konvergenzrate der L*°-Norm auf dem Dreieck mit r» = 3 — sin(3¢) — cos(6¢p)
und konstanten Sprungbedingungen
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Anhang A

Herleitung des Doppelschicht-Potentials K fur
lineare Basisfunktionen

Alternativ zur Herleitung des Doppelschicht-Potentials fiir stiickweise konstante Basisfunktionen
kann K auch fiir stiickweise lineare Basisfunktionen implementiert werden. Diese Herleitung wird
auf den folgenden Seiten ausgefiihrt:

Die allgemeine Form der Matrix-Elemente von K lautet

_ _% / bi(x) - bi(z) dss + / / = 7;’_;|2y>bz(y) ds, - by (z) ds..

supp(b;)Nsupp(b;) supp(b; ) supp(b;)

In Zukunft bezeichne H den Ausdruck - <Tg’xy|§’>, wobei sich x — y von Transformation zu

Transformation andert.

Diagonal-Elemente (i = j)

A = —% / bi(ac)2 ds, + / / H - bi(y) dsy - bi(z) dsp =: (1) + (2)

supp(b;) supp(b; ) supp(b;)

b 2 c 2
T —a 1 x—b |b—a| |c—b
S dsy —= [ (1- ds, = — _
/a(b—a> ’ 2/b< c—b> ’ 6 6

93
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b T—a , 0 L2
1—— : e - H-(2-
/ / ( b> dy — dx = lc —b||b a\/o /1 (2—s)tdsdt

&
Il

2 2—n

2 e—bllb—al // H-(2—n—t)tdtdn+// H-(2—n—t)tdtdn

O 0 Ji-q 1 Jo

. 1 1 2 2-q

I P ST //H-(l—a@)(a@—0+1)0dad9+// H- (21— t)tdtdn
0 0 1 0

0 1 1 1 1

2 fe—bp—a //H-(1—ae)(ae—e+1)edad9+//H-(0—1)3(a—1)adad9
0 0 0 0

S 2 rl
/ (1_:6 )dxg‘c_bub—a]//H-s(2—t)d8dt
— —b 1 Jo
= c—b||b—a<//Hm931—a)dad9

// (b0 —0 —a)(@a—a—l—l)(l—&)dod@)

Obere Subdiagonal-Elemente (j =%+ 1)

1 1
A1 = —5 / bi()-biy1(x)ds,+ / / %H'bi(y)dsybﬂrl(x)dsx =: (1)+(2)
supp(b;)Nsupp(bi+1) supp(bi+1) supp(b;)
1 1 [ x—b\ x—b |b — |
1) = - () b - _Z 1— . - _
(1) 5 / bi(x) - biy1(z) dsg 5 /b ( - b) o dx D

supp(b; )Nsupp(bi+1)

I AR S Y R

c b . —b 2 1
(@) = //Hy “dy.x bdxi\c_bub_ay//H-s(t—1)dsdt
b Ja - c—
DED |c—b||b—a|<//H 0%0 (0o — 0+ 1) dad6+// O ao+a)(9—1)2adad0>

(b) = //H —d ( Z:E)dm%|d—c||b—a|/01/01H-s(1—t)dsdt
(c) = // (1——2@( 2:2)dm%|d—c||c—b|/12/01H-(1—5)(2—t)dsdt

\d—ch—b[(/O /0 H- (00 — 1)0%(0 — 1) do df

_|_/0 /0 H.(g_l)Z(a—l)(l—i—JH—J)dad@)

oo
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Untere Subdiagonal-Elemente (j =i — 1)

b— b— <[
Ai,i—l = —%—i— / / Hb( )dsy-bi_1($)d$z:—| C|—|—/ /

supp(b;—1) supp(b;)

A Lot [ [ [ [t [ [marwion

1 2
Tr—a [}
//H c—b dy - — dac—|c—b||b—a|//H-(s—l)tdsdt
DED yc—bub—a\<//H 0% (o — 0+ 1 dad0+// (0 — 90+J)(0—1)20d0d9>

/Cd :ady-<1— :2)dwg\d—CHb_a’/Ol/OlH-s(l—t)dsdt
// ( ( c:g)dfﬂ%Id—cllc—b|/01/12H-(2—5)(1—t)dsdt

g \d—ch—b[(//H-(00—1)02(a—1)d0d0
0,0 0 0

1 1 . - 2 — 0 g—0 g
+/O/OH<9 D*(1=0)(1+00—0)d d9>

Obere Subsubdiagonal-Elemente (j = i + 2)

1
Ajive = D) / bi(x) - biya(x) dsy + / / H - bi(y) dsy - biy2(z) dsy

supp(b;)Nsupp (bi+2) supp(bi+2) supp(b;)

o[ [ // // // [ [m@rmr@+@
/cd :ady'(2:2)dx%’d_CHb—G!/Ol/OlH-stdsdt

d pc o o 2 rl
b) = //H~(1—y b>dy-x € o |d—c||c—b|//H-(l—s)(t—l)dsdt
c b c—b d—rc 1 0

1 1 1 1
2 \d—ch—b[(/ / H-e(ea—1)(ea—e+1)dade+/ / H-a(e—1)3(a—1)dad0>
) 0 0 0 0

(c) = /:/:H-Z:Zdy-<1—gec_;j>dx%]e—de—a\/Ol/olH-s(l—t)dsdt
(d) = // <1——2)dy-< i:j)dm%|e—d||c—b|/01/01H-(1—5)(1—t)dsdt

||
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Untere Subsubdiagonal-Elemente (j = ¢ — 2)

M = =5 bi<x>-b-_ @ds,+ [ / H - bi(y) dsy - bi_a(x) ds.

2
supp(b; )Nsupp(b supp(b;—2) supp(b

0+// // // // // +(b) + (¢) + (d)
/ab/cdH’yiidy'fizdwg|d—c||b—a|/01/01H-stdsdt
// (1_5—3>dy-”Z:Zdwg‘e—de—G’/Ol/OlH-(1—s)tdsdt

//H y=c < i::)dm%|d—c||c—b|/01/12H-(s—l)(l—t)dsdt
DDE \d—ch—b[(/ /1H-03a(1—a)dad6
// (60— 0 —a)(l—i—@a—a)(@—l)dad@)

/ / <1_—§) dy - <1_2:2> dmg|6_d||c_b|/01/01H'(1—5)(1—t)dsdt

Restliche Eintrage der Matrix (j > ¢+ 3 bzw. j < i — 3)

A, = _% / bi(x)-b-(x)dsm—i— / / H - bily) ds, - by () ds.

supp(b; )Nsupp (b supp(b;) supp(b;)

- on [ //////// @

e rb 1 1
y—a x—d 0
p— H' . p— _ _ H-
(a) /d /a — dy o dx = le — d||b a]/o /0 stds dt
(b) = //H AL x_ddxgle—dﬂc—b]/l/lH (1 — s)t ds dt
- d b C—b y e—d E 0 0
f T —e 0 1 1
c) = 1= de=|f—e b—a//H-sl—t ds dt
© - [ (1= 5= wZir—dp-a [ [as0-
e —b _ 1,1
Yy Tr—e O
d) = H-(1- dy-(1- de 2 |f —e|jlc—b H-(1—s)(1—t)dsdt
@ = [ [ (-t e (15w 2ir e -ul [ [0 s -




Anhang B

MATLAB-Codes der Potentiale V und K

B.1 Einfachschicht-Potential V

Diagonal-Elemente

function Q = V_CC_1(a,b)

Q = -1/(2*pi)*abs(b-a)~2 * (log(abs(b-a)) - 1.5);

Subdiagonal-Elemente

function Q = V_CC_2(a,b,c,x,w)

[s,t] = meshgrid(x);

xyl = -t.*(-2.%b.*s+b+a.*s-a+s.*c);

xy2 = 2.%b.*s-2.%b.*s.*t-a.*s+a.*s.*t+a-c.*t-s.*c+s.*t.*c+b.*t-b;
Gl = log(abs(xyl)) .x*t;

G2 = log(abs(xy2)).*x(1-t);

Q = -1/(2*pi)*abs(c-b)*abs(b-a) * (wkx(wxG1)’ + wx(wxG2)’);

Subsubdiagonal-Elemente

function Q = V_CC_03(a,b,c,d,x,w)

[s,t] = meshgrid(x);

z = log(abs((b-a)*s+a - (d-c)*t-c));

Q = -1/(2*pi)*abs(d-c)*abs(b-a)*w* (wkz) ’;

o7
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B.2 Doppelschicht-Potential K

Diagonal-Elemente

Obere Subdiagonal-Elemente
function Q = K_LC_2_o(x,w,a,b,c,d)
[s,t] = meshgrid(x);

nya = (a-b)*i/abs(b-a);

xya= (d-c).*t+c - (b-a).*s-a;

sta = s;
Ha = 1/(2#pi)*(real(nya)*real(xya) + imag(nya)*imag(xya))./(abs(xya)."2).*sta;

Q1 = abs(d-c)*abs(b-a) * wx(wxHa).’;

nyb = (b-c)*i/abs(c-b);
xybl =4d s .t -4d .xt+d-2 .xc .*xs .xt+c .xt+Db.*xs .xt -b;
xyb2 = -(t - 1) .x (c+s .xd -2 .xs .xc+s .xb - b);

stbl = -(s .x t - 1) .* t;

stb2 = (t - 1) .7 2 .% (s - 1);

Hbl = 1/(2*pi)*(real(nyb)*real (xybl)+imag(nyb)*imag(xybl)) ./ (abs(xybl) . 2) .*stbl;
Hb2 = 1/(2*xpi)*(real (nyb)*real (xyb2)+imag(nyb)*imag(xyb2)) ./ (abs(xyb2).72) .*stb2;

Q2 = abs(d-c)*abs(c-b) * (wx(w*Hbl).’ + wx(w*Hb2).’);

Q=Q1 + Q2;

Untere Subdiagonal-Elemente
function Q = K_LC_2_u(x,w,a,b,c)
[s,t] = meshgrid(x);

nya = (b-c)*i/abs(c-b);

xyal = -t .* (b+s .xc -2 .xs .*xb+a .xs - a);
xya2 = -2.%b.*s.*t+2.*s.*b+s.*t.*a-a.*sta-c.*t+c.*s.*t-s.*c+b.*t-b;
stal = -(s .x t - 1) .* t;

sta2 = -(t - 1) .72 .x (s - 1);
Hal = 1/(2*pi)*(real(nya)*real (xyal)+imag(nya)*imag(xyal))./(abs(xyal) . 2).*stal;
Ha2 = 1/(2*xpi)*(real(nya)*real(xya2)+imag(nya)*imag(xya2))./(abs(xya2)."2).*sta2;
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Q = abs(c-b)*abs(b-a) * (wx(wxHal).’ + wx(w*Ha2).’);

Obere Subsubdiagonal-Elemente
function Q = K_LC_3_o(x,w,a,b,c,d,e)

[s,t] = meshgrid(x);

nya = (a-b)*i/abs(b-a);

xya = (e-d).*t+d - (b-a).*s-a;

sta = s;

Ha = 1/(2xpi)*(real(nya)*real(xya)+imag(nya)*imag(xya)) ./ (abs(xya). 2) .*sta;
Q1 = abs(e-d)*abs(b-a) * wx(wxHa).’;

nyb = (b-c)*i/abs(c-b);

xyb = (e-d).*t+d - (c-b).*s-b;

stb = 1-s;

Hb = 1/(2#pi)*(real(nyb)*real (xyb)+imag(nyb) *imag(xyb)) ./ (abs(xyb) . 2) .*stb;

Q2 = abs(e-d)*abs(c-b) * wx(wxHb).’;

Q =Q1 + Q2;

Untere Subsubdiagonal-Elemente
function Q = K_LC_3_u(x,w,a,b,c,d)
[s,t] = meshgrid(x);

nya = (b-c)*i/abs(c-b);
xyal = -t .* (-2 .* b .* s +b+a .xs-a+s .*¥c);

xya2 = 2.*b.*s-2.*%b.*s.*t-a.*s+a.*s.*t+a-c.*t-s.*c+s.*t.*c+b.*t-b;
stal =t .7 2 .x s;
sta2 = (-t - s + s .xt) .x (t - 1);

Hal = 1/(2*pi)*(real(nya)*real (xyal)+imag(nya)*imag(xyal))./(abs(xyal) . 2).*stal;
Ha2 = 1/(2*xpi)*(real(nya)*real (xya2)+imag(nya)*imag(xya2))./(abs(xya2)."2).*sta2;

Q1 = abs(c-b)*abs(b-a) * (wx(wxHal).’ + wkx(wxHa2).’);
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nyd = (c-d)*i/abs(d-c);
xyd = (b-a).*t+a - (d-c).*s-c;
std = (1-8);

Hd = 1/(2#pi)*(real(nyd)*real(xyd) + imag(nyd)*imag(xyd))./(abs(xyd)."2).*std;

Q2 = abs(d-c)*abs(b-a) * wx(wxHd).’;

Q=Q1 + Q2;
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