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1 Einleitung

Das elektrostatische Potenzial in einem beschrianktes Gebiet §2, bei gegeben
Spannung auf dem Rand 0f2, geniigt der Gleichung

—Au =0, wu=gaufofl

Die totale elektrostatische Kraft auf einer zusammenhéngenden Komponente
T" von 092 ist dann gegeben durch das Funktional

-

Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, zwei verschiedene Methoden zur numeri-
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schen Berechnung von |, 99 |g—z{ dS zu untersuchen, wobei v Losung ist von

—Au = f inQ
(1.1) { u = g aufdf),

und f und g gegebene Funktionen sind.

Zum einen ist da die klassische Methode, bei der das Problem (1.1) und
danach das Funktional direkt ausgerechnet wird.

Auf der anderen Seite die zweite Methode, die auf der Arbeit von M. Raffy
[Raf75] beruht. Dabei ersetzten wir (1.1) zunéchst durch ein Problem, wel-
ches von einem Parameter ¢ abhéngt,

—Au., = f inQ
(1.2) {ug—i—s%’;f = g auf 0.

Zusitzlich definieren wir das Funktional J(e) = [, fue dz — L [, |Vue|* dS,
und werden schliesslich sehen, dass gilt

WE) /
de 'e=0 90

Eine nummerische Approximation von d{li(;)’s:o ist somit auch eine fiir das

Funktional F'. Der Vorteil dabei ist, dass das Integral {iber den Rand 0f2 er-
setzt wird durch ein Integral iiber das Gebiet {2, welches besser zu berechnen
ist.
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2 Direkte Methode

2.1 Beschreibung des Verfahrens

Wie schon erwdhnt, wollen wir folgendes Integral berechnen:

J

Dabei ist u die Losung des Problems

—Au = f inQ
(2.1) { u = g aufl'=00Q.
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Wie der Name schon sagt, wird bei der direkten Methode das Problem (2.1)
zunéchst direkt ausgerechnet, d.h. wir suchen eine diskrete Approximation
der Losung u. Daraus erhalten wir dann eine diskrete Approximation der
Normalenableitung und schliesslich berechnen wir eine Naherungslosung fiir
das Integral.

Wir transformieren das Problem zunéchst in eines mit homogenen Rand-
daten. Sei ug € C%(Q)NC°(Q)N H(Q) eine Funktion, welche auf dem Rand
von () mit g iibereinstimmt. Fir w = u — ug gilt dann:

—Aw = fi=f+Auy in
(2.2) { w = 0 aufl.

Die schwache Formulierung von (2.2) lautet:

Finde w € V = H(Q) mit
a(w,v) = (fi,v) Vv eV =Hy(Q),

wobei a(u,v) = fQ VuVv dx die zum Differentialoperator L = —A gehérige
Bilinearform und (f,v) = [, fv da das Skalarprodukt auf L*((2) ist.

Fiir die Finite Elemente Approximation betrachten wir nun eine Trian-
gulierung 7 des Gebiets €, wobei h die Lénge der ldngsten Kante be-
zeichnet. j bezeichne alle Knotenpunkte im Innern von Q und I'j alle
Randknotenpunkte, €, = Q U T, Weiter sei V;,(€2;) C V der endlichdi-
mensionale Raum der Finiten Elemente Funktionen mit zugehoriger Basis

{i,i=1,...,N =#Q}.
Das diskrete Problem lautet dann: Finde wy, € V3 (), so dass

a(wh,vh) = (fl,vh> V’Uh S Vh(Qh).
Mit dem Ansatz

N
wh =Y agdr,
k=1
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ist dies dquivalent ist zum linearen Gleichungssystem
Aw = b,
mit A;; = a(¢;,¢), w = (a1,...,an) und b; = (f1, ¢i).
Schliesslich erhalten wir mit
up(P) = wp(P) fur P € Qp

up(P) = g(P) fiir P € T'y,
die Finite Elemente Losung uy, € Vi, (€2,) € HY(S).

Aus der FE-Loésung uy, € V) lasst sich nun der Gradient Vuy berechnen.
Im Fall von linearen Finiten Elementen sieht dies wie folgt aus.

Die Vereinigung aller Randkanten wird mit I’ bezeichnet und [f‘h] ist die
Menge aller Knotenmittelpunkte von I';. Fiir einen Punkt w € [I'] sei I (w)
die Lange der Randkante, die w enthélt und 7, die dussere Normale zu I,
im Punkt w. K bezeichnet die Anzahl Randkanten.

Dann setzen wir Wj,([['4])=R¥ als den Raum derjenigen Funktionen, welche
konstant sind entlang einer Kante von fh, mit Skalarprodukt

(Uhpwh)wh([f‘h]) = Z uh(w)vh(w) lh(w)
welly]
und entsprechender Norm
1/2

HuhHWh([fh]) = Z [Uh(w)]Q In(w)

we[f‘h]
Dies fiithrt uns schliesslich auf folgende Definition:

Definition. Wir definieren als Approximation von 6%

Gh . Vh(Qh) — Wh([fh])
up, —  Gpup mit (Grup)(w) = Vup(w) * ng,.

Und schliesslich erhalten wir

1Ghunlly, oy = D [(Grun)(@)] ln(w)

welly]

. 2
als Approximation von [ ’%‘ ds.



2.2 Fehlerabschitzung

Wir wollen nun den Fehler fiir die direkte Methode bei der Verwendung von
linearen Finiten Elementen abschitzen.
Wir nehmen dazu an, dass das Gebiet Q eine offene Menge in R? und der
Rand I' von € zweimal stetig differenzierbar ist. Fiir die Kriimmung ¢ von
I" soll gelten:

sup ¢(P) = C < 0.

Per
Weiter nehmen wir an, dass die Losung u des Problems (2.1) in C*(Q)NC?(Q)
enthalten und D?u beschrankt ist.

2.2.1 Fehler bei der Randapproximation

Lemma 2.1. Sei (y;);>0 eine Familie von zweifach differenzierbaren Funk-
tionen auf [0, 1], so dass y;(0) = y;(1) = 0.

Die nicht orientierte Kriimmung ¢; des Graphen von y; soll der Bedingung
Supgeo,1) ct(x) < Kl gendigen, wobei K eine Konstante ist.

Bezeichnet o die Linge des Bogenstiickes, definiert durch y; auf [0,1], so gilt

1 1
o1 <1+ (KI)? fiirl € [0, 5 nf (1, =)
Beweis: Die Kriimmung an der Stelle P = (z, y;(z)) lautet
_ @)
U =0
Setzt man ®(t) = W, so gilt
d d y(z)
LB _ a4 ylk
dx (yl(x)) dr (1 _ y;($)2>1/2

Y (@)(1 = yy(2)*)"? —yi(2)5 (1 - i(2)*) "> (=2y)(2))y7 (2)

(1 —yy(x)?)
Y (@)[(1 = yi(2)?) + y(2)2] _ Yy ()

(1- yf($)2)3/2 (1-— %(@2)3/27

und somit

d
sup ¢(z) < Kl= —KI < —®(y)(x)) < Kl Vx€|0,1].
z€[0,1] dx

Sei € (0,1) so dass y)(w) = 0, also auch ®(y;(x;)) = 0, dann folgt fiir
z € 10,1]

LO(yl(x) = T /m Do) ds < [ Kide = Ki(u — ),

xds T



= ®(yj(x)) < Kl|z — | < KI,
d.h.

2
e < (KP4 i) = (0 < 12

VI— (KI?

Und somit gilt fiir die Bogenlidnge

1 Kl
o :/ ()] dt < ——
0 1 — (K1)
und fiir [ < Jinf(1, %)
< ! <1+ (K1)
RS .
'S (KR

O

Lemma 2.2. Sei ' eine geschlossene Kurve, welche zweimal stetig differen-
zierbar ist, mit Krimmung ¢ so dass

sup ¢(P) = O < .
Per

Dann gilt fiir h € [0, %inf(l? C%)} )
IT| — |Tu| < |T| C2h2.

Beweis: Es bezeichne [; die Lange einer Seite von I', und o; die Lange des
entsprechenden Kurvenstiickes von I' {iber dieser Seite, gegeben durch die
Funktion y;(z) : [0,1;] — R.

Wir setzen y(x) = %ylz(lzx) :[0,1] — R und somit ist

y(0) =y(1) =0, y'(z)=yi(liz), y"(z) =1Ly (L)

Fiir die Kriimmung ¢, der Kurve y gilt

e W@ lily o)
Ty (@232 (14 (L))
lyi ()|
= sup ¢, = sup ————————1; < Cl;.
ecf01] | zefor) (1+yj(x)?)3/2

Cq



Die Lénge des Graphen von y ist

1 1 1 l; o;
a:/ 1y ()| da::/ yiiz)| de = / i(2)] dz= %
0 0 T lz 0 l

Z=;T
Mit dem Lemma 2.1 folgt nun
; 1 1
(2.3) T o<1+ CH2 firl; € [0, = inf(1, =],
l; 2 Cl

1

1
=0, —1; <CHZ < C?h*l; Vi fiir h €0, 5 inf(1, 5)]’
1

und somit gilt

2

[ = [Thl = (07— ;) < C7h* Y "1 = CFR* Ty | < CF 1| B2,

Im folgenden sei h € [0, %inf(l, C%)] =Ir.

Es sei AB eine Seite von f‘h und w ihr Mittelpunkt. Weiter bezeichne 7i,
den Einheitsnormalenvektor und #,, den Einheitstangentialvektor zu I'y, im
Punkt w. Entsprechend sind 7(s) und #{s) die Einheitsvektoren im Punkt

P(s) € T', wobei s € [0, ’A/E?’] die Bogenlange ist. Schlussendlich sind # und

i noch die Einheitsvektoren des Referenzkoordinatensystems.

Lemma 2.3. T' erfiille die Bedingungen von Lemma 2.2 und es sei h € Ip,
dann gilt:

5 . 5
7~ () < 2Cuh.
Beweis: Fiir die x-Komponente von 7, und 7i(s) gilt
(Tlw)e = cos(fy, ), (7i(s))z = cos(7i(s), T).

Daraus folgt aber

(7)o — (7(s))2| = |cos(ii, F) — cos(ii(s), F)| = | (tw — (s)) - 7],
da
to-§ = 7] ‘t_;,‘ cos(tw, ¥) = cos(fy,, ),
t(s) -4 = |§]|t(s)| cos(t(s), ) = cos(ii(s), T)

Sei ¢ € (0, ]A?B]), so dass () = 1.,

= [t(6) — t(s)]ly = |€ — s [ (W)]y mit u € (0,8).
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Weiter gilt ¢ (1) = ¢(p)7i(p), wobei ¢(p) die Kriimmung von T an der Stelle
L ist.
Zusammen ergiebt sich

(s = ((s))a] = | = Es))y| = | = sl [[7 (]| < I = sle() < C1 | AB|.

Analog folgt fiir die y-Komponente

Es bleibt zu zeigen:

Aus der Beziehung (2.3) folgt

1

~ 1
Luﬂghu+c%% fiir b € [0, 5 inf (1, &

),

und somit

~ 1. 5
AB‘< 14 -)=2h
‘ <h1+7)=2h

2.2.2 Fehler bei der Approximation des Gradienten

Wir bezeichnen mit G die Menge aller Dreieckskanten im Innern von 2 und
mit 0, den kleinsten Winkel der Triangulation 7;,. Wir nehmen an, dass ein
0 > 0 existiert, so dass 6, > 0 fiir alle h.

Unter den obigen Bedingungen gilt folgendes Lemma:

Lemma 2.4. [BS02, Thm 8.1.11] Sei Q) offen, zusammenhdingend, und der
Rand I" sei zweimal stetig differenzierbar mit supper ¢(P) = C1 < oo. Falls
die Losung u des Problems enthalten ist in C1(Q) N C?(Q), mit D?*u be-
schrankt, dann gilt:

C
IVun(Q) = Va(@) o < . 55h fiir @ € 2\ G,

wobei Cy einer Konstante ist.

Im weiteren definieren wir, fiir v Losung von (2.1),

M; = sup ‘Dku(P)) ,

Pe)
k=i
und setzen )
If = IpN[0,inf(1, 70]
M2 + sin29




2.2.3 Fehler bei Approximation von fr(g%)Qda:

Satz 2.1. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.4 und h € I}, fiihrt die
Approximation von g—n durch Gy, auf die Fehlerabschdtzung:

ou\?
2
(Gunliien -~ [ (5 ) 45

wobet K eine Konstante ist.

< [P|(K + M{)h,

Beweis: Sei T € T;, ein Element mit einer Seite AB in I'j,. Sei weiter w € [f’h]

der Mittelpunkt dieser Seite und P cAB= yn(w) C Q, dann folgt aus Lemma
(2.4) und ‘wipl < 2h

IVu(P) = Vup(w) o

A
4
=N
=
|
<
=
£
g
+
<4
=N
)
|
<
<
=
E

| o0

Nun setzen wir

Es gilt somit fiir h € I

il <on. - < s Spynen
H%Wfﬂ, H%—@

oo
Sei weiter ¢(7,w) := (¥,%)?, dann folgt mit

= max( <M2 + C2> h, %Clh) <1

sin 0
folgende Abschétzung:

ou

2
Grun@) = (Ga(P)) | = |6(72.75) — o(7a. T < 42 + b

Setzen wir K = 4(2 + M;)® max((M, + nge) ,2C1), so gilt

2
Z <[Ghuh(w)]2lh(w) —/yh(w) (?}Z) dS) < ;[Khlh(w)—ka(lh(w)—]yh(omega)m,

wE[f;J

und die Behauptung folgt mit Lemma 2.2. O



2.3 Numerische Resultate

Beim direkten Ausrechnen von [ (g—Z)de mit linearen Finiten Elementen
ergeben sich folgende Konvergenzraten:

1. Funktion w;(x,y) = sin(rz) * sin(7ry) auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1]

o Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
10 T T

10

10 "k

Fehler [log]

-3

p=1.86

4 H S i | H HE S i |

10 107 107 10°

h [log]

Konvergenzrate in Abhangigkeit von #Gitterpunkten
10 —— Ty ————— T —— T

10

Fehler [log]

107k

4 I I I

10 10 10* 10 10
#Gitterpunkte [log]

10

10



2. Funktion ug(z,y) = cos(5x) * cos(Fy) auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1]

o Konvergenzrate in Abhéangigkeit von h
10 " T " " T

P

107 F

Fehler [log]

10k

p=1.06

—3 i I S S S A | i R S S S A |

10° 107 10" 10°

h [log]

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von #Gitterpunkten
10 T T T T T T

10

PR

-1

10 "

PR |

Fehler [log]

—3 I I I

10 10° 10* 10° 10

#Gitterpunkte [log]

10
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3. Funktion uz(z,y) = 2% x (y* + 1) auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1]
o Konvergenzrate in Abhéangigkeit von h
10 T T T T T

Fehler [log]
=
o
T

FE——|

p=1.04
10’2 ; ; R ; ; R ; ; R
107 107 10" 10°
h [log]
0 Konvergenzrate in Abhéngigkeit von #Gitterpunkten
10 T T T ]
=
o
5 10 |
2 ]
[0} 4
L A
10-2 ! ! !
10° 10° 10 10° 10

#Gitterpunkte [log]
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4. Funktion u4(r, ¢) = cos(5x*r) auf dem Einheitskreis (r = 1, Zentrum: [0, 0])

0 Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
10 T T

Fehler [log]
=
o\
T

FE—— |

p=0099

—2 i I S S S A | i R S S S A |

10° 107 10" 10°

h [log]

Konvergenzrate in Abhangigkeit von #Ecken
10 T T T

10

Fehler [log]
=
oI
T

PR |

2 I I I

10 10° 10* 10° 10°

#Gitterpunkte [log]

10
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3 Asymptotische Methode

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Berechnung des Integrales
fF ’%’2 dS iiber den Rand T" = 912, wobei u die Losung ist von

—Au = f inQ
(3.1) { u = g aufl,
iibergefithrt werden kann in ein Integral iiber das Gebiet (2.

Dazu fiithren wir das zu (3.1) gehérige regularisierte Problem ein:

—Au. = f inQ
(3:2) {u5+8%“n5 = ¢ aufl,

wobei € ein positiver Parameter ist, der gegen 0 gehen soll.

Weiter definieren wir ein von der Losung u. von (3.2), und somit von €
abhéngiges Funktional

J(¢) ::/qugdx— ;/Q(Vug)de,

und werden schliesslich sehen: Falls u die Losung von (3.1) ist, dann gilt

ou\ dJ(e)
/F<an> dS = de ’s:O'

3.1 Problemstellung

Sei 2 C R™ offen, beschriinkt, I' ein reguldrer Rand. Sei weiter f € L%(Q)
und vorerst g € HY(T).

In variationeller Formulierung lautet das Problem (3.2)

ag(ug,v):/fv derl/gU s Yo € HY()
Q eJr

wobei

1
aes(u,v) := / VuVu dx + 6/uv ds.
Q r

Die Bilinearform a ist koerziv nach der Fridrichs-Ungleichung [Nec67| (vgl.
Satz 3.3) und dann liefert der Satz von Lax-Milgram die Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung in H(().

Aber g € HYT') = u. € H3?(Q).

Und es gilt auch, falls g € HY(I'), so ist die Losung von (3.1) in H3/2(Q).
Wir bezeichnen diese mit u oder wug.

14



3.1.1 Eigenschaften der Funktionen [¢ — u.|.] und [¢ — %]

Wir nehmen nun sogar an, dass g € H'7%(T"), mit o > 0;
also somit % e H*(I).

Sei K € L(L*(T")/R, L?(T")/R) der Operator definiert durch
(3.3) Kh=u

F?

wobei v Lésung ist von:

(3.4) {Au = 0 inQ

% = h aufl,

mit [ u dI' = 0; (eigentlich betrachten wir Aquivalenzklassen in L?(T')/R,
und wahlen den entsprechenden Representanten).

Der Operator K ist symmetrisch, positiv definit und kompakt (Satz von
Rellich [LM70]).
Seien {\;, w;} die Eigenwerte und Funktionen, fiir die gilt:

Ai >0, lim A =0, |wilpz@ =1
11— 00

Proposition 3.1. Sei v, = u. — ug, wobei u (bzw. uy) Losung ist von (3.2)
(bzw. (8.1)). Die Spur von v schreibt sich dann als

oo

—é‘)\i 8UO
Vel = Z e+ N < on ’wl>L2(F) o

i=1

Beweis: Fir v, gilt:

Av, = Au.—Aug=0 in
ov, Oue B % _ Ou

U5+68n = u€_u0+€8n E(‘)n ——a% auf I'.
=0
Also ist v. Losung von
{ Av, = 0 inQ
% = —fuelp— 52 aufl,

und mit der Definition von K folgt

1 ou
velp = K <—Evs\r - 8,?) )

Jug
= (E‘i‘K)’Ug‘F = —¢cK (87l> .

Die Behauptung ergibt sich dann mit Hilfe der Spektralzerlegung von K. [

15



Proposition 3.2. Firt <1+ 2« gilt fiir die Spur von us — ug

Ouo
on

[ (ue — “0)‘FHH%(F) <t

Ha(r)

Beweis: Wir setzen i = /\ij, welches die Eigenwerte von K ! sind.
Die Norm in H2 (T schreibt sich als:

1/2
||U||H5 (ZM u, w;) L2 F))

Nun setzen wir den Ausdruck fiir v, aus Lemma 3.1 ein und erhalten
> < e\ /du ’
2 _ 27 Y U s
elsey = 2k <2 Sy <8n’w]>w]’wz>
1= Jj=
_ iﬂw —eh ' fou N
‘ ' e+ N on’ "
=1
2
_ Z 2y 1 9y
L Hep)2\on "

_ 2
D R ple 0w,
— (1 + €,LLZ')2T_4Q (1 + 5Mi)2—2’r+4a In s Wy .

<
fiir 2—27+4a>0

S 27 —4a

Also gilt fiir 2 — 27 4+ 4a > 0, das heisst 7 < 1 4 2«

8UO 2
loelPs o € o 3 4 < wl>
5 HZ(T) 62 4o Z L2(T)

duo|*
on

—  20+2a-7)

)

H(T)
woraus die Proposition folgt. O

Korollar 3.1. Sei g € H™(T), a > 0. Fir 7 < « ist die Abbildung
[e — 'yusm stetig differenzierbar in H™(I") fiir alle ¢ > 0, und nach rechts
fiire =0.

Beweis: Es bezeichne wieder v, = ue — ug.
Nach Lemma 3.1 gilt fiir festes 4:

i((v w;) >_i —eAi %w- _i %w-
7 e Wi) p2ry | = e €+)\1 on’ [ L2(0) - (€+)\1)2 on’ ? L2(F)'

16




Dieser Ausdruck ist stetig in € > 0 und die Summe davon {iber alle 7 ist
gleichmésig beschrankt fiir € > 0. Daraus folgt die Existenz und Stetigkeit
der Ableitung in L?(T") fiir alle & > 0.

Analog wie im Beweis zur Proposition 3.2 folgern wir:

d P 2, =22 N Jouy  \?
— IV = . [ 7,“)'
Hds(g) HE(D) ;Mz ((€+>\z‘)2) <3n Z>
00 2
1 0
S ()
prt (14 eps)t \ On
_ i j2r—ta e Duy o 2
i=1 (1+€I~Li)2T_4o‘ (1+Eﬂi)4—27+4a on’ g '
<zitra <pi*

fiir 4—27440>0

Also gilt fiir 4 — 27 4+ 4o > 0, d.h. 7 < 2a + 2 die Abschétzung

d 2 Oug 2
(3.5) —(ve) < gla—2r 122 ,
d€ € H%(F) 3n HQ(F)
und somit
i(ve) < g2a=7) Oug _
de ) On ey

Daraus ergibt sich fiir 7 < «a die Behauptung fiir alle € > 0.

Schlisslich gilt auch noch

| ZUe—uo}p:i A\ [Oug N g/ Oug N Dug
el € et x \on ) — on’ )" on’

i=1
Das heisst die Spur von “= = #=—=¢ konvergiert gegen %(UE}F)}EZO = —%,
womit die Behauptung fiir € > 0 folgt.
O

Korollar 3.2. Sei g€ H**(T'), a >0

a) Fir 7 < o+ L ist die Abbildung [e — wu.] stetig differenzierbar in
H™(Q), fire > 0.

b) Fir 7 < a —1 ist die Abbildung [e —
H™(T), fire > 0.

%ﬁf] stetig differenzierbar in

17



147

Beweis: Es bezeichne H,> (£2) die Menge aller u € o (Q) fur die Au=0
gilt.

147

Nach [LM70] gibt es einen Isomorphismus zwischen H,> () und H2(I)
und da Av. = 0 folgt aus (3.5),

' i(vg) ) <O Guo .
de 7 @) on He(T)
Somit ergibt sich

de” @ On ey

Daraus schliessen wir, dass die Funktion [¢ — u,]| stetig differenzierbar ist in
H™(Q) fiir 20 — 27 +1 >0, d.h. fiir 7 < a + 3.

Behauptung b) folgt aus Teil a) mit Hilfe des Spursatzes aus [LM70, Kap.1
Thr. 9.4]. 0

3.1.2 Berechnung von [, (%)2 as
Wir hatten das Funktional J(¢) definiert als

1
J(s)z/fug dCC/ \Vu5|2daz,
Q 2 Jo

wobei u. die Losung von (3.2) ist.
Mit Hilfe der obigen Lemmas und Korollare kénnen wir nun den folgenden
Satz beweisen.

Satz 3.1. Sei f € L*(Q) und g € H'™*(T), o > 1. Falls u die Lésung von
(8.1) ist, dann gilt
J

7= und 0 < |d.| < &, dann gilt nach (3.2)

ou

2
~dJ(e)
an| 0=

de |5=0'

Beweis: Sei ul =

{ —A(PHEE) =0 inQ

UerdeUe 4 o0 (UebdeUey . OUerds  pup
n n

de de

Daraus folgt mit Hilfe der Korollare 3.1 und 3.2 fiir alle € > 0

!
ul —1—5%1;5 =% aufT.

{ —AuL=0 inQ

18



Fiir die Ableitung von J(e) erhalten wir somit

dJ(e) B d 1 9
= — = R </Q fue do — 5 /Q(Vug) dx)
= /fu’s dx — / Vu.Vu. dz
aug o
VUEVU dxr — . dS — Vu Vu dz

/8% o dS.
Aue 8

Setzt man fiir u. die Randbedingung u’E‘F =—9=

dJj(e) [ (Ouc\’ / du.\ O
(3.6) i _/p<8n> as+ [ (52) G as
Mit den Randbedingungen fiir u. folgt

(5%%) }F =(g— UE)‘F = (uo — “E)‘r’

was nach Proposition 3.2 fiir 7 < a + % in H™(T") gegen 0 konvergiert.
Weiter folgt aus Korollar 3.2 b), dass H (%)/ Hr () beschréankt bleibt fiir
—717<a-—1.

I—>||

f=—Au.

Es existiert ein 7, flir welches beide Bedingungen erfiillt sind, wenn

1 1
—1>-7>—-a-= = a> .
o > —7 « 5 « 1

Und somit gilt fiir @ > %

di), dug \*
o= [(F2) as

O

Satz (3.1) zeigt also, dass das Integral fp(g—:ﬁ)Q dS &quivalent ist zur

Ableitung des Funktonals J(e), welches ein Integral tiber das Gebiet £ ist.
J(e

Jede Approximation von dTe) bei € = 0 ist somit auch eine Approximation
der gesuchten Grosse.

19



Wir wihlen dafiir nun vorerst einmal eine lineare Extrapolation:

J(e1) —J
(3.7) e =J) oo,
€1 —¢&2
An der Stelle € = 0 kénnen wir J(eg) nicht berechnen, da in der variationellen
Fomulierung des Problems (3.2) der Therm % vorkommt.
Da aber u. nur ndherungsweise berechnet werden kann, gilt dies natiirlich
auch fiir den Ausdruck (3.7).

Konkret lésst sich zum Beispiel eine Finite Elemente Losung u., berechnen,

und dann ist
Jn(e1) — Jn(e2)
1 — €9

, 0<eg <ey,

einen Approximation fiir das Funktional F' = fF |%|2 dS, wobei

Jn(e) = /qush dx — % /Q(Vush)2 dx.

20



3.2 Fehlerabschatzung

Der Fehler setzt sich zusammen aus dem Fehler bei der linearen Extrapola-
tion (3.7) und dem Fehler in der Finite-Elemente-Diskretisierung.

3.2.1 Fehlerabschatzung fiir die Approximation in ¢, €

Satz 3.2. Sei 0 < g2 < &1 und g € H'(I),a > L. Dann gilt fiir die
Approzimation (3.7) die Fehlerabschitzung

2

/ (au>2ds_ J(e1) — J(e2) < pelo % )
r \on €1 — &2 on He(T)
Beweis: Aus Satz 3.1 und dem Mittelwertsatz folgt
ou\ J(e1) — J(e2) dJ () dJ(e) .
— ) d§ - —~——~ "= — - t
/1" <8n> s €1 — &9 de ‘5:0 de ‘525 mit ez <L <
d*J (e .
= dgg)lszﬂ-(()f)' mit 0 < p <&
d*J(e)
< c€1.
- Ogi}él d€2 c1

Das heisst wir brauchen eine Abschétzung fiir die zweite Ableitung von J(e).
Nach (3.6) gilt:

d%J(e) Ou. Qul. oul\ 2 due Ou!!
de2 =3 Fan an dS+5/I‘ % dS+€F8n 6ndS

Weiter konnen wir aus (3.2) und Proposition 3.1 folgern, dass

Ou g v NS N 0w N
e ===y (o

=1

und mit p; = /\i folgt wie im Beweis zur Proposition 3.2

was fiir 2 — 27 + 4o > 0, d.h. 7 < 2 + 1 folgende Abschétzung ergibt:

2 o] 27—404

Oug
on

i Hit <8uo w4>
- —or )y e I
wiay o (Ltep)? 4 (1+ep)? 27\ On L2(I)

Ou,
on

uo
on

2a0—T

H(T)

(3.8) ‘

HZ (D)

21



Auf die gleiche Art folgern wir aus

d Ou: Y Jup \ 1(=Ai) fOug N\
= on —Z@_ W<an’wZ>w‘ZEE+Ai<an’w2>wz’
und

d2 8u€ 2)\2' Ouo 1 )\z 8’&0
_ Tt _ v 2 s < il ZY s .
de? On Zi:(e—l—)\i)?’<8n’wl>wz_zi:62s+)\i<8n’wl>w“

fiir 7 < 2a+ 1 die beiden Abschétzung

(39) i auﬁ < 8204—7'—1 % 7
de On HE (D) on He(T)
2
(3.10) ' %% ‘ < Ra—T2 dug ,
d€ an H% (F) (971 He (F)
Wenn wir 7 = £ in (3.8) und 7 = —3 in (3.9) wiihlen, dann ergibt sich
3u5 8u’6 s < 54‘1—1 % 2 ’
r On on on Ho (D)

sowie bei entsprechender Wahl von 7 in den Ungleichungen (3.8), (3.9) und

(3.10),
I\ 2
5/ <8u5> dS
T (9n HO‘(F)

" 2

2
auo

< 640(—1
- on

und

Aus diesen drei Abschitzungen ergibt sich schlussendlich

d2J(e) 2

de?

ug
on

Ho(r)

3.2.2 Fehlerabschitzung in h,cq,e9
Satz 3.3. Fiir alle u € H%(Q) gilt mit e >0

. A
min[C(Q), k(1 + )] |ullfp q) < o (u. ),

wobei A1 der kleinste Eigenwert des Operators K, C(Q2) die Konstante in der
Poincaré Ungleichung und k eine Konstante ungleich Null ist.
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Beweis: Sei wiederum HA () = {u € H'(Q)|Au = 0}.
Wir schreiben u € H(2) als u = uj +up mit uy € HA(Q) und ug € H(Q),
da nach [LM70] gilt H1(Q) = HA(Q) & H}(Q).

Somit erhalten wir
1
as(u,u) = /(Vu)2dx+/u2d5
Q eJr

1
= /(Vu1)2 + 2Vuy Vg + (Vug)?dz + z / u3dS

T
— %ul ds+ /u%dSJr/(wo)?dx
r on r Q

= ag(ur,ur) + ‘UOIHl(Q) )
da [, VuiVug dS = [o,(—Aur)ug dz + [ Zug dS = 0.

Betrachten wir den durch (3.3) und (3.4) definierten Operator K, so gilt
fiir uy € HL(Q) N H2(Q), K~uy € L(T), also ist

1
aa(u1>u1) = <(K1 + 6)u17u1> = Z ul)w1>L2(I‘)

Die Spurabbildung ist eine Isometrie von HJ(£2) nach H %(F), womit der
Ausdruck Tés(luﬂ nach unten beschrankt wird durch
ul Hl(Q)
(3.11)
ae(uy,uy) ZZ(A% +1) (Ulawiﬁ?(r)

=k min2 ,
Zi )%L-<ul7wi>L2(F)§1 Zl )\ <u17 wl>L2(1—‘)

min “ 5
Hul”H%(r)f ”ulHH%(F)

da
k ||U1H2 Z (u1, wi) L2(r)

mit einer von Null verschiedenen Konstanten k.

Der Ausdruck (3.11) wird nach unten abgeschitzt durch k(1 4+ 1), woraus
wir schlissen, dass

A1

e (ur,u1) > k(1 + ) ||U1”§{1(Q)

Die Proposition folgt nun mit Hilfe dieser Abschétzung und der Ungleichung
von Poincaré. O
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Satz 3.4. Sei f € L*(Q) und g € H'T¥(T),a > 1. Bezeichnet uc), die
Losung des diskreten Problems und u. die des variationellen Problems, dann

gilt fiir alle e mit 0 < e < %
p(h)
He(T) e’

wobei C,, die Konstante des Spursatzes und C(S2) diejenige in der Poincaré
Ungleichung ist.

e+C2 2a1)
Hush — UsHHl(Q) < C(Q) \g|H1+a (T +é

uo
on

Beweis: ug, resp. ugp, ist Losung von

1
aE(uE,U):/fvd:E—l—é_/gvdS Yo eV =HYQ),
Q r

resp.
1
e (Ugp,vp) = / fop do + Z / gup dS Yup € Vi CV,
Q T

und somit gilt

augp, — ug,vp) =0 Yo, € V.

Fiir £ < 57§ ’\)1 7 gilt O(Q) < k(1 + %) und mit Satz (3.3) folgt somit

1
”Uah - Ua”?{l(g) < waa(uah_umuah_ua) = maa(uah_uaa Ihua_ua)7
wobei Ipu. die Finite Elemente Interpolierende ist, fiir die die Abschétzung
= Lyl 1y < Coalh) oy Vo € HA()

gilt. Es ergibt sich
mm—%%m)=</v%h V(e — ) dot

- /F(Ueh — ug)(Tpue — ug) dS>

1
o) (’Ufh — e 1 () Mntte — e gr(g) +

1
e = el W = el ) -

IN

Mit Hilfe des Spursatzes [Bra92, Satz 3.1| folgt weiter
2 3
[uen — uellg o ﬁ 1+* [wen = uell gy Mnue = vell g1 (o)
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und somit ist

e+C21 e+ C2 u(h)
[ten — UaHHl(Q)S C(Q) — [[Inue — UaHHl(Q)S C(Q)V ||U€HH2(Q)

Aus Proposition 3.2 ergiebt sich zudem fir « > 1 (7 = 3)

duo

el gy < N9l prnvary + €27 |50

Ho(n)

Satz 3.5. Sei f 6 LZ(Q) und g € H'*(T). Fiir « > 1, und
O<ea<er < C( ) , gilt die Abschdtzung

2
Jh(gl) - Jh(52) _/ @ ds < C ( ,u(h) _’_641101)
1 — €9 T on 82(51 — 62)
Beweis: )
Jn(e1) — Jn(e2) _/ ul” g <
€1 — €9 rlon
Jn(er) — J(e)|  |Jn(e2) = J(e2)| | J(e1) — J(e2) oul?
+ + — —1 dS
€1 — &2 1 — €9 1 — €9 r on

Die Ausdriicke I und II kénnen mit Hilfe von Satz 3.4 abgeschétzt werden.

/ fuep do — % /Q(Vugh)2 dx — </Q fue do — % /Q(VUE)Q da:)

/ ey, — ue) dz— / (Vuen)? = (Viue)? da

[ Jn(e) — J(e)] =

/|f Uep, — ue)| dr+ = / ‘ Vuep)? (Vu€)2| dx

< |l 2 lluen — uell 2y + §\|V(Uah = ue) | 21V (uen + ue)l 20

h
< C |U5h — u€|H1(Q) < CM(&‘)
Wir erhalten folgende beiden Ungleichungen:
< Cn) g o< )
e1(e1 —e2) e2(e1 — €2)

Fir den Ausdruck IIT liefert Satz 3.2 die Abschitzung
ITT < Ceje.

Die drei Abschétzungen zusammmen ergeben die Behauptung. O
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3.2.3 Wahl von ¢; und &5
Nach Satz 3.5 wird der Fehler abgeschétzt durch

C (52(51(}1)52) +5‘11°‘> .

Wir wéhlen somit €1 = 2e9 = ¢, da dann der Therm m am kleinsten
ist.
Tn(er) — J 2
S oep = n(e1) — Ju(e2) / du as| < ¢ (H(g) Jre4a> .
€1 —¢&2 rjon 3

1

Dieser Ausdruck ist am kleinsten bei der Wahl von e(h) = p(h)1a+2.

= ep <0y ) < outn
p(h)Fes2

In der Arbeit [Raf75] steht nun, dass es eine Approximation von H?!(£2)
mittels linearer Finiter Elemente giebt, fiir die u(h) = Ch? ist, und somit

wére ep = O(hﬁil). Nach [Bra92, Satz 6.4] gilt jedoch bei Verwendung von
linearen Finiten Elementen

1t — sy < Ch ullagqy V€ HA(Q),
womit wir folgende Fehlerabschétzung erhalten:

2
er < Ch2e+t,
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3.3 Asymptotische Entwicklung und Extrapolation

Wir wollen nun untersuchen, inwiefern fiir u., und somit dann auch fir J(¢),
eine asymptotische Entwicklung existiert. Dies wiirde es uns erlauben, den

Wert d{l(;) ‘5:0 mittels Extrapolation zu berechnen.

3.3.1 Asymptotische Entwicklung von u.

Das Vorgehen entspricht demjenigen von [CD96|. Fiir u. machen wir den
formalen Ansatz

(3.12) ue =Y ehuy,
k
und setzen diesen in die Gleichung (3.2) ein.
Z A, = f inQ
k

0
Zakuk—l—ekﬂﬂ = g aufl.
- on

Wenn wir nun die Terme mit gleichen Ordnungen in € vergleichen, erhalten
wir eine Folge von Dirichlet Problemen fiir die wug.
Zum einen wire da das fiir uo,

—Aug = f inQ

(3.13) ug = g aufl,

und zum andern jene fiir ug mit k& > 1,

Aup, = 0 inQ

3.14
(3:14) up = —a%’:l auf T.

Damit eine Losung von (3.14) existiert, muss dafiir aber 8%’“7”*1 in H %(F)
enthalten sein.

Wenn wir annehmen, dass diese Folge von Dirichlet Probleme fiir k = 0,..., N
erfiillt sei, so gilt mit @, := Zgzo ek,

A'&a = f
it N Au
~ e _ k k+1 Y%k
€ = € gttt —
te on Z Uk + on
k=0
N ou ou
k kVUE—1 N4+1 N
= € e¥—— +e¢ —_—
g+ tuit et == e
k=1
=0 wegen (3.14)
ou
_ g+€N+17N.

on
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Der Resttherm rév = u. — U ist somit Losung von

(3.15) ArY = 0 inQ
' rN—|—€ag—éV = —f—:NHag—?;V auf I'.

Es gilt dann der folgende Satz:

Satz 3.6. Fir f € I2(Q), g € H™NTYT), mit N € N, und € > 0 sei
ue Losung des Robin Problems (3.2). Fir k = 0,..., N seien uy definiert
durch die Folge von Dirichlet Problemen (3.13), (3.14). Dann besitzt u. die
asymptotische Entwicklung ue = ug + euy + -+ + eNux + v, wobei der
Resttherm r der Abschdtzung

Oug

HrévHHl( o S CeN on

H3+N(I)
gentigt. Dabei hingt C nicht von € ab.

Beweis: Die rechte Seite in (3.15) wird gemaéss (3.14) aus uy gebildet durch
wiederholtes Anwenden des Dirichlet-zu-Neumann Operators

ou

— wobel Au = 0 in €.
on

T : u‘F|—>

1_‘7

Genauer gesagt gilt

— _ 6u0
“k‘r = (-T)" 'wy = (-T)* 1877
woraus wir schliessen, dass
8UN N 3u0
— =||T <C
’ on ||gh = u1HH2 ) — ”ulHHﬁN(F H it

Weiter gilt nach [CD96, Lemma 2.1] mit (3.15) fiir 7Y die Abschiitzung

o2 ey < €| -1 5

Hir)
OJ

Fiir u, gilt also eine asymptotische Entwicklung, welche Abhéngig ist von
der Regularitidt der Funktion g auf dem Rand von €.
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3.3.2 Asymptotische Entwicklung von J(¢)

Nun gehen wir iiber zur Untersuchnung von J(g) und setzen den Ansatz
(3.12) in die Formel fiir J(e) ein:

) 2
J(e) = /Qf (zk:ekuk> dx — 2/Q (;skVuk> dzx.

Somit erhalten wir fiir J(e) den Ausdruck

k
1
(3.16) J(e) = Zekjk = Zsk / fupdz — / Z(Vun,Vuk,n)dx .
k k Q 2Jaim
Mit dem Ausdruck fiir 4. folgt

- 1
J(e) ::/faa dx—/ Vi |? da
Q 2 Ja

:igk </quk dx> — ;ZXN}’“ (Ai)(Vun,Vuk_n> d:c).
k=0 n=

k=0

Wir definieren nun

A N . N . 1 k
J(e) = kzzog J, = kZ:OE (/Q fupdx — z/glg(Vun,Vukn)dm>

) | 2N k
=J(e)+ 3 Z Ek/QZ (Vup, Vug_p) dz,
n=0

k=N+1

und somit gilt
Satz 3.7. Unter den Vorraussetzungen von Satz 3.6 gilt fir e := J(e)—J(e)
‘eév‘ < CaN,

wobei die Konstante C nicht von & oder N abhdngt.

Beweis:
2N k
16— Je)| < |16 -] + ;k%;lak /Q ;(Vun,Vukn> d

+‘C€N+1

IN

15t = o) o+ 3
Q

/ |Vue|? — |Vie|* da
Q

- 1 N -
< Ml g-1 e llue = tell g o i) (Ue = Ue, us + Te) 1) + CeMHL,
—_———

SCEN+1

29



Und schliesslich gilt mit Hilfe der variationell Formulierung des Problems
(3.15),

1 1
/VréVVvdij/révvdS:/ (—5N+16u]v>vd5 Vo € HY(Q),
Q e Jr e Jr on

die Abschitzung
(Ua — Ug, Ue + ﬂa>H1(Q) < CEN

O]

Somit haben wir unter geeigneten Voraussetzungen fiir J (&) eine asym-
ptotische Entwicklung J(g) = Jo+eJ1 +- -+ Iy + e, was es uns ermog-
licht, den Wert von % ‘E:O mittels einer Extrapolation gegen 0 zu bestimmen.

3.3.3 Beweis von J; =

Zuerst wollen wir aber noch zeigen, dass J; = d‘é(;)’

suchte Grosse ist.
Aus der Formel (3.16) ergiebt sich fiir k =1,

:/fu1 da:—/VuOVul dzx,
Q Q

und dann erhalten wir mit partieller Integration und den Gleichungen (3.13)
und (3.14)

o tatséchlich die ge-

Ji fuyde+ [ Auguy do— [ 2%, ds
Q I a
ou 8u
= — 0 (5] dS 0
871 ~—
Buo
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3.3.4 Extrapolation
Wir hatten

J(E):/fugdx—lf \Vue|? d, F:/
Q 2 Jo r

und dann folgte

2

&Ldn

on

d

F=—J)|._y

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, besitzt J(¢) eine asympto-
tische Entwicklung in e:

J(E) :JO+J1€+J252—|—..._|_JNEN+6£:V
und es ist
Ji=F

die gesuchte Grosse.
Daher verwenden wir in Analogie zu [DH02, Kapitel 9.4] folgenden Algorith-
mus:

Algorithmus: Wurde J(¢) fiir k& verschiedene Werte
i i=i—k+1,..i

berechnet, so kann man das Interpolationspolynom P, ;(¢) € P_;(e) zu den
Stiitzpunkten

(Eimkt15 S (Eimkt1)), ey (€05 T (€4))

bestimmen mit Hilfe des Neville-Aitken-Schemas:

Pi,l = J(é‘z) 7;=1,2,...

£—g; ,
Pr = P11+ —(Pig-1— Pi1 1) 2<k<i.

€ — Ej—k+1

Bei Differentiation der 2.Gleichung nach e ergibt sich

sz k dPi k—1 1 E—¢&; dPi k—1 df)z‘—l k—1
) — K P _ _Pi . 9 _ )
de de +€Z~ —Ei,kH( wh—1T Lk 1)+EZ‘ — €i—kt1 de de

).

Die Extrapolation erfolgt nun durch Auswerten an der Stelle ¢ = 0. Wir
erhalten so Naherungen Tj; von J(0),

Tix := Pi(0), 1 <k <4,
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und Néherungen Dy, von J; = 4] (e)]

£ e=0’

d Py
Dik = d{:‘ ‘5:0’

Die Rekursionsformeln iibertragen sich wir folgt:

Ti = J(&l) i:1,2,...
c.
Ty = Tig1— ————(Tig—1— Ti14-1)
€ —&i—k+1
Tiv_1—T; 11—
= Ti,k—l‘l‘( el -t 11'“ Do fra<k<i
.
Da = 0 i=12,..
Tiv_1—Ti 1p_ D1 —D;_1_ .
Dik _ Di,k—1+ i,k—1 i—1,k—1 +( 'L,kai1_k+1 i—1,k 1) fUI“QSk‘SZ
€ — Ei—k+1 = 1

Der gesuchte Wert ist schlussendlich Dyy.
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3.4 Sattelpunktformulierung

Das Problem (3.2) ldsst sich auch als sogenantes Sattelpunktproblem formu-
lieren. Dazu seinen die Hilbertraume V = H'(Q) und Q = HY*(T), f € V*,
g € Q*, sowie die drei stetigen Bilinearfomen

a(u,v):/Vquda:: VxV =R,
Q
b(vjq):/qufz VxQ@Q—R,
r

d(q,p) = /qudl“: QxQ—-R,
gegeben.

Dann ist unser Problem dquivalent zur folgenden Sattelpunktformulierung:
Finde ( Ue ) €V x Q mit
qe
(3.17) { fQ VuVudr + fF g:v dS = fﬂ fvde YveV
JrpuedS  — e [rgpdS = [rgpdS VpeQ,
oder anders geschrieben

a(ué‘? U) + b(”? Q5) = <f7 v)LQ(Q) Vo eV
b(ue,p) — ed(qe,p) = (9, P)p2(ry P EQ

Betrachten wir als erstes den Fall € = 0:
Fiir die existenz einer eindeutigen Losung, miissten die sogenannten Inf-Sub-
Bedingungen erfiillt sein, [Bra92, Satz 4.3|:

a) SUP,,cv l|)|(ww7|i?,) >p HqHQ Vg€ Q mit >0
b) a(v,v) = [, (Vo> dz > o]} Yoe{veV bvq)=0YqeQ}

Bedingung b) ist zwar nach der Poincaré-Ungleichung erfiillt, aber es exis-
tiert kein 5 > 0, so dass a) erfiillt wére.

Dennoch kann diese Formulierung verwendet werden, um wu. nummerisch
zu berechnen, da die Probleme nur in der Numerischen Lésung von ¢. auf-
treten, welche wir danach zur Berechnung der Funktionals J(e) gar nicht

mehr bendtigen.

Im folgenden sei nun € > 0 und es bezeichnen A : V — V* B :V — Q*
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und D : Q — Q* die Operatoren, welche durch a,b und d gegeben sind. Dies
fithrt uns zur Operatornotation des Problems (3.17):

(5o )=<(o o) =(5)

A B*

Nun definieren wir noch 7' := ( B0

):VXQ—>V*><Q*,

S:<8 0D>:V><Q—>V*><Q*, w:(Zj)EVXQ, sowie

h = ( 5 ) € V* x Q*, womit wir das Sattelpunktproblem kurz schreiben

als:
Finde w € V' x @ mit
(T —eS)w = h.
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3.5 Numerische Resultate

3.5.1 Untersuchungen zur Standardformulierung

Numerische Berechnungen zur Funktion u;(z,y) = sin(nz) *sin(7y) auf dem

Quadrat [0, 1])%:

1. Graph von J(g)

Plots von J(eps) fur Standardformulierung
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— h=0.088
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0.15
eps

0.2

0.25

2. Ubersicht iiber die numerisch bestimmten Konvergenzraten (siche fol-

gende Seiten)

Methode: lineare quadratische kubische direkte
Extrapolation | Extrapolation | Extrapolation | Methode
Konvergenz- 2.04 2.12 2.24 1.91
rate fiir ¢ = h3 fiir ¢ = A3 fiir ¢ = A3
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3. Konvergenzraten fiir verschiedene € = 1 = 2¢4 bei linearer Extrapola-

tion:
. Konvergenzrate in Abhéangigkeit von h
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4. Quadratische Extrapolation mit den Werten ¢ = &1 = 2g9 = 3e3

Fehler [log]

Fehler [log]

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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5. Kubische Extrapolation mit den Werten ¢ = e1 = 2e9 = 3e3 = 4ey4

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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Numerische Berechnungen zur Funktion us(x,y) = cos(

dem Quadrat [0,1] x [0, 1]

1. Graph von J(¢)

U

Plots von J(eps) fur Standardformulierung

sx)xcos(Gy) auf

1
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2. Ubersicht iiber die numerisch bestimmten Konvergenzraten (siehe fol-

gende Seiten)

Methode: lineare quadratische kubische direkte
Extrapolation | Extrapolation | Extrapolation | Methode
Konvergenz- 1.45 1.17 0.99 1.04
rate fiir e = h? fiir e = h? fir e = h?
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3. Konvergenzraten fiir verschiedene € = 1 = 2¢4 bei linearer Extrapola-

tion:
0 Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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4. Quadratische Extrapolation mit den Werten ¢ = &1 = 2g9 = 3e3

. Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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5. Kubische Extrapolation mit den Werten ¢ = e1 = 2e9 = 3e3 = 4ey4

Fehler [log]

Fehler [log]

1

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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Numerische Berechnungen zur Funktion uz(z,y) = 22 * (y* + 1) auf dem

Quadrat [0,1] x [0, 1]

1. Graph von J(¢)

Plots von J(eps) fur Standardformulierung

J(eps)
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0.25

2. Ubersicht iiber die numerisch bestimmten Konvergenzraten (siehe fol-

gende Seiten)

Methode: lineare quadratische kubische direkte
Extrapolation | Extrapolation | Extrapolation | Methode
Konvergenz- 1.53 1.16 1.04 1.03
rate fiir e = h? fiir e = h? fir e = h?
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3. Konvergenzraten fiir verschiedene € = 1 = 2¢4 bei linearer Extrapola-

tion:
. Konvergenzrate in Abhéangigkeit von h
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4. Quadratische Extrapolation mit den Werten ¢ = &1 = 2g9 = 3e3

Fehler [log]

Fehler [log]

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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5. Kubische Extrapolation mit den Werten ¢ = e1 = 2e9 = 3e3 = 4ey4

Fehler [log]

Fehler [log]

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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Numerische Berechnungen zur Funktion us(r,¢) = cos(§ * r) auf dem

Einheitskreis (r = 1, Zentrum:|0, 0])

1.

Graph von J(e)

Plots von J(eps) fur Standardformulierung

7

J(eps)

——— h=0.011
25 : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
eps
2. Ubersicht iiber die numerisch bestimmten Konvergenzraten (siehe fol-
gende Seiten)
Methode: lineare quadratische kubische direkte

Extrapolation | Extrapolation | Extrapolation | Methode

Konvergenz- 2.13 2.13 2.12 0.99

rate fiir ¢ = h? fiir ¢ = h? fiir ¢ = h?
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3. Konvergenzraten fiir verschiedene € = 1 = 2¢4 bei linearer Extrapola-

tion:
o Konvergenzrate in Abh&ngigkeit von h
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4. Quadratische Extrapolation mit den Werten ¢ = &1 = 2g9 = 3e3

Fehler [log]

Fehler [log]

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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5. Kubische Extrapolation mit den Werten ¢ = e1 = 2e9 = 3e3 = 4ey4

Fehler [log]

Fehler [log]

1

Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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3.5.2 Untersuchungen fiir Sattelpunktformulierung

Numerische Berechnungen zur Funktion u;(x,y) = sin(7wz) *sin(7wy) auf dem

Quadrat [0,1]%:

1. Graph von J(e)

Plots von J(eps) fur Sattelpunktformulierung
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2. Konvergenzraten fiir verschiedene € = ¢

= 2e9 bei linearer Extrapola-

tion:
N Konvergenzrate in Abhangigkeit von h
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Numerische Berechnungen zur Funktion us(z,y) = cos(5x) *cos(5y) auf

dem Quadrat [0, 1)2
1. Graph von J(¢)

Plots von J(eps) fur Standardformulierung
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2. Konvergenzraten fiir verschiedene ¢ = 1 = 29 bei linearer Extrapola-

tion:
o Konvergenzrate in Abhéngigkeit von h
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4 Schlussfolgerungen

Die Numerischen Experimente zeigen, dass bei der asymptotischen Methode
mit linearer Extrapolation eine héhere Konvergenzrate erzielt wird als bei der
direkten Methode. Zum Beispiel erhalten wir fiir die Funktion
ug = cos(5x) cos(Gy) auf dem Einheitsquadrat eine Verbesserung der Kon-
vergenzrate von 1.04 auf 1.45. Natiirlich ist dafiir aber der Rechenaufwand

grosser, da das Problem fiir zwei verschiedene Werte von € ausgerechnet wird.

Wenn man ausserdem die erzielten Fehler fiir gegebenes h vergleicht, so er-
kennt man, dass auch hier die asymptotische Methode bessere, d.h. kleinere
Werte ereicht als die direkte Methode.

Eine noch hohere Extrapolation bringt anscheinend nicht zwangsldufig ei-
ne noch weitere Verbesserung der Konvergenzrate, da zum Beispiel bei der
Funktion u4(r, ¢) = cos(§7) auf dem Einheitskreis das Funktional J(e) ein
sehr lineares Verhalten zeigt.

Mit der Sattelpunktformulierung scheint man auf den ersten Blick das Pro-
blem mit dem Therm % zu umgehen. Dies ist aber nicht der Fall, da dort eben
die entsprechenden Schwierigkeiten auftauchen weil die Inf-Sub-Bedingungen
nicht erfiillt sind.

Leider zeigt die auf [Raf75] beruhende theoretische Abschitzung des Fehlers
diese Verbesserung der Konvergenzordnung nicht wirklich. M.Raffy erhélt
dort fiir lineare Finite Elemente zwar einen Fehler der Ordnung O(h%),
was fiir @ > 3 besser ist als die Ordung O(h) fiir die direkte Methode,
jedoch geht er von der meiner Meinung nach falschen Annahme
einer Approximation von H'()) durch lineare Finite Elemente mit
lu = Inull g1 gy < Ch? ||ull g2 aus.
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5 Implementierung

Alle in der Arbeit aufgefiihrten Grafiken wurden mit Hilfe von MATLAB
erzeugt. Grundlage meiner Implementierungen war die LehrFEM Finite Ele-
mente Toolbox, welche von P. Meury und Prof. R. Hiptmair entwickelt wird
(siehe http://www.math.ethz.ch/ “meury/Projects/LehrFEM_MATLAB/).
Darauf basierend habe ich noch einige Matlab Skripte und Funktionen zu-
sétzlich geschrieben, wovon die wesentlichen Punkte nun nachfolgend aufge-
listet werden.

Implementierungen zur direkten Methode:

Fiir die direkten Methode muss als erstes das Dirichlet Problem gelGst wer-
den. Dies geschieht mit Hilfe dieser Funktion.

function U=dirichlet_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE)

%Lost das Dirichlet Problem fiir die rechte Seite F_HANDLE und die Dirichlet
%Randdaten GD_HANDLE auf dem Gitter Mesh.

%

#Bsp: U=dirichlet_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE)

%Steifigkeit-Matrix und Lastvektor aufstellen
A = assemMat_LFE(Mesh,@STIMA_Lapl_LFE);
L = assemLoad_LFE(Mesh,P706() ,F_HANDLE) ;

%Dirichlet Randdaten
[U,FreeDofs] = assemDir_LFE(Mesh,-1,GD_HANDLE);
L =L - AxU;

%Gleichungssystem ldsen
U(FreeDofs) = A(FreeDofs,FreeDofs)\L(FreeDofs);

return

Danach wird das Funktional F' = fr ‘%‘2 dS direkt ausgerechnet.

function F = direkt_LFE(U,Mesh,QuadRule)

%Berechnet das Integral F von der Normalenableitung von U im Quadrat iiber
%den Rand des Gebietes, welches durch Mesh gegeben ist.

%QuadRule ist eine 1D-Quadraturformel

h

%Bsp: F=direkt_LFE(U,Mesh,QuadRule

J%Konstanten initialisieren
nGauss = size(QuadRule.w,1);
Rot = [0 -1; 1 0];

F = 0;

%Gradienten der shap functions berechnen
grad_N = grad_shap_LFE([QuadRule.x zeros(nGauss,1)]);

%Randkanten bestimmen
Loc=find (Mesh.BdFlags < 0);

for i = Loc?
if (Mesh.Edge2Elem(i,1))
%0rientierung zum Element auf der linken Seite
Elem = Mesh.Edge2Elem(i,1);
id_s = Mesh.Elements(Elem,rem(Mesh.EdgeLoc(i,1),3)+1);
id_e = Mesh.Elements(Elem,rem(Mesh.EdgeLoc(i,1)+1,3)+1);
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else
%0rientierung zum Element auf der rechten Seite
Elem = Mesh.Edge2Elem(i,2);
id_s = Mesh.Elements(Elem,rem(Mesh.EdgeLoc(i,2),3)+1);
id_e = Mesh.Elements(Elem,rem(Mesh.EdgeLoc(i,2)+1,3)+1);
end

Q0 = Mesh.Coordinates(id_s,:);

Q1 Mesh.Coordinates(id_e,:);

x = ones(nGauss,1)*Q0+QuadRule.x*(Q1-Q0);
dS = norm(Q1-Q0);

%dussere Normale berechnen

normal = ones(nGauss,1)*((Q1-Q0)/dS*Rot);

%Gradient berechnen

idx = Mesh.Elements(Elem,:);

BK = [Mesh.Coordinates(idx(2),:)-Mesh.Coordinates(idx(1),:);

Mesh.Coordinates(idx(3),:)-Mesh.Coordinates(idx(1),:)];

inv_BK_t = transpose(inv(BK));

grad_U = (U(idx(1))*grad_N(:,1:2) + ...
U(idx(2))*grad_N(:,3:4) + ...
U(idx(3))*grad_N(:,5:6))*inv_BK_t;

%Integral F aktualisieren
F = F + sum(QuadRule.w.*(sum(grad_U.*normal,2))."2)*dS;

end

return

Die Grafiken zur Konvergenzrate der direkten Methode auf den Seiten 10-13
wurden schliesslich mit folgendem Skript erzeugt.

%Konvergenzrate fiir die direkte Methode bei linearen Finiten
%Elementen in Abhéngigkeit von h und #Gitterpunkten

%Speicher leeren
clear all

/%Konstanten initialisieren

F_HANDLE=@f1_Sqr; Jirechte Seite f
GD_HANDLE=@gl_D_Sqr; %Dirichlet Randdaten g
exakt=2%pi~2; %Exakter Wert fiir F
NREFS=6;

startNREFS=3;
h=zeros(1,NREFS);
nDofs=zeros (1,NREFS) ;

%Gitter generieren

Mesh = load_Mesh(’Coord_Sqr.dat’,’Elem_Sqr.dat’);
Mesh.ElemFlag = ones(size(Mesh.Elements,1),1);
Mesh = add_Edges(Mesh) ;

Loc = get_BdEdges(Mesh);

Mesh.BdFlags = zeros(size(Mesh.Edges,1),1);
Mesh.BdFlags(Loc) = -1;

for i=1:startNREFS

Mesh=refine_REG(Mesh) ;
end
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%Berechnungen zu den einzelnen Verfeinerungsstufen
for i=1:NREFS
Mesh=refine_REG(Mesh) ;

%Gitter ein wenig verformen
loc=zeros(size(Mesh.Coordinates,1),1);
loc(unique(Mesh.Edges (find (Mesh.BdFlags),:)))=1;
Mesh=jiggle (Mesh,loc);

Mesh=add_Edge2Elem(Mesh) ;

%Gitterweite und #Gitterpunkte bestimmen
h(i)=get_MeshWidth(Mesh) ;
nDofs(i)=size(Mesh.Coordinates,1);

%Dirichlet Problem L&sen
U=dirichlet_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE) ;

%F direkt ausrechnen
F(i)=direkt_LFE(U,Mesh,gauleg(0,1,4));
end
J%Fehler
e_F=abs (F-exakt) ;

%Plot fiir Konvergenzrate in h
fig=figure(’Name’, ’Konvergenzrate fiir die direkte Methode’);
loglog(h,e_F,’0’); hold on

grid(Pon’);

h_log=log(h);

e_F_log=log(e_F);
p_F=polyfit(h_log,e_F_log,1);
loglog(h,exp(polyval(p_F,h_log)),’-?)
add_Slope(gca, ’SouthEast’,p_F(1));
title(’Konvergenzrate in Abhingigkeit von h’);
xlabel(’h [logl’); ylabel(’Fehler [logl’);

%Plot fiir Konvergenzrate in nDofs

fig=figure(’Name’, ’Konvergenzrate fiir die direkte Methode’);
loglog(nDofs,e_F,’0’); hold on

grid(’on’);

nDofs_log=log(nDofs) ;

p_F=polyfit(nDofs_log,e_F_log,1);

loglog(nDofs,exp(polyval (p_F,nDofs_log)),’-’)

add_Slope(gca, ’SouthWest’ ,p_F(1));

title(’Konvergenzrate in Abhingigkeit von #Gitterpunkten’);
xlabel (*#Gitterpunkte [logl’); ylabel(’Fehler [logl’);
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Implementierungen zur asymptotischen Methode:

Hierbei wird zunéchst das gestérte Problem mit den Robin Randdaten fiir
verschiedene € gelGst.

function U_eps=gestoert_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE,epsilon)

%Lost das gestorte Problem fiir die rechte Seite F_HANDLE und die Dirichlet(BdFlag=-2)
%und Robin(BdFlag=-1) Randdaten GD_HANDLE auf dem Gitter Mesh.

yA

%Bsp: U=gestoert_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE, epsilon)

Steifigkeitsmatrix und Lastvektor aufstellen
= assemMat_LFE(Mesh,@STIMA_Lapl_LFE);
L = assemLoad_LFE(Mesh,P706(),F_HANDLE);

= =

%Robin Randdaten einbauen
[K,L] = assemRob_LFE(Mesh,-1,L,gauleg(0,1,4),GD_HANDLE,1,epsilon);

%Dirichlet Randdaten einbauen
[U_eps,FreeDofs] = assemDir_LFE(Mesh,-2,GD_HANDLE) ;
L =L - AxU_eps;

%Gleichungssystem 1l8sen
U_eps (FreeDofs) = (A(FreeDofs,FreeDofs)+K(FreeDofs,FreeDofs))\L(FreeDofs) ;

return

Die Assemblierung der Robinranddaten geschieht dabei mit Hilfe der folgen-
den Funktion.

function [B,L] = assemRob_LFE(Mesh,BdFlags,L,QuadRule,FHandle,a,b,varargin)
%Assemblierung von Robin Randaten, welche durch FHANDLE gegeben sind, auf
%den Kanten mit vorgegebenen BdFlags.

%QuadRule ist eine 1D-Quadraturformel zur numerischen Integration

%entlang einer Kante.

%a,b sind die Koeffizienten fiir die Robinranddaden: a*u + b*du/dn = g

%Initialisiere Konstanten
nCoordinates = size(Mesh.Coordinates,1);
nGauss = size(QuadRule.w,1);

%shape functions berechnen
N = shap_LFE([QuadRule.x zeros(nGauss,1)]);

Lloc = zeros(2,1);
Bloc = zeros(2,1);
B = sparse(nCoordinates,nCoordinates);

for j1 = BdFlags
%Randkanten bestimmen
Loc = get_BdEdges(Mesh);
Loc = Loc(Mesh.BdFlags(Loc) == j1);

for j2 = Loc’
if (Mesh.Edge2Elem(j2,1))
%0rientierung zum Element auf der linken Seite
Elem = Mesh.Edge2Elem(j2,1);
EdgelLoc = Mesh.EdgeLoc(j2,1);
id_s = Mesh.Elements(Elem,rem(EdgeLoc,3)+1);
id_e = Mesh.Elements(Elem,rem(EdgeLoc+1,3)+1);
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else
%0rientierung zum Element auf der rechten Seite
Elem = Mesh.Edge2Elem(j2,2);
EdgeLoc = Mesh.EdgeLoc(j2,2);
id_s = Mesh.Elements(Elem,rem(EdgeLoc,3)+1);
id_e = Mesh.Elements(Elem,rem(EdgeLoc+1,3)+1);

end
Q0 = Mesh.Coordinates(id_s,:);
Q1 = Mesh.Coordinates(id_e,:);

x = ones(nGauss,1)*Q0+QuadRule.x*(Q1-Q0);
dS = norm(Q1-Q0);

%Beitrag an den Lastvektor berechnen

FVal = FHandle(x,jl,varargin{:});

Lloc(1) = sum(QuadRule.w.*FVal.*N(:,1))*dS;
Lloc(2) = sum(QuadRule.w.*FVal.*N(:,2))*dS;

L(id_s)
L(id_e)

L(id_s)+Lloc(1)./b;
L(id_e)+Lloc(2)./b;

%Beitrag zur Matrix B berechnen
Bloc(1)=sum(QuadRule.w.*N(:,1) .*N(:,1))*dS;
Bloc(2)=sum(QuadRule.w.*N(:,1) .*N(:,2))*dS;

B(id_s,id_s) = B(id_s,id_s) + a/b*Bloc(1);
B(id_e,id_e) = B(id_e,id_e) + a/b*Bloc(1);
B(id_s,id_e) = B(id_s,id_e) + a/b*Bloc(2);
B(id_e,id_s) = B(id_e,id_s) + a/b*Bloc(2);
end
end

return

Als néchstes wird das Funktional J(g) = [, fue dz — 3 [, |Vu|? dz ausge-
rechnet.

function J_eps=funktional LFE(U_eps,Mesh,QuadRule,F_HANDLE)

%Berechnet das Funktional J(eps) mit Hilfe der Loésung U_eps des gestdrten
%Problems und der rechten Seite F_HANDLE.

%QuadRule ist eine 2D-Quadratur Formel auf dem Referenzelement

%

%Bsp: J_eps=funktional LFE(U_eps,Mesh,QuadRule,F_HANDLE)

/Konstanten initialisieren
nElements = size(Mesh.Elements,1);
nPts = size(QuadRule.w,1);

grad_N = grad_shap_LFE(QuadRule.x) ;
shap_N = shap_LFE(QuadRule.x);
J_eps = 0;

for i=1:nElements
ecken=Mesh.Elements(i,:); %Ecken des Elements
coord=Mesh.Coordinates(ecken, :); %Koordinaten der Ecken
werte=U_eps(ecken); %Werten von U an den Ecken
%Element Quadratur Punkte

bK = coord(l,:);
BK = [coord(2,:)-bK; coord(3,:)-bK];
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det_BK = abs(det(BK));
x = QuadRule.x*BK + ones(nPts,1)*DbK;

%Integral von Gradient~2
inv_BK_t = transpose(inv(BK));
grad_U = (werte(1)#*grad _N(:,1:2) + ...
werte(2)*grad_N(:,3:4) + ...
werte(3)*grad_N(:,5:6))*inv_BK_t;
J_eps = J_eps - 1/2*sum(QuadRule.w.*sum(grad_U.*grad_U,2))*det_BK;

%Integral von f*u
FVal = F_HANDLE(x);
UVal = shap_N(:,1)*werte(1)+shap_N(:,2)*werte(2)+shap_N(:,3)*werte(3);
J_eps = J_eps + sum(QuadRule.w.*FVal.*UVal)*det_BK;
end

return

dJ(s)‘
de le=0

Zum Schluss wird noch mittels Extrapolation der Wert von be-

stimmt.

function F = extrapol(J_eps,epsilon)

%Extrapolation der Ableitung am Nullpunkt mit Hilfe der Werte J_eps zu den
%Stiitzstellen epsilon

%

%Bsp: F = extrapol(J_eps,epsilon)

m=size(J_eps,2);
%Startwerte
for i=1:m
T(i,1)=J_eps(i);
D(i,1)=0;
end
Jneue Werte berechnen
for i=2:m
for k=2:1i
T(1,k)=T(1i,k-1)+(T(i,k-1)-T(i-1,k-1))/(epsilon(i-k+1)/epsilon(i)+1);
D(i,k)=D(i,k-1)+1/(epsilon(i)-epsilon(i-k+1))*(T(i,k-1)-T(i-1,k-1))+ ...
(D(i,k-1)-D(i-1,k-1))/(epsilon(i-k+1)/epsilon(i)+1);
end
end
F=D(m,m) ;

return

Auch hier habe ich wieder ein Skript geschrieben, um die Grafiken zu den
Konvergenzraten zu erzeugen.

%Konvergenzrate fiir die asymptotische Methode bei linearen Finiten
%Elementen in Abhéngigkeit von h und #Gitterpunkten

%Speicher leeren
clear all

%Konstanten initialisieren

F_HANDLE=@f1_Sqr; %rechte Seite f
GD_HANDLE=@gl_D_Sqr; %Randdaten g
exakt=2%pi~2; %Exakter Wert

grad=1; %Grad der Extrapolation
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NREFS=6;
startNREFS=3;
h=zeros(1,NREFS);
nDofs=zeros(1,NREFS) ;

%Gitter generieren
Mesh = load_Mesh(’Coord_Sqr.dat’,’Elem_Sqr.dat’);
Mesh.ElemFlag = ones(size(Mesh.Elements,1),1);
Mesh = add_Edges(Mesh);
Loc = get_BdEdges(Mesh);
Mesh.BdFlags = zeros(size(Mesh.Edges,1),1);
Mesh.BdFlags(Loc) = -1;
for i=1:startNREFS

Mesh=refine_REG(Mesh) ;
end

%Berechnungen zu den einzelnen Verfeinerungsstufen
for i=1:NREFS
Mesh=refine_REG(Mesh) ;

%Gitter ein wenig verformen
loc=zeros(size(Mesh.Coordinates,1),1);
loc(unique(Mesh.Edges (find (Mesh.BdFlags),:)))=1;
Mesh=jiggle (Mesh,loc);

Mesh=add_Edge2Elem(Mesh) ;

%Gitterweite und #Gitterpunkte bestimmen
h(i)=get_MeshWidth(Mesh) ;
nDofs(i)=size(Mesh.Coordinates,1);

for k=1:5
eps_start=h(i)"k;
for m=1:grad+1
epsilon(m)=eps_start/m;

%Laplace-Gleichungen mit Robin Randdaten 1dsen
U_eps=gestoert_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE, epsilon(m)) ;

%Funktional J_eps berechnen
J_eps(m)=funktional LFE(U_eps,Mesh,P706() ,F_HANDLE) ;
clear U_eps

end

%Extrapolation

J(k,i)=extrapol(J_eps,epsilon) ;

J%Fehler
e_J(k,i)=abs(J(k,i) -exakt);
end
end

%Plot fiir Konvergenzrate in h

fig=figure(’Name’, ’Konvergenzraten fiir die asymptotische Methode’);

loglog(h,e_J(1,:),’-.x’,h,e_J(2,:),’-.x’,h,e_J(3,:),’-.x°,

h,e_J(4,:),’>-.x’,h,e_J(5,:),’-.x")

grid(Pon’);

h_log=log(h);

e_J_log=log(e_J);

for m=1:size(e_J,1)
p_J(m,:)=polyfit(h_log,e_J_log(m,:),1);

end

legend(’eps=h’,’eps=h~2’,’eps=h~3’,’eps=h~4’,

’eps=h~5’,’Location’, ’NorthWest’)
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max_rate=max(p_J(:,1));

add_Slope(gca, ’SouthEast’ ,max_rate) ;
title(’Konvergenzrate in Abhingigkeit von h’);
xlabel(’h [logl’); ylabel(’Fehler [logl’);

idx=find(p_J(:,1)==max_rate);
fprintf (’Die Konvergenzrate ist am grdssten fir eps=h~%1.0f,\n’,idx);
fprintf (Pund ist gleich 0(h~%1.2f).\n’,max_rate);

%Plot fir Konvergenzrate in nDofs
fig=figure(’Name’, ’Konvergenzraten fiir die asymptotische Methode’);
loglog(nDofs,e_J(1,:),’-.x’,nDofs,e_J(2,:),’-.x’,nDofs,e_J(3,:),’-.x’,
nDofs,e_J(4,:),’-.x’,nDofs,e_J(5,:),’-.x’,nDofs,e_J(6,:),’-.x?)
grid(’on’);
nDofs_log=log(nDofs) ;
for m=1:size(e_J,1)
p_J(m, :)=polyfit(nDofs_log,e_J_log(m,:),1);
end
legend(’eps=h’,’eps=h~2’,’eps=h~3’,’eps=h~4’,
’eps=h~5’,’eps=h~6’,’Location’, ’NorthWest’)
max_rate=min(p_J(:,1));
add_Slope(gca, ’SouthEast’ ,max_rate) ;
title(’Konvergenzrate in Abhéngigkeit von #Gitterpunkte’);
xlabel (*#Gitterpunkte [logl’); ylabel(’Fehler [logl’);

Implementierungen zur Sattelpunktsformulierung:

Um wu, bei der Sattelpunktsformulierung zu berechnen habe ich diese Funk-
tion geschrieben.

function U_eps=sattelpunkt_LFE(Mesh,F_HANDLE,G_HANDLE,epsilon)

%Lost das variationelle Sattelpunktproblem auf dem Gitter Mesh fiir die
%Funktionen F_HANDLE und G_HANDLE und dem Parameter epsilon

h
%Bsp: U_eps=sattelpunkt_LFE(Mesh,F_HANDLE,GD_HANDLE,epsilon)

%Konstanten initialisieren
nCoord=size(Mesh.Coordinates,1);

%System-Matrizen und Lastvektoren aufstellen

A = assemMat_LFE(Mesh,@STIMA_Lapl_LFE);

L = assemLoad_LFE(Mesh,P706() ,F_HANDLE) ;

G=zeros (nCoord,1);

[B,G] = assemRob_LFE(Mesh,-1,G,gauleg(0,1,4),G_HANDLE,1,1);

[I1,J1,A]=find(A);
[13,J3,D]=find(-epsilon*B) ;
[12,J2,B]=find(B);

T=sparse([I1;J2;I2+nCoord;I3+nCoord], [J1;I2+nCoord;J2;J3+nCoord],
[A;B;B;D],2*nCoord, 2*nCoord) ;

%Gleichungssystem Ldsen
V=T\[L;G];

U_eps=V(1:nCoord);

return
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