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Ausgangsgleichung

%_m_mx(Amxm) IN]0, T[xQ,
( ) my In Q : (1)
%_ =0 0on|0,T[x0f .
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Ausgangsgleichung

Schone Eigenschaft:

2
4/m| :2m-a—m:2m-(m><(Am><m)):O

dt ot

Daraus folgt:
m(t")| = [m(t")]

Wahle
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Ausgangsgleichung
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Zeitdiskretisierung

Methode von Heun:

fi(t) = F(t)
fE ) — f¢") _ F() + P

K 2

FlUhre Notationen ein
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Zeitdiskretisierung

Damit wird das semi-diskrete System (1)
Sm™ 2 = w2 s (AmTT xm ) ) m® =mgy  (2)
Multipliziere (2) mit m"+"/>

m" P~ m"?=0 = |m"|=|mo| Vn,

Verfahren von Heun fahrt zur Erhaltung der Norm im
semi-diskreten Problem.
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Kleiner Trick

Es gilt die \Vektor Identitat
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) Va,b,ceR>.

Das heisst flr uns:

2

m X (Am x m) =Am-m“ —m(Am - m)

Und flr das semi-diskrete System

5tmn‘|‘1/2 — Amn+1/2 _ |mn+1/2|2 B mn+1/2(Amn+1/2 .mn+1/2)
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Finite Elemente Methode

Repetition:
1. Variationelle Formulierung

2. Galerkin Diskretisierung: Ersetzte Testraum durch endlich
dimensionalen Unterraum

3. Wahle Basisfunktion mit lokalem Trager
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FEM 1. Variationelle Formulierung

Definiere neue Unbekannte j .= vm"*"/?

sn+1/2

mEYe =t w2 - w2 (div

(5751’1’1 . ﬁ”+1/2)

Flhrt auf gemischtes Variationsproblem
(5tmn_|_1/2’ V) _ (dian+1/2 v, ‘mn+1/2|2> . (dian+1/2 . mn—l—l/?,mn—i—l/? . V)
0 0

(3)
(le q, mn—|—1)0 — (jn—|—1, q>0 (4)

0

Vv € (L2(Q)?, Vq € (Ho(div; Q)3

Warum gemischte Formulierung?
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FEM 2. Galerkin Diskretisierung

Ersetzte
(L?(2))? durch vV, € (L?(Q))?,
(Ho(div;Q))? durch Q;, € (Hy(div; Q))?

wahle
fir V;, Raum stiickweise konstanter VVektorfelder auf 2 ,

flir @, Raum der Raviart-Thomas Finiten Elemente
niedrigster Ordnung
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FEM 2. Galerkin Diskretisierung

Wahl von V, erlaubt lokales testen der Gleichung (3) dh.
Gleichung (3) muss fiir alle v € V, gelten, auch fir

. _ n+1/2
Vi = XK,

Y x Ist die charakteristische Funktion auf Zelle K. Damit gilt

1 ( n+1 n+1 1 n—|—1‘2

2
o My~ mZyK)(mmK +my ) = Z|mh\K — my |7 =0

Die Norm von m bleibt auf jeder Zelle erhalten.
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FEM 2. Galerkin Diskretisierung

Basisfunktion fir i-te Komponente stlickweise konstanter
Vektorfelder:

o5 ()
bki(X){ “ X

0 elsewhere
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FEM 2. Galerkin Diskretisierung

Basisfunktion fir i-te Komponente mit Raviart Thomas Finite
Elemente fur Dreieck mit Ecken a,

s, _le] =
se 1ol (x — . xe
e

0 elsewhere

Bestimmt Normalkomponente von q auf Dreiecksseiten. q ist

(H(div; Q))? konform wenn Normalkomponente von q stetig
Ist, d.h. es gibt ein Freiheitsgrad pro Dreiecksselite.
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FEM 3. Wahl der Basisfunktionen

Rechengebiet Q = [0, 1]
Wahle regelmassiges Dreiecksgitter der Gitterweite h = 1/N

1

1
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FEM 3. Wahl der Basisfunktionen

Also

Vp = kaz’bki ,»  gqn = Z QkeiBkei

k., k.e,t
Damit gilt das gemischte Variationsproblem
n—+1/2 _ . wn+1/2 . == t1/212
<5t bkz)o (leJ bkzv ‘mh | )O

(dlvjn+1/2 mZ+1/2,mZ+1/2.bkz—)o — 0 Vki
(diVBei,mZH) —|—(.]”le B. ) = 0 Ve,i

Ersetzte nun

mh:E Mg b thE JkeiBrei
k.,i k.e,t
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FEM 3. Wahl der Basisfunktionen

Flhrt schliesslich mit globalem Losungsvektor

n
n Mk
X = .
Jei

auf nichtlineares Gleichungssystem A (x"™!, x") = 0 mit
A(Xn—H, Xn) _

_n —n+1 —n —n+1/2__n =T
[ o s 3 (el ZI e +skzr o e

eclby

Z <5k6|m”+1—|— Z ]n+1] )

e/’ el
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Randbedingungen

8—m:j-m:() on 0 2,
on

Randbedingung wird erflllt wenn alle Koeffizienten der
Raviart Thomas Basisfunktionen auf dem Rand null sind.

Basisfunktionen auf dem Rand konnen eliminiert werden.
Ergibt 15N% — 6N Unbekannte.
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L_osung des nichtlinearen Systems

Fir jeden Schritt muss A (x"*1,x™) = 0 gelten. Finde die
Losung fur jeden Zeitschritt iterativ mit dem Newton

Verfahren:
x'Th = x' — DA(x*, x")\A(x", x™).
Als Startwert kann die Losung des letzten Zeitschritts
verwendet werden.
X =X .

Newton Verfahren benétigt Jacobi Matrix DA := 224
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L_osung des nichtlinearen Systems

( 3
K2 S 7’L—|—1/2 n—|—1/2 k‘/:k,
o T2 1—231 EZJ:E | ‘] My i/ =i
(9Am < 7! ) _|_k/ / _|_1/ 1/ ’
i — —-n 2 n—|— 2 -n 2 n+1/2 k :k),
8m7,;‘7:,1 — Sk Z |6|Jez my. + Z ‘ ‘j my., il £i
ec by, ecEy
L 0 otherwise
(
S / _’I’L—|—1/2 €/€Ek,
—5 e Z ™ | i —i
aA]m l#z
o o \ Sk | |t/ 2—n+1/2 e'cEy,
Jetit 2 1€ 1My, My v #1
L 0 otherwise
( ’__
212 e =e,
3h =1
OA; ; 12 dkle € Hy,e' € Vi ore € Vi, e’ € Hg,
A+l 6 . ,
836/?,’ f[// —
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L_osung des nichtlinearen Systems

Eigenschaften der Jacobimatrix DA

Well sich das Gitter nicht verandert bleibt die Struktur von
DA wahrend der ganzen Simulation gleich.

Wegen lokalem Trager der FE Basis Funktionen wird DA
dunnbesetzt. 4 bis 12 Eintrage in jeder Zeile.

Die zwelite Gleichung in der gemischten variationellen
Formulierung ist linear. Dies fuhrt zu konstanten
Eintragen in DA.

Diese Eigenschaften mussen fur eine effiziente Simulation
benltzt werden.

Der Knackpunkt der Simulation ist die Losung von DA\ A flr
jeden Newton Schritt.
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Konvergenz

Wie messe ich den Diskretisierungsfehler?
BenUtze die 2D Anfangsbedingung:

cos(cos(mx) cos(my))
my = | sin(cos(mx) cos(my))
0

Und vergleiche mit analytischer Losung:

— o2t

cos(e cos(mx) cos(my))

—2mt cos(mx) cos(my))

0

mg, = | sin(e
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Konvergenz

Was wenn es keine analytische Losung gibt?

1. Gib eine analytische Losung m ¢,,... vor, die
Normerhaltung und Randbedingungen erfullt.

2. Setzt ein in Gleichung (1) ein und berechne
ubrigbleibender Forcing Term.

3. Diskretisiere den Forcing Term und baue thn in die
Simulation ein.

Om
W:mx(Am><m)+f(:><,t) (%)
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Konvergenz

Problem: Schone Eigenschaft der Normerhaltung?

Nach zeitlicher Diskretisierung des Forcing Terms mit der
Methode von Heun nur gewahrleistet, falls gilt:

—-n—+1
f .

m'+f -m"t =0
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Konvergenz: h Verfeinerung

Error
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Konvergenz: h Verfeinerung

t=0.03, kappa=0.06/32 t=0.06, kappa=0.06/32
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Konvergenz ~ Verfeinerung

» 1=0.06, N=160
107 ———— ‘ :
I - L, i
O kl.982 7
o Hy
O k2.045 1
107 -
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