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Kapitel 1
Aufgabenstellung

1.1 Problem

Kantenelemente sind H(curl;Q2) konforme finite Elemente niedrigster Ordnung ( Raum W*(M) ,
M eine Triangulierung von @ C R?® ), Flichenelemente anderderseits setzen Finite Element
Unterrdiume von  H(div;©2 ) voraus ( Raum W?2(M) ). Dazu gibt es kanonische lokale
Interpolationsoperatoren I'' : ( C° () )3 — WHM) und I? : ( C° () )3 — W2(M) , welche
zwar nicht auf H(curl;2) respektive auf H(div;Q ) definiert sind, dafiir aber auf den Réumen

Hl(curl;2 ) :={uC HY(Q):curluC H!(Q) }, respektive auf H'(Q ).

1.2 Ziel

[N

IN

e (Il sy + I curd w5 )

Gyl u HHl(T)

| u-Tu HL2(T)

IN

| u-Tu HL2(T)

Fiir beliebige Tetraeder T sollen die besten Konstanten C; und C; fiir die lokalen
Interpolationsungleichungen berechnet werden. Fiir die Berechnung soll eine polynomiale

Spektralmethode verwendet werden.

1.3 Focus

Implementation einer polynomialen Spektral-Methode und Durchfithrung numerischer Experimente

um die Winkelabhéngigkeit der Konstanten C; , Cs zu bestimmen.



Kapitel 2
Losung

2.1 Polynomiale Spektralmethode I

Sei T das Tetraeder (P; , P> , P3 und Py).

Damit werden die baryzentrischen Funktionen berechnet:

A= Mayy o+ Magy - y+ Mag)-z+ Mqaa
Ay = Moy o+ Mooy y+ Moz z+ Mgy
A3 = Mgy o+ Mgz -y+ Mgaa) -2+ Mgy
Moo= My o+ Mugy-y+ Mug)y -2+ Mu,a

(2.1)

Wir betrachten das Problem im Raum P,,(T"), dem Raum der Polynome iiber T vom Grad < m.

Die Basis B fiir P,,(T) wird wiefolgt gewihlt:

)\(111 . )\32 . )\gs . )\24 . 1a = (a17a2;a3;a4)76 = (61762563764)37 = (71;72773;74)

B=q| AR A1 || [al[BL1yv]€{0,m}, anfivEN,
PYERD Ve oD VA o §=(,8,7), |6|=m, JeNI2
1, ]al=m
mit 1, =
0 , sonst
N=|B|=(m+l) - (m+2) - (m+3) /2 Dimension der Basis B

o, B,7 € N*
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Betrachten wir als Beispiel den Fall m = 2:

Es folgt N = 30, d.h. wir haben die 30 Basisfunktionen:

Das urspriingliche Problem
2 2
-ty < O ([ [y + 1 eurd u [ )

lTa-Tufpeg < Co-flullna

kénnen wir nun algebraisch umschreiben fiir @ € P, (T") und erhalten :

A2 A1 A At A2 Ao
o (.1l o |.| o [.] o [.] o ].| o [.] o
0 0 0 0 0 0 0
Ashs A2 0 0 0 0 0
o {1 o Lol a2l oA [ s | o | A2
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
N [ A2 o x| L a2l o | o L] o
0 0 0 0 A2 A A3
0 0 0 0 0 0
o (.| o |.] o |, o ]|.| o [.]o
A2 Ao Aoy A2 Ashy A2

1
2

A1A\g

— —
(ﬁ—[lu)T-MLz(T)-(ﬁ—Ilu) < 012-(ﬁT-]VfH1(T)-ﬁ + ﬁT-CUTlT-MHl(T)-CUTl-ﬁ) (2.4)

—

—
(@ —Pu)" - Mpaqpy - (G—TPu) < Co?-d@" - Myypy - @

—_— —
mit @, I'u, IPu e RN

MHl(T) , ML2(T)7 Curl € RV*N
Datei base.m

function Basis = base(m)
% Output Variablen:
% Base : Basis B fiir den Raum derPolynome vom Grad <= m

% ( Nx12-Matrix )

% Input Variablen:

% m  : Polynomgrad

(2.5)
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N = (m+1
Basis =
index =
for i=m:

for j=m

)% (m+2) * (m+3) /2;
zeros(N,12);

1;

-1:0

:-1:0

for k=m:-1:0

for 1
if

end
end
end
end

end

=m:-1:0

( (i+j+k+1l) ==m )
Basis(index ,1:4)
Basis(index + N/3 ,5:8)
Basis(index + 2*N/3 ,9:12)

index = index + 1;

[i,j,k,1];% alpha
[i,j,k,1]1;% beta

[i,j,k,1];% gamma

2.2 Interpolationsoperatoren

Betrachten wir nun die Interpolationsoperatoren. Sie sind folgendermassen definiert:

I'u = Z (/u-ds) - b, (2.6)

e edge

e

Pu= Y (/fu-n~dS)~bf (2.7)

[ face

Die Normfunktionen b, und by sind wiefolgt definiert:

Kantennormfunktionen

Flachennormfunktionen

Ai- VA = Aj - VA (2.8)

bijn = 2-(Ai-(vxjxwk)+ A (VA x V) + Ak-(wiij)) (2.9)

Berechnen wir zuerst die Integrale.
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2.2.1 Integralberechnung

Sei
AT ASTAST A 1,
w= Y | AR AR AR
12
( ﬁﬁi)n AR AT,
a,B,7)=4
Dann folgt :
PYEED SED P iR Vs I
/K t u-ds = /K t Z Us ,\fl.)\gz.)\gs.)\f4.1ﬁ . ds
ante;; ante;; 12 — ; _
e AUAT AT A1, = rds mitlr|=1
(a,8,7)=0
AT NSNS AT 1,
= X w [ eragara, |ras
12 ante;;
. ST AN,
(a,B,7)=6
= Y us Y re-lc /K t (A - A2 - AS - ASH)ds (2.10)
SCR12 c{a,B, ante;;
\6€\Em ¢e{a,B,7}
(a,B,7)=6

AST NG L ADS A%,

/ u-n-dsS = / Z Us )\?1')\52')@3')\54'13 .n-dS
Flaeche;jp Flaeche;jp

12
ioim A AT AP AL
(o, B,7)=6
AT A2 A5 AT - 1,
= Y SIS TSV PPE
12 Flaeche;
5 NP HUEP eV iEP YA
(,8,7)=8
= Y w Y aci / (A& A ASdS (2.11)
fe‘Rm ce{a,B8,7} Flaeche;j
S|=m
(o, B,7)=06
Aus der Formel
/A‘{l- LN dr = K| d) - bul- ... Gani! , V8 e NIt (2.12)
K + (01 +...+ 0411+ a)!
folgen die 2 Integrale:
I eile] _
/ A NG NG NG ds = | Kantey| - iy > GG =0
Kante;; ’ 0 , sonst
(2.13)
2- |Flaech6ijk| . 7Ci!.<j!.<k! s Cl =0

/ /\fz )\5] )\ik . /\?L .dS = (Gi+¢+Ck+2)!
Flaechegj 0 s sonst
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2.2.2 Berechnung der Normfunktionen

Die Normfunktionen ( 2.8 ) und ( 2.9 ) sollen in der Basis B dargestellt werden. Dazu bendtigen

wir folgende Gleichung:

A= A (A Az Az + A"
(m—1)! aoA¢
= A Z ———— 7' A
’ VoGl Gyl 72
o Gl Gl ol (!
I¢]=m—1
Erweitert man ( 2.14 ) in 3 Dimensionen, so erhilt man:
i A 00 i
B (m—1)! 5
Aj = 0 A 0 > al- gl AL
JER?
Ak 0 0 N 16]=m—1 AT
(e,B,7)=0
mit ol = allag!a3!a4!, 6' = ﬁﬂﬁg!ﬁg!ﬁ;ﬂ,
Fiir die Kantennormfunktion ( 2.8 ) erhélt man:
M1 M)
bij = A Mj 2 = A M; 2
Mj3) M)
M 0 0
(m—1)!
= 0 Mg O A Y alfly!
JER?
0 0 M(j)3) [6]|=m—1
(o, B8,7)=0
M1 0 0
(m —1)!
- 0 Mgz 0 "Aj Z B!
0 0 M(iﬁg) \5(?35171
(e,B,7)=0
(e
B (m—1)! 5 \5
= Z 704!5!7! . ()\11 .)\22
SER'? o y\2
8] =m—1 (A" - A9

(a,B,7)=6

A
AL
AP
A
AL

71
)‘1

LG
) )\52
. /\'272
DY
) )\52

2
.)\2

DYDY (2.14)
D VSED ¥ Vi I
.,\52 .)\gﬁ .)\54 g (2.15)
P AP AT,

7= v1!72!y3ly4!

GG 1,
SUBCRY

PN,

DAGT LAY T,
AP

A AL,

AST AT Lo (Mg - A = My - Ag)
XGNP g (M) A = Mgy - Ag)
A A Ly (M) - A = My - )

(2.16)
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Fiir die Flachennormfunktion ( 2.9 ) ergibt sich :

b = 2- ()\i (VA X VAR 4 A (VA X VA) 4+ A (VA x wj))
—— — ——
= ik = vk = v¥
DY L VR NP VR 0 0
= 2 0 PVREY LI VIR T Va1 0
0 0 D W D YRtL

ooy [ O8N )
m — :
O I R P

algly!
SER!?
Jom, (AT AP A3° A1)
a,B,v)=
2. (m—1)! AT AS2 AT AT L) - (A - o™+ Ay - ol + A o)
< (m—1)! j ; i
= D T | O R 1) (e of Al A ) (2.17)
SCR12 . X ii
(w%]i‘il)_l& (N5 A22 - A2% 7% 1) - (M- 0l + okt 4 A - o)
o,B,7)=

Wir haben also die Darstellung der Normfunktionen b;; und b;;; in der Basis B.

( Notation : l;; und IT];; )

Mit ( 2.10 ), ( 2.11 ) und ( 2.13 ) kann man die Interpolationsoperatoren ( 2.6 ) ( 2.7 )

neu schreiben.

o — |Kante;| - 7St GG =0
Pu= 3 by Y ws Y (Ol 7 GG (2.18)
(ij) Kante T;(sel]]{m ¢e{a,B,v} 0 ) sonst
(a,B,7)=6
— — 2 - |Flaechej| - 79!'9!@! , =0
(ijk) Flaeche fﬁRm ce{aB} 0 , sonst
(a,B,7)=6 ( )
2.19
Damit haben wir die Matrizen I' , I2 € RV*YN bestimmt, die folgendes erfiillen:
—
' = 1@ (2.20)
—

Pu = P-4 (2.21)
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function I1 = get_I1(Base,M,P,f)

% Output Variablen:

Datei get I1.m

% I1 : Interpolationsmatrix fiir Kantenelemente

/R

% Input Variablen:

% Base: Basis B ( Nx12-Matrix )

% M : Baryzentrische Funktionen

% Lambda(i) = < M(i,:), ((x,y,z,1) >

% P : [P1°,P2°,P3’,P4°] Eckpunkte ( 3x4-Matrix )
% £ : Vektor fiir Berechnung von Fakultédten

% Aufruf fir j! : fa(j,f)

/S

% Subroutines:
% - fa(j,f)

% - get_in_B( Base, [deltal],f,nn)

Y= — m o o

N = length(Base);
m = Base(N,12);
I1 = zeros(N,N);

% Kantendefinitionen:

: berechnet j!

: berechnet Darstellung von [delta] in B

% kk(i,1) : Anfangspunkt der Kante i

% kk(i,2) : Endpunkt der Kante i
kk(1,1) =

[EY

; kk(1,2)

kk(2,1) =1 ; kk(2,2)

kk(3,1) = 1 ; kk(3,2)

kk(4,1) = ; kk(4,2) =

I
AR W o W N

2
kk(5,1) = 2 ; kk(5,2)
3

kk(6,1) = 3 ; kk(6,2)

% Schlaufe iiber die 6 Kantenelemente:

for i=1:6
I_kante = zeros(N,N);
v_int = zeros(1,N);

v_normfunction = zeros(N,1);

Kante = norm( (P(:,kk(i,2)) - P(:,kk(i,1))) );
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r=(P(C:,kk(i,2)) - P(:,kk(i,1)) )/ Kante ;
% - Berechnung des Integrals
for j=1:N % Schlaufe iiber die N Basiselemente:
if ( Base(j,kk(i,1)) + Base(j,kk(i,2)) == m ) % alpha
v_int(j) = r(1)*Kantexfa(Base(j,kk(i,1)),f)* ...
fa(Base(j,kk(i,2)),f)/ fa(m+1,f) ;
elseif ( Base(j,kk(i,1)+4) + Base(j,kk(i,2)+4) == m ) % beta
v_int(j) = r(2)*Kantex*fa(Base(j,kk(i,1)+4),f)* ...
fa(Base(j,kk(i,2)+4),f)/ fa(m+l,f) ;
elseif ( Base(j,kk(i,1)+8) + Base(j,kk(i,2)+8) == m ) I gamma
v_int(j) = r(3)*Kantexfa(Base(j,kk(i,1)+8),f)* ...
fa(Base(j,kk(i,2)+8),f)/ fa(m+l,f) ;
end
end

% - Berechnung der Darstellung der Normfunktion

% --- Bezeichnung: m_ji1_i ~ M(j,1)*lambda_i
m_jl_i = zeros(1,12); m_j1_i(kk(i,1) ) =1 ;
m_j2_i = zeros(1,12); m_j2_i(kk(i,1)+4) =1 ;
m_j3_i = zeros(1,12); m_j3_i(kk(i,1)+8) =1 ;
m_il_j = zeros(1,12); m_il_j(kk(i,2) ) =1 ;
m_i2_j = zeros(1,12); m_i2_j(kk(i,2)+4) =1 ;
m_i3_j = zeros(1,12); m_i3_j(kk(i,2)+8) =1 ;

v_normfunction = M(kk(i,2),1)*get_in B( Base,m_ji1_i,f,0)
- M(kk(i,1),1)*get_in _B( Base,m_il_j,f,0)
+ M(kk(i,2),2)*get_in_B( Base,m_j2_i,f,0)
- M(kk(i,1),2)*get_in_B( Base,m_i2_j,f,0)
+ M(kk(i,2),3)*get_in_B( Base,m_j3_i,f,0)
- M(kk(i,1),3)*get_in_B( Base,m_i3_j,f,0) ;
% - Berechnung der Kantenmatrix
for k=1:N
I_kante(k,:) = v_int * v_normfunction(k) ;
end
I1 = I1 + I_kante ;

end
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Datei get 12.m

function I2 = get_I2(Base,M,P,f)

% Output Variablen:

% I2 : Interpolationsmatrix fiir Flidchenelemente
Y
% Input Variablen:

% Base: Basis B ( Nx12-Matrix )

% M : Baryzentrische Funktionen

% Lambda(i) = < bary_coeff(i,:), (x,y,z,1) >
% P : [P1°,P2°,P3’,P4°] Eckpunkte ( 3x4-Matrix )
% £ : Vektor fiir Berechnung von Fakultédten

% Aufruf fir j! : fa(j,f)

/A
% Subroutines:

% - fa(j,f) : berechnet j!

% - get_in_B( Base, [deltal,f,nn) : berechnet Darstellung von delta in B

% - area(pl,p2,p3) : berechnet Flaeche von Dreieck (pl,p2,p3)

N = length(Base);
m = Base(N,12);
I2 = zeros(N,N);

% Fldchendefinitionen:
% kk(i,1) : Punkt i
% kk(i,2) : Punkt j
% kk(i,3) : Punkt k

kk(1,1) =1 ; kk(1,2) = 3 ; kk(1,3) = 2 ;
kk(2,1) = 1 ; kk(2,2) = 2 ; kk(2,3) = 4 ;
kk(3,1) = 1 ; kk(3,2) = 4 ; kk(3,3) = 3 ;
kk(4,1) = 2 ; kk(4,2) = 3 ; kk(4,3) = 4 ;

% Schlaufe iliber die 4 Fladchenelemente:
for i=1:4

I_flaeche = zeros(N,N);

v_int = zeros(1,N);

v_normfunction = zeros(N,1);
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% -

Flaeche = area( (P(:,kk(i,1))) , (P(:,kk(i,2))) , (P(:,kk(i,3)) ));

n =

cross((P(:,kk(i,2))-P(:,kk(i,1))),P(:,kk(i,3))-P(:,kk(i,1))) )/ ...
norm(cross((P(:,kk(i,3))-P(:,kk(i,1))),(P(:,kk(i,2))-P(:,kk(i,1))))) ;

Berechnung des Integrals

for

end

j=1:N % Schlaufe iiber die N Basiselemente:
if ( Base(j,kk(i,1)) + Base(j,kk(i,2)) + Base(j,kk(i,3)) == m ) % alpha
v_int(j) = n(1l) * 2 * Flaeche * fa(Base(j,kk(i,1)),f) * ...
fa(Base(j,kk(i,2)),f) * fa(Base(j,kk(i,3)),f) / fa(m+2,f) ;
elseif ( Base(j,kk(i,1)+4) + Base(j,kk(i,2)+4)+ Base(j,kk(i,3)+4) == m ) % beta
v_int(j) = n(2)* 2 * Flaeche * fa(Base(j,kk(i,1)+4),f)* ...
fa(Base(j,kk(i,2)+4),f) * fa(Base(j,kk(i,3)+4),f) / fa(m+2,f) ;
elseif ( Base(j,kk(i,1)+8) + Base(j,kk(i,2)+8) + Base(j,kk(i,3)+8) == m ) 7, gamma
v_int(j) = n(3) * 2 * Flaeche * fa(Base(j,kk(i,1)+8),f)* ...
fa(Base(j,kk(i,2)+8),f) * fa(Base(j,kk(i,3)+8),f) / fa(m+2,f) ;

end

% - Berechnung der Darstellung der Normfunktion

b

YA

A

Vektoren v_ij,v_jk, v_ki

v_ij = cross(M(kk(i,1),1:3) , M(kk(i,2),1:3) );
v_ki = cross(M(kk(i,3),1:3) , M(kk(i,1),1:3) );
v_jk = cross(M(kk(i,2),1:3) , M(kk(i,3),1:3) );

Bezeichnung: 1_i_jk_2 ~ lambda_i * v_jk(2)

1_i_jk_1 = zeros(1,12); 1_i_jk_1(kk(i,1) ) =1 ;
1_i_jk_2 = zeros(1,12); 1_i_jk_2(kk(i,1)+4) =1 ;
1_i_jk_3 = zeros(1,12); 1_i_jk_3(kk(i,1)+8) =1 ;
1 j ki_1 = zeros(1,12); 1_j_ki_1(kk(i,2) ) =1 ;
1 j_ki_2 = zeros(1,12); 1_j_ki_2(kk(i,2)+4) = 1 ;
1_j_ki_3 = zeros(1,12); 1_j_ki_3(kk(i,2)+8) =1 ;
1.k ij_1 = zeros(1,12); 1 k_ij_1(kk(i,3) ) =1 ;
1.k ij_2 = zeros(1,12); 1 _k_ij_2(kk(i,3)+4) = 1 ;
1.k 1j_3 = zeros(1,12); 1_k_ij_3(kk(i,3)+8) =1 ;

b_ijk in Basis B

v_normfunction = ( v_jk(1) * get_in_B( Base, 1_i_jk_1 ,f,0)
+ v_ki(1) * get_in_B( Base, 1_j_ki_1 ,f,0)
+ v_ij(1) * get_in_B( Base, 1_k_ij_1 ,f,0)
+ v_jk(2) * get_in_B( Base, 1_i_jk_2 ,f,0)
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+

v_ki(2) * get_in_B( Base, 1_j_ki_2 ,f,0)

+

v_ij(2) * get_in_B( Base, 1_k_ij_2 ,f,0)

+

v_jk(3) * get_in_B( Base, 1_i_jk_3 ,f,0)

+

v_ki(3) * get_in_B( Base, 1_j_ki_3 ,f,0)
+ v_ij(3) * get_in_B( Base, 1_k_ij_3 ,f,0)
% - Berechnung der Kantenmatrix
for k=1:N
I_flaeche(k,:) = v_int * v_normfunction(k) ;
end
I2 = I2 + I_flaeche ;

end

Datei get in B.m

function v = get_in_B( Base, pot ,fac,nn)

% Output Variablen:

v : Darstellung von pot in der Basis B
A ———
% Input Variablen:

% Base: Basis B ( Nx12-Matrix )

% pot : [pot(1), ... , pot(12)] aus N~12

% fac : Vektor fiir Berechnung von Fakulté&ten

% Aufruf fir j! : fa(j,fac)
% nn : Index wenn pot = [0, ... ,0]
% : 1<=nn<=4->alpha, 5<=nn<=8->beta, 9<=nn<=12-> gamma,

A —
% Subroutines:
% - fa(j,fac) : Berechnet j!
R ——
N = length(Base);
m = Base(N,12);
mpot = dot( pot , [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1] );
v = zeros(N,1);
for jj=1:N
if ( Base(jj,1) >= pot(1) & Base(jj,2) >= pot(2) & Base(jj,3)
Base(jj,4) >= pot(4) & Base(jj,5) >= pot(5) & Base(jj,6)

I*2
>= pot(3)
>= pot(6)

12

& ...
& ...
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I

Base(jj,7) >= pot(7) & Base(jj,8)

Base(jj,10) >= pot(10) & Base(jj,11) >=

% Normalfall, wenn pot ~= 0
if ( mpot "= 0 )

v(jj) = fa(m-mpot,fac)/ ...

( fa(Base(jj,1)-pot(1l),fac) =
fa(Base(jj,3)-pot(3),fac) =*
fa(Base(jj,5)-pot(5),fac) *
fa(Base(jj,7)-pot(7),fac) *
fa(Base(jj,9)-pot(9),fac) =
fa(Base(jj,11)-pot(11),fac) *

% Falls pot ==
elseif (
v(jj) = fa(m-mpot,fac)/ ...

( fa(Base(jj,1)-pot(1),fac) =*
fa(Base(jj,3)-pot(3),fac)
fa(Base(jj,5)-pot(5),fac) =*
fa(Base(jj,7)-pot(7),fac) =*
fa(Base(jj,9)-pot(9),fac)
fa(Base(jj,11)-pot(11),fac) *

elseif (

v(jj) = fa(m-mpot,fac)/ ...

( fa(Base(jj,1)-pot(1l),fac) =
fa(Base(jj,3)-pot(3),fac) =*
fa(Base(jj,5)-pot(5),fac) *
fa(Base(jj,7)-pot(7),fac) *
fa(Base(jj,9)-pot(9),fac) =*
fa(Base(jj,11)-pot(11),fac) *

elseif ( nn >= 9 & nn <= 12 & jj >=

v(jj) = fa(m-mpot,fac)/ ...

( fa(Base(jj,1)-pot(1l),fac) =
fa(Base(jj,3)-pot(3),fac) *
fa(Base(jj,5)-pot(5),fac) *
fa(Base(jj,7)-pot(7),fac) =*
fa(Base(jj,9)-pot(9),fac) =

>

]

pot(8) & Base(jj,9)

fa(Base(jj,2)-pot(2),fac) * ...
fa(Base(jj,4)-pot(4),fac) * ...
fa(Base(jj,6)-pot(6),fac) * ...
fa(Base(jj,8)-pot(8),fac) * ...

*

fa(Base(jj,10)-pot(10),fac)
fa(Base(jj,12)-pot(12),fac)

nn >= 1 &nn <=4 & jj >=1& jj <= N/3)

fa(Base(jj,2)-pot(2),fac) * ...
fa(Base(jj,4)-pot(4),fac) * ...
fa(Base(jj,6)-pot(6),fac) * ...
fa(Base(jj,8)-pot(8),fac) * ...

*

fa(Base(jj,10)-pot(10),fac)
fa(Base(jj,12)-pot(12),fac)

nn >= 5 & nn <= 8 & jj >= N/3+1 & jj <= 2*N/3 )

fa(Base(jj,2)-pot(2),fac) * ...
fa(Base(jj,4)-pot(4),fac) * ...
fa(Base(jj,6)-pot(6),fac) * ...
fa(Base(jj,8)-pot(8),fac) * ...

*

fa(Base(jj,10)-pot(10),fac)
fa(Base(jj,12)-pot(12),fac)
2¥N/3+1 & jj <= N )

fa(Base(jj,2)-pot(2),fac) * ...
fa(Base(jj,4)-pot(4),fac) * ...
fa(Base(jj,6)-pot(6),fac) * ...
fa(Base(jj,8)-pot(8),fac) * ...
fa(Base(jj,10)-pot(10),fac) * ...

>= pot(9)
pot(11) & Base(jj,12) >= pot(12) )
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fa(Base(jj,11)-pot(11),fac) * fa(Base(jj,12)-pot(12),fac) )
end
end

end

2.3 Berechnung der Norm-Matrizen

Seien 6 = (a, 3,7), 0 = (¢,(,n) € R2.
Mp2ry = (mso)

ATV AT AR ALY - 1, ATV A AT A L
msp = /T< PP VCRDULED VRS PIEN BN D VLD VCRD VD VERE PR 117
PYERD Ve oD VAt o ATV AP N1,
— Z 1,- 1# / )\§V1+H1) . )\gfz-i-uz) . )\gus-i-us) . )\ELU4+H4) dvV
() €4(0,0),(8.0).(v)} ’
(2.22)
Mit der aus ( 2.12 ) abgeleiteten Formel

p1l- pa!- psl- pay!
MU AR AV = 31T 2.23
/T Lo 7! (p1+ p2 + p3 + ps +3)! (2.23)

fOlgt fiir MLz(T) :

(V1 4+ pn)! - (o + p2)! - (v + p3)! - (va + pa)!
(1 +vo +vs +va + pr + po + pg + pa + 3)!

mes = 3!-|T)|- > 1,-1,-
() €{(cv,€),(8,0),(v,m)}
(2.24)
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Datei get L2.m

function L2 = get_L2(Base,T,f)

%
%
A
A
A
A
A
%
A
A
A
A
N
m
L
f

Output Variablen:

L2 : L~2-Norm-Matrix

Input Variablen:

Base: Basis B ( Nx12-Matrix )

T : Tetraeder-Volumen

£ : Vektor fiir Berechnung von Fakult&dten
Aufruf fir j! : fa(j,f)

Subroutines:

- fa(j,f) : berechnet j!

= length(Base);

Base(N,12);
2 = zeros(N,N);
or ii=1:N
for jj=1:N
if ( ( dot(Base(ii,1:4),[1,1,1,1]) == m ) & (dot(Base(jj,1:4),[1,1,1,1]) == m ) )
L2(ii,jj) = ( fa( Base(ii,1)+Base(jj,1) ,f)*fa(Base(ii,2)+Base(jj,2),f)* ...
fa(Base(ii,3)+Base(jj,3),f)*fa(Base(ii,4)+Base(jj,4),£f)) * ...
6 x T/ fa(2*m+3,f) ;
elseif ( ( dot(Base(ii,5:8),[1,1,1,1]) == m ) & (dot(Base(jj,5:8),[1,1,1,1]) ==m ) )
L2(ii,jj) = ( fa( Base(ii,5)+Base(jj,5) ,f)*fa(Base(ii,6)+Base(jj,6),f)* ...
fa(Base(ii,7)+Base(jj,7),f)*fa(Base(ii,8)+Base(jj,8),f)) * ...
6 x T/ fa(2*m+3,f) ;
elseif ( ( dot(Base(ii,9:12),[1,1,1,1]) == m ) & (dot(Base(jj,9:12),[1,1,1,1]1) ==m ) )
L2(ii,jj) = ( fa( Base(ii,9)+Base(jj,9) ,f)*fa(Base(ii,10)+Base(jj,10),f)* ...
fa(Base(ii,11)+Base(jj,11),f)*fa(Base(ii,12)+Base(jj,12),f)) * ...
6 * T / fa(2*m+3,f) ;
end

end

end
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Betrachten wir nun die partiellen Ableitungen:

8171'

AT ALY A%, &
YRRPUSEPVCEDVAES FIN IS e

A AT AT AL 1y m

Q2

72

(0%}

73

Oy

Y4

M -
.A4GJ)'
My -
Mo -
Mg -
- M2,i)
'Afﬁﬂ)'
Mz -
.Ang).
.AIMJ).
- M4,y
.A4@J)'

ATTTEOASZ AT AT - 1,
P PP A P

PO AR AT L

A
e

7
'Al

A
e
AT

o
Al

B
'All

71
Al

AT A 1,
APTLNTs Ny
APTRR A,

YA 1,
D VEED VAR Ve P
AP AP,

SN,
AP AS AT 1

P PP,

16

(2.25)

Die Darstellung von ( v - M) - A7 71 - A5 - A5 - \J* - 1, ) in der Basis B sieht wiefolgt aus:

(1 Mgy - AP TINENP A 1,) ) ARG

4
HENG
lul =1

Dateid i Bjm

function v = d_i_Bj(Base,M,i,j,f)

% Output Variablen:

A
A
%
%
A
A
A
%
A
A
%
A

v

: i-te Ableitung der j-ten Basis

Input Variablen:

Base: Basis B ( Nx12-Matrix )

M : Baryzentrische Funktionen

i 1 i=1 > x, i=2 ->y , i=3 -> z

Jj : j-te Basisfunktion

f : Vektor fiir Berechnung von Fakultédten
Aufruf fir j! : fa(j,f)

Subroutines:

- get_in_B( Base, [deltal,f,nn) :

berechnet Darstellung von delta in B

(2.26)
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v = zeros(length(Base),1);
koeff = [Base(j,1)*M(1,i) , Base(j,2)*M(2,i) , Base(j,3)*M(3,i) , Base(j,4)*M(4,i), ...
Base(j,5)*M(1,i) , Base(j,6)*M(2,i) , Base(j,7)*M(3,i) , Base(j,8)*M(4,i), ...
Base(j,9)*M(1,i) , Base(j,10)*M(2,i), Base(j,11)*M(3,1i), Base(j,12)*M(4,1)];
pot = [Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:); ...
Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:);Base(j,:)] ;
for kk=1:12
if ( (koeff(kk) = 0) & (pot(kk,kk) > 0) )
pot (kk,kk) = pot(kk,kk) - 1;
v = v + koeff(kk) * get_in_B(Base,pot(kk,:),f,kk);
end

end

Damit konnen wir die Ableitungsmatrizen Dx , Dy und D, bestimmen und damit M1

berechnen:

MHI(T) = MLZ(T) + DxT'MLz(T) Dy + DyT-MLz(T) ~Dy + DZT'MLz(T)-DZ

(2.27)

Nun miissen wir noch Curl bestimmen:

DTN AP A1) = ZOP AR AT 1)

curlu = D wso | ZOAFAGTAP AT 1a) — 2O AP AP-A L)
12

(@ET& DO NP AT 1) = 20N AS S L)
o,B,77)=

(2.28)
Und 6%()\11 “A37 A At - 1) konnen wir mit ( 2.26 ) darstellen.
Datei get Curl.m

function Curl = get_Curl(Dx,Dy,Dz)

% Output Variablen:

% Curl : Rotatiomsmatrix fiir u

Y
% Input Variablen:

% Dx : Ableitung nach x

% Dy : Ableitung nach y

% Dz : Ableitung nach z
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N = length(Dx);

N3 =N/3;

Curl(:,1:N3 ) = - Dy(:,2*%N3+1:N ) + Dz(:,N3+1:2%N3);
Curl(:,N3+1 : 2%N3) = - Dz(:,1:N3 ) + Dx(:,2%N3+1:N );
Curl(:,2*N3+1:N ) = - Dx(:,N3+1:2*N3) + Dy(:,1:N3 )

2.4 Polynomiale Spektralmethode 11

Unser Problem ( (2.4) und ( 2.5) ) kann nun weiter umgeformt werden.

(@107 Myary - (@~ 1' ) < O (@ My @ + @ - Curl” - My - Curl - )
(@—I* @) Mpaepy - (@ —17 @) < Co>a@" - My - i
—
=:A; =:B;
@’ (Id—INT - Mpsepy - (Id— 1)@ < C2-a@" - (Mgpy + Curl™ - My py - Curl) -
@’ (Id—I*)T - Mpsepy - (Id—1%) @ < Co* -4’ - Myiry - @

::A2

Da My und By positiv definit sind, existiert eine Cholesky-Zerlegung:

B, = R R

Mgy = R} Ry

Damit konnen wir das Problem umschreiben zu

@l (RO A - (R)Va < ¢?-adt-a
@l (RDY™ Ay (Ry) V@ < C2-aT -
C1? = mazimaler Eigenwert von (RT)

-1, A - (Rl)—l

i
Cy* = mazimaler Bigenwert von (RY)™'- Ay - (Ry)™!
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Testprotokoll

Das Programm wird mit dem Blachbox-Verfahren getestet.

3.1 Test-Szenario 1

Die Punkte P;=(0,0,0) , P2=(1,0,0), P3=(0,1,0) und P4=(0,0,1) definieren das Tetraeder.
Getestet wird fiir Polynomgrad m =1, ..., 14 .

Datei Szenario0l.m

% Szenario 1

% Polynomgrad : m = 1, ... , 14

% Tetraeder T : P1 = (0,0,0), P2 = (1,0,0), P3 = (0,1,0), P4 = (0,0,1)
P1 = [0,0,0];P2 = [1,0,0];

P3 = [0,1,0];P4 = [0,0,1];

file = ’Szenariol.prot’;fid = fopen(file,’w’);
for m=1:14

[C1_1(m),C1_2(m),C2(m)]

get_C1C2(P1,P2,P3,P4,m);
fprintf(fid,’%f,%f,%f\n’,C1_1(m),C1_2(m),C2(m));
end

fclose(fid);

In der folgenden Graphik sieht man das Konvergenzverhalten beim Einheitstetraeder:

19
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Szenario 1
0.7 T T

0.65

0.6

05

Fehlerkonstanten

0.45 .

041 .

0.35 .

03 I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14

Polynomgrad m

Abbildung 3.1: Datei szenl.eps

3.2 Test-Szenario 2

Die Punkte P;=(0,0,0) , Po=(h,0,0), P3=(0,h,0) und P4=(0,0,h) definieren das Tetraeder.
Getestet wird fiir Polynomgrad m = 5, und h =1, ..., 20 .

Datei Szenario02.m

% Szenario 2

% Polynomgrad : m = 5

% Tetraeder T : P1 = (0,0,0), P2 = (h,0,0), P3 = (0,h,0), P4 = (0,0,h)

) mit h =1, ... , 20

P1 = [0,0,0]; m = 5;

file = ’Szenario2.prot’;fid = fopen(file,’w’);

for h=1:20
P2 = [h,0,0];P3 = [0,h,0];P4 = [0,0,h];
[C1_1(h),C1_2(h),C2(h)] = get_C1C2(P1,P2,P3,P4,m);
fprintf (fid,’%f,%f,%f\n’>,C1_1(h),C1_2(h),C2(h));

end

fclose(fid);
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Szenario 2
7 T
6 4
5r A
< — H1-Edge
€ 45 — H2-Edge .
et —— H1-Face
2
o
=
Q@
530 i
('R
2F i
1 o
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung 3.2: Datei szen2.eps

3.3 Test-Szenario 3

Die Punkte P1=(0,0,0) , P2=(1,0,0), P5=(0.5,sqrt(3)/2,0) und P4=(0.5,sqrt(3)/6,h) definieren das
Tetraeder.

Getestet wird fiir Polynomgrad m =1, ...5

und fiir h = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000 .

Datei Szenario03.m

% Szenario 3

% Polynomgrad : m = 1, ... ,5

% Tetraeder T : P1 = (0,0,0), P2 = (1,0,0), P3 = (0.5,sqrt(3)/2,0),
% P4 = (0.5,sqrt(3)/6,h)

% mit h = [0.01,0.05,0.1,0.5,1,5,10,50,100,500,1000]
filel = ’Szenario3_Cl_1.prot’;fidl = fopen(filel,’w’);

file2 = ’Szenario3_Cl_2.prot’;fid2 = fopen(file2,’w’);

Il

file3 = ’Szenario3_C2.prot’; fid3 = fopen(file3,’w’);
pP1 = [0,0,0];P2 = [1,0,0];P3 = [0.5,(sqrt(3)/2),0];

h = [0.01,0.05,0.1,0.5,1,5,10,50,100,500,1000] ;
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for ii=1:length(h)

for m=1:5
P4 = [0.5,(sqrt(3)/6),h(ii)];
[C1_1(ii,m),C1_2(ii,m),C2(ii,m)]= get_C1C2(P1,P2,P3,P4,m);
fprintf(fidl, % ,%f,%f,%f,%f\n’,C1_1(ii,1),C1_1(i1,2),C1_1(ii,3),C1_1(ii,4),C1_1(ii,5));
fprintf(fid2, %, %t ,%f,%f,%f\n’,C1_2(ii,1),C1_2(i1,2),C1_2(ii1,3),C1_2(ii,4),C1_2(ii,5));
fprintf (£id3, % ,%f,%f,%f,%f\n’,C2(i1,1),C2(ii,2),C2(ii,3),C2(ii,4),C2(ii,5));

end

end

fclose(fidl) ;fclose(£fid2) ;fclose(£fid3);

Szenario 3 : H1-Edge

140
120
100

80

60

Fehlerkonstanten

40

-2

Polynomgrad m 10

Abbildung 3.3: Datei szen31.eps
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Szenario 3 : H2-Edge

140

120

100

80

60

Fehlerkonstanten

40

Polynomgrad m 10 h

Abbildung 3.4: Datei szen32.eps

Szenario 3 : H1-Face

150

=
o
o

a1
o

Fehlerkonstanten

o

-2

Polynomgrad m 1 10 h

Abbildung 3.5: Datei szen33.eps
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3.4 Test-Szenario 4

In diesem Szenario soll die Abhéngigkeit zwischen Fehlerkonstanten und Stérke der Stauchung des

Tetraeders untersucht werden. Dazu wurde folgendes Programm geschrieben:

Datei Szenario04.m

Szenario 4

% Polynomgrad : m =1, ... ,5

I

% Tetraeder T : P1 (0,0,0), P2 = (1,0,0), P3 = (0,1,0),

% P4

(1/3,1/3,h)

% mit h = [0.01,0.025,0.05,0.075,0.1,0.25,0.5,0.75,1,5,10]
P1 = [0,0,0];P2 = [1,0,0];P3 = [0,1,0];

h = [0.01,0.025,0.05,0.075,0.1,0.25,0.5,0.75,1,5,10];

filel = ’Szenario4_Cl_1.prot’;fidl = fopen(filel,’w’);

file2 = ’Szenario4_Cl_2.prot’;fid2 = fopen(file2,’w’);

file3

]

’Szenario4_C2.prot’; £fid3 = fopen(file3,’w’);
for ii=1:length(h)
for m=1:5
P4 = [1/3,1/3,h(ii)];
[C1_1(ii,m),C1_2(ii,m),C2(ii,m)]= get_C1C2(P1,P2,P3,P4,m);
end
fprintf(fidl, % ,%f,%f,%f,%f\n’,C1_1(ii,1),C1_1(ii,2),C1_1(ii,3),C1_1(ii,4),C1_1(ii,5));
fprintf(£id2, % ,%f,%f,%f,%f\n’,C1_2(ii,1),C1_2(ii,2),C1_2(ii,3),C1_2(ii,4),C1_2(ii,5));
fprintf (£id3, % ,%f,%f,%f,%f\n’,C2(i1,1),C2(i1,2),C2(i1,3),C2(ii,4),C2(ii,5));
end

fclose(fidl) ;fclose(fid2) ;fclose(£fid3);

Es wurden 2 Varianten dieses Szenarios gerechnet, welche sich nur in der Position des Punktes

P4 unterscheiden:
a) P4 =11/3,1/3,h(ii)] — Bilder : szendl.eps bis szen43.eps
b) P4 =[1/10,1/10,h(ii)] — Bilder : szen51.eps bis szen53.eps

Die Resultate sind aus den folgenden Grafiken ersichtlich. Dabei geht deutlich hervor, dass
gestauchte Tetraeder gefahrlich sind, da je stiarker die Stauchung ist, desto schlechter die Funktion

interpoliert wird.
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Konstante fir Edge-H1-Norm mit Fall a) P4 = [1/3,1/3,h]

Polynomgrad Hoéhe von P4

Abbildung 3.6: Datei szen41.eps

Konstante fir Edge-H2-Norm mit Fall a) P4 = [1/3,1/3,h]

Hohe von P4

Polynomgrad

Abbildung 3.7: Datei szen42.eps
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Konstante fir Face-H1-Norm mit Fall a) P4 = [1/3,1/3,h]

Polynomgrad Hohe von P4

Abbildung 3.8: Datei szen43.eps

Konstante fur Edge-H1-Norm mit Fall b) P4 =[1/10,1/10,h]

Polynomgrad Hohe von P4

Abbildung 3.9: Datei szen51.eps

26
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Konstante fur Edge-H2-Norm mit Fall b) P4 = [1/10,1/10,h]

Polynomgrad Hoéhe von P4

Abbildung 3.10: Datei szen52.eps

Konstante fur Face-H1-Norm mit Fall b) P4 =[1/10,1/10,h]

Polynomgrad Hohe von P4

Abbildung 3.11: Datei szenb3.eps

27



Kapitel 4
Winkel- und Langenabhangigkeit

4.1 Berechnung

Mit der Datei get_Tetraeders.m wird ein Datensatz von 11’054 Tetraedern generiert, bei denen
die Punkte P, = (0,0,0), P, = (1,0,0) fest sind, sowie die Kante P; P; die lingste des Tetraeders
ist, welche in Tetraeder.prot gespeichert werden. Fiir diese Tetraeder werden mit get_const.m
die Konstanten fiir m=1 bis 6 berechnet und in Konstants_ml.prot bis Konstants_m6.prot
gespeichert. Die verschiedenen Winkel, Kantenldngen und Flichen des Tetraeders werden mit

get_Geometrie.m berechnet und in Geometrie.prot gespeichert.

Datei get_const.m

function f = get_const(f)
% Berechnet die Konstanten fiir die Tetraeder
% im file Tetraeder.prot
file = ’Tetraeder.prot’;

TT

dlmread(file,’,’);
P1

[0,0,0];P2 = [1,0,0];

n=1;% 2,3,4,5,6

file = ’Konstants_ml.prot’;

fid = fopen(file,’w’);

for i=1:1ength(TT)

P3 = TT(i,1:3);P4 = TT(i,4:6);
[C1_1(i),C1_2(i),C2(i)]= get_C1C2(P1,P2,P3,P4,m);
fprintf (fid, *%f,%f,%f\n’>,C1_1(1),C1_2(i),C2(1));

28
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end

fc

lose(fid);

Datei get_Geometrie.m

function T = get_Geometrie(f)

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
%
fi

Output :
T : Matrix(11054 x 34)

T(i,1:6) Flachenwinkel (6) (ansteigend sortiert)

]

T(i,7:18) = Kantenwinkel (12) (ansteigend sortiert)
T(i,19:24) = Kantenldngen ( 6) (ansteigend sortiert)
T(1,25:28) = Dreiecksfldchen( 4) (ansteigend sortiert)
Input :

TT : Matrix(11054 x 6 )

P1 = (0,0,0), P2 = (1,0,0)

TT(1,1:3) = P3
TT(i,4:6) = P4
le = ’Tetraeder.prot’;

TT = dlmread(file,’,’);

P1
fo

= [0,0,0];P2 = [1,0,0];

r i=1:length(TT)

P3 = [TT(i,1:3)];P4 = [TT(i,4:6)];
T(i,1:6)

sort([winkel_eb_eb(P1,P2,P3,P4)]);
T(i,7:18) = sort([winkel_ka_ka(P1,P2,P3,P4)]);

I

T(i,19:24) sort ([norm(P1-P2) ,norm(P1-P3) ,norm(P1-P4),
norm(P2-P3) ,norm(P2-P4) ,norm(P3-P4)] );
T(i,25:28) = sort([area(P1,P2,P3),area(P1,P2,P4),

area(P1,P4,P3) ,area(P4,P2,P3)] );

end

29
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4.2 Auswertung

Die Auswertung der 11’054 Tetraeder wird mit der Datei auswertung.m durchgefiihrt. Es wurden

Vergleiche mit einer Variablen ( Winkel, Kantenlidnge ) sowie auch mit zweien Variablen gemacht.

Datei auswertung.m

% Daten einlesen

ml = dlmread(’Konstants_ml.prot’,’,’);
m2 = dlmread(’Konstants_m2.prot’,’,’);
m3 = dlmread(’Konstants_m3.prot’,”,’);
m4 = dlmread(’Konstants_mé4.prot’,’,’);
m5 = dlmread(’Konstants_mb5.prot’,’,’);
m6 = dlmread(’Konstants_m6.prot’,’,’);
geo = dlmread(’Geometrie.prot’,’,’);

Tet = dlmread(’Tetraeder.prot’,’,’);

T lo ot to To o Toto Fo o To o VoS To Voo o Fo o To Fo o T Fo o Fo o ol
% Konstanten

% m=1 m=2 m=3 m=4 m=5 m=6

]

Edge_H1 [m1(:,1),m2(:,1),m3(:,1),m4(:,1),m5(:,1),m6(:,1)];
Edge_H2 = [m1(:,2),m2(:,2),m3(:,2),m4(:,2),m5(:,2) ,m6(:,2)];

Face_H1 = [m1(:,3),m2(:,3),m3(:,3),m4(:,3),m5(:,3),m6(:,3)];

% Geometrie

% geo : Matrix(11054 x 34)

% geo(i,1:6) Flédchenwinkel ( 6) (ansteigend sortiert)

I

% geo(i,7:18) Kantenwinkel  (12) (ansteigend sortiert)

% geo(i,19:24)

Kantenldngen ( 6) (ansteigend sortiert)

% ( Langste Kante == 1 )

I

% geo(i,25:28)
Y

% Tetraeder

Dreiecksflidchen( 4) (ansteigend sortiert)

% Tet : Matrix(11054 x 6)
% P1 = (0,0,0) , P2 = (1,0,0)

I

% Tet(i,1:3) = P3
% Tet(i,4:6)

Do Tototo oo ToToo to o ToTo o to o oo To ToTo o o oo o To T o

P4
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% Auswertungen in 3D

%figure(1);

%index1=1;index2=2;

%ff=myplot3dmin(geo(:,indexl ),geo(:,index2) ,Edge_H1(:,6),25);
%title(’Kantenelement-HiNorm’) ;grid on;

%xlabel(’Argument: 1’);ylabel(’Argument: 2°);

% Auswertungen in 2D

%figure(2)

%index=25;

%ff=myplot2dmin( geo(:,index ) , Edge_H1(:,6),Edge_H2(:,6),Face_H1(:,6),15)
%title(’Bild 1°);legend(’Edge-H1’,’Edge-H2’,’Face-H1’);grid on;
%xlabel(’Kleinste Dreiecksfléche’) ;ylabel (’Konstanten’);

clear all

Betrachten wir zuerst die Abhéngigkeiten der Konstanten von einer Variablen (Abb.4.1
bis Abb.4.4). Dabei interessiert uns, inwiefern stumpfe beziehungsweise spitze Kanten- und

Flachenwinkel problematisch sind.

Bild 1 Bild 2
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— Edge-H1 —— Edge-H1
1 —— Edge-H2 || 1 Edge-H2
—— Face-H1 —— Face-H1
j c
208 1 23
C e
i i
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c 0.6 1 S 2
~ ~
0.4 \/\A—/v\ 1 1
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0 0.5 1 15 1 1.5 2 25 3
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Bild 3 Bild 4
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208 : ] 2
Cha c 1
~ ¥
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Abbildung 4.1: Datei 2d1.eps : Minimalwerte
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Bild 1
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Abbildung 4.2: Datei 2d3.eps : Durchschnittswerte

Je grosser die stumpfesten Kanten- und Flachenwinkel werden, desto schlechter werden

die Interpolationskonstanten. Bei der Betrachtung der Minimalwerte der Konstanten sieht

man, dass die spitzen Winkel erst ab einer bestimmten Grosse kritisch werden. Man kann

aber filir die spitzesten Winkel sagen, dass je kleiner der Winkel, desto grosser werden die

Interpolationskonstanten.

Die folgenden Visualisierungen der Fehlerkonstanten fiir 2 Variablen auf den néchsten Seiten

werden nur fiir die Abschétzungen der Kantenelemente mit der H1-Norm dargestellt, da sie fiir die

Kantenelemente mit der H2-Norm sowie fiir die Flachenelemente mit der H1-Norm &hnlich sind.

Fiir Werte der Konstanten gleich Null in den Graphiken existieren keine Tetraeder, welche diese

Bedingungen erfiillen, und sind nur aus Visualisierungsgriinden vorhanden.
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Bild 1 Bild 2
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Abbildung 4.3: Datei 2d3.eps : Minimalwerte
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Abbildung 4.4: Datei 2d4.eps : Durchschnittswerte
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Kantenelement-H1Norm

0.2

14 15 Argument: 1
Argument: 2

Abbildung 4.5: Datei 3d1.eps
Argument 1 : Kleinster Flachen-Winkel
Argument 2 : 2.kleinster Flachen-Winkel

Kantenelement-H1Norm

oo

3.5

2.5

15 1

Argument: 6
Argument: 1

Abbildung 4.6: Datei 3d2.eps
Argument 1 : Kleinster Fliachen-Winkel
Argument 6 : Grosster Flachen-Winkel
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Kantenelement-H1Norm

co B N W &~ O O

1 14 Argument: 1

Argument: 7

Abbildung 4.7: Datei 3d3.eps
Argument 1 : Kleinster Flachen-Winkel
Argument 7 : Kleinster Kanten-Winkel

Kantenelement-H1Norm

Argument: 18

Argument: 1

Abbildung 4.8: Datei 3d4.eps
Argument 1 : Kleinster Flachen-Winkel

Argument 18 : Grosster Kanten-Winkel
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Kantenelement-H1Norm

04 0%

Argument: 1 . 0.1
Argument: 19

Abbildung 4.9: Datei 3d5.eps
Argument 1 : Kleinster Fliachen-Winkel

Argument 19 : Kiirzeste Kante

Kantenelement-H1Norm

Nw s o N

[N

o

0.3

04 14 Argument: 1
Argument: 25

Abbildung 4.10: Datei 3d6.eps
Argument 1 : Kleinster Flachen-Winkel
Argument 25 : Kleinste Flache
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Kantenelement-H1Norm

Vo L N W A& O O =~

w

Argument: 6 Argument: 25

Abbildung 4.11: Datei 3d7.eps
Argument 6 : Grosster Flachen-Winkel
Argument 25 : Kleinste Fliache

Kantenelement-H1Norm

0.6

Argument: 7
Argument: 8

Abbildung 4.12: Datei 3d8.eps
Argument 7 : Kleinster Kanten-Winkel
Argument 8 : 2.kleinster Kanten-Winkel
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Kantenelement-H1Norm

0.8 Argument: 18

Argument: 7

Abbildung 4.13: Datei 3d9.eps
Argument 7 : Kleinster Kanten-Winkel
Argument 18 : Grosster Kanten-Winkel

Kantenelement-H1Norm

2

Argument: 18 1
Argument: 17

Abbildung 4.14: Datei 3d10.eps
Argument 17 : 2.grosster Kanten-Winkel
Argument 18 : Grosster Kanten-Winkel
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Kantenelement-H1Norm

Argument: 25

Argument: 26

Abbildung 4.15: Datei 3d11.eps
Argument 25 : Kleinste Flache
Argument 26 : 2.kleinste Fldche

Kantenelement-H1Norm

11 Argument: 25/28

Argument: 19/23

Abbildung 4.16: Datei 3d12.eps
Argument 25/28 : Kleinste Fliache / Grosste Fliache
Argument 19/23 : Kiirzeste Kante / 2.1&ngste Kante
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