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1 Einleitung
Gegeben sei das komplexe Eigenwertproblem der Form
-div (o (z) grad u) = w?u  in Q,

mit absorbierenden Randbedingungen auf 952.

Die Diskretisierung des Problems erfolgt durch lineare finite Elemente auf
einem reguldren Gitter. Die absorbierenden Randbedingungen werden durch
sogenannte PML (perfectly matched layers) realisiert. Die Berechnung der Ei-
genwerte und Eigenfunktionen erweist sich als schwierig, da wegen der PML die
Steifigkeits- und Massenmatrix komplexe Elemente beinhalten.

Die Losungsstrategie besteht darin, anstelle der PML zunéchst Neumann
Randbedingungen zu erzwingen und einige kleine Eigenmoden des reellen EWP
zu berechnen. In einem néchsten Schritt werden diese Eigenmoden als Basis-
funktionen zusammen mit gewohnlichen finiten Elementen in der PML-Schicht
zur Diskretisierung des komplexen EWP benutzt. Dieser Ansatz wird “Reduced
Order Modelling” genannt.

Die Methode wird in MATLAB implementiert. Die Genauigkeit der Methode
soll in Abh#ngigkeit der Anzahl benutzter Eigenmoden untersucht werden.

2 Formulierung
Wir betrachten das Figenwertproblem in 1d. Die Ausdehnung der PML-Schicht

wird durch t vorgegeben.

2.1 Das stetige Modellproblem

Fiir ¢ > 0 sei Q das Intervall (—t,1 + t). Wir betrachten folgendes Variations-
Eigenwertproblem: Finde u € H(2), w € C, so dass

(n™'Vu, Vv)LZ(Q) = w? (eu, V) 120 Yo € HY(Q)

Die Koéffizienten p1,e € L°°(Q) sind in Q = (0,1) reell und positiv, in Q\ [0, 1]
hingegen sind sie zur Realisierung der absorbierenden Randbedingungen (PML)
komplex.

1 .
71“04(%)2 fiir z<0
w(x) =< po (xz fl:lI‘ 0<z<l1
W fur T > 1
1 ..
71“&(%)2 fir <0
e(x) =< e (x) fir 0<z<1
L fir z>1

« ist die Dampfungskonstante. Es wird im Allgemeinen a = 5 gewéhlt.



2.2 Das diskrete Modellproblem

Wir verwenden eine Galerkin-Diskretisierung mit stiickweise linearen Basisfunk-
tionen (Lagrange-Polynome 1. Ordnung) b;(x) auf einem uniformen Gitter mit
Maschenweite h in €.

T = A{[wic,ml}', wi=—t+i-h, h:=12&

1—|z—xj]|
b;(z) = T Tl ST ST
0 sonst

Zu beachten ist, dass ¢ und 1 ganzzahlige Vielfache von h sind, so dass sich die
Stiitzstellen 0 und 1 mit Gitterpunkten decken.
Auf diese Weise erhalten wir das diskrete Eigenwertproblem

Apu = w*Mpu,

wobei A € CNTLN*L die Steifigkeitsmatrix, M, € CNtLN+L die Massenma-
trix und u der Vektor mit den approximierten Knotenwerten an den Gitter-
punkten ist. Sowohl die Massen- als auch die Steifigkeitsmatrix sind tridiagonal
und werden aus Elementmatrizen assembliert. Im Intervall (z;, 2;41) ist die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix von der Form

1 Ee 1 -1
Ai_hQ/xi L (x)d:r(_l 1)

und die Elementmassenmatrix

o $i+16x (1,1’*;’]')2 (1717}1/93]‘)(267}:1‘]’) i
" / N (a0 - 52 (252)” !

2.3 Reduced Order Modelling

Anstatt das vollsténdig diskretisierte, komplexe Eigenwertproblem direkt zu
16sen, wird in einem ersten Schritt das reelle EWP im Bereich Q = (0,1)
mit Neumann Randbedingungen diskretisiert. Von diesem Matrixeigenwertpro-
blem wird eine bestimmte Anzahl k der kleinsten Eigenpaare (A;,v;) berech-
net. Die so erhaltenen Eigenfunktionen liefern zusammen mit gewohnlichen fi-
niten Elementen in der PML-Schicht die Basisfunktionen des komplexen EWP
in Q= (—t,1+1).

Sei k der Grad des Reduced Order Modelling, das heisst die Anzahl zu
berechnenden Eigenpaare des Neumann-EWP. Bei k = %4— 1 = L+ 1 entspricht
das Reduced Order Modelling einer vollsténdigen Diskretisierung. Das Ersetzen
der stiickweise linearen Funktionen in Q = (0,1) durch die Eigenmoden kommt
einer Basistransformation gleich.



mit
B/:{bo,bl,...7bN}
B :{b07b1»'~~;b§717U17~~~7UL+1;b§+L+1a~~~7bL+P}
wobei
1 0
0 1 _
t
bo=| 0 [,0,=] 0 ,..;N:+T:L+P
0 0

und v; die Eigenmoden des Neumann-Eigenwertproblems sind. Dieser Umstand
kann zur Uberpriifung der Implementierung benutzt werden.

Es seien Agyy und My, die Steifigkeits- und Massenmatrix des vollsténdig
diskretisierten EWP und A;.q, M,.q die entsprechenden Matrizen des Reduced
Order Modelling k-ten Grades mit k = L+ 1 = % + 1. Sei S die Transforma-
tionsmatrix und habe die Form

I 0
S = Vv
0 I

I ist die Einheitsmatrix und V beinhaltet spaltenweise die Werte der Eigen-
funktionen des Eigenwertproblems ohne PML an den Gitterpunkten. So muss
gelten:

Az = AMypux
STAfu”SZ‘ = /\STMfullS.T
A’41"eal3j = )\Mredx

= Ared = STAfu”S und Meq = STMfullS

3 Implementierung (1d)

3.1 Implementierung elementarer Funktionen

Wie erwahnt verwenden wir zur Diskretisierung sogenannte Hutfunktionen b;(z)
als Basen. Da wir die Steifigkeits- und Massenmatrix aus Elementmatrizen as-
semblieren mochten, bedarf es der Unterscheidung

bi(w) = § @) =1- 5 gy Sa <y
j 2 () — T . .
bj(r) = R Tj1 S ST

Implementiert sind die Hutfunktionen in basel() und base2().



% Input: x, die Stelle, an welcher die Funktion ausgewertet werden soll
% x1, linker Rand des Intervalls

% h, Schrittweite

% Output: y=b(x)

function [y]=basel(x,x1,h)

y=1-(x-x1) /h;

return

function [y]=base2(x,x1,h)
y=(x-x1) /h;
return

Des Weiteren haben wir die Funktionen p(z) und €(x), welche die absorbie-
renden Randbedingungen realisieren.

% Input: x, auszuwertende Stelle
% t, Betrag der PML-Schicht
% alpha, Kontrollparameter
% Output: y=mu(x) bzw epsilon(x)
function [y]l=mu(x,t,alpha)
% der Einfachheit halber sei muO(x)=konst=1
if (x>=0 & x<=1)
y=1;
end
if (x>1)
y=1/(1-alpha*i*((x-1)/t)"2);
end
if (x<0)
y=1/(1+alpha*i*(x/t)"2);
end
return

function [y]=epsilon(x,t,alpha)

% der Einfachheit halber sei epsilonO(x)=konst=1

if (x>=0 & x<=1)
y=1;

end

if (x>1)
y=1/(1-alpha*xi*x((x-1)/t)"2);

end

if (x<0)
y=1/(1+alpha*ix*(x/t)"2);

end

return

Zur Berechnung der Elementsteifigkeits- bzw. der Elementmassenmatrizen miissen
Polynome vom Grad 3 bzw. 5 numerisch integriert werden. Dazu verwenden wir



jeweils eine p-Punkt Quadratur-Formel, welche fiir Polynome (2p-1)-ten Grades
im Intervall (-1,1) exakt ist.

% Input: p, p-Punkt-Quadratur, exakt bis Polynom (2p-1)-ten Grades
% Output: x, Nullstellen dh Stuetzstellen
h w, Gewichte
function [x,w]=gaussQuad(p)
x=zeros(p,1);
w=zeros(p,1);
b=zeros(p-1,1);
for i=1:(p-1)
b(i)=i/sqrt (4xi*i-1);
end
J=diag(b,-1)+diag(b,1);
lev, ewl=eig(J);
for i=1:p
r=norm(ev(:,i));
ev(:,i)./r;
end
x=diag(ew) ;
w=(2*x(ev(1l,:).xev(1,:)))7;
return

Fiir die Integration des Polynomes f(x) vom Grad n iiber ein beliebiges Gebiet
[a,b] sieht die Verwendung der (241) Stiitzstellen z; und Gewichte w; folgen-
dermassen aus:

n+1

b—a und _a+b
2 1=

flmz;+q) -w; mit m=

b 2
/ fl@)dx=m-

a i=1
3.2 Steifigkeits- und Massenmatrix des Neumann-EWP

Sowohl die Massen- als auch die Steifigkeitsmatrix werden aus Elementmatrizen
assembliert. Die Elementsteifigkeitsmatrix hat im Intervall (x;, 2;41) die Form

B ik V('0,)V(ib;) V('0;)V(2biy1)
A = / " “””(w%iﬂwcbi) V<2bz-+1>V<2bl1>)dx

1 [orr 1 -1
und die Elementmassenmatrix
Tit1 lbilbi 1bi2bz’+1
]Ci () ( 2bit1'bi 2bip1?big du

Y (=
Jo O Co

M;




In den Funktionen elemStiff (x1,h,p,t,alpha) bzw. elemMass(x1,h,p,t,alpha)
ist die Berechnung der Elementmatrizen umgesetzt, wobei x1 fiir den linken
Rand des Intervalls K; = (z;,2;41) und h fiir die Schrittweite |K;| steht. Das
Argument p bestimmt die Quadratur-Formel, so dass die Approximation der In-
tegrale fiir Polynome (2p-1)-ten Grades exakt ist. Des Weiteren ist t der Betrag
der PML und alpha ein Kontrollparameter.

% Input: x1, linke Intervallsgrenze

h h, Schrittweite

h P, p-Punkt-Quadratur

yA t, Betrag der PML-Schicht

% alpha, Kontrollparameter

% Output: A_h, Elementsteifigkeits bzw. ElementMassenmatrix
% im Intervall [x1,x1+h]

function [A_h]=elemStiff(x1l,h,p,t,alpha)
A_h=zeros(2,2);
a=x1;
b=x1+h;
m=(b-a)/2;
q=(b+a)/2;
[x,w]=gaussQuad (p);
for i=1:length(x)
mu=mu (m*x (i) +q,t,alpha);
A_h=A_h+w(i)*1/mu;
end A_h=m*A_h; A_h=1/(hxh)*A_h*[1 -1;-1 1];
return

function [M_h]=elemMass(xl,h,p,t,alpha)

M_h=zeros(2,2); a=x1;

b=x1+h; m=(b-a)/2; g=(b+a)/2; [x,w]=gaussQuad(p);

for i=1:length(x)
bl=basel (m*x(i)+q,a,h);
b2=base2(m*x(i)+q,a,h);
eps=epsilon(m*x(i)+q,t,alpha);
M_h(1,1)=M_h(1,1)+w(i)*eps*bl*bl;
M_h(1,2)=M_h(1,2)+w(i)*eps*bl*b2;
M_h(2,1)=M_h(2,1)+w(i)*eps*b2*bl;
M_h(2,2)=M_h(2,2)+w(i)*eps*b2*b2;

end M_h=mx*M_h;

return

Die Assemblierung der globalen Matrizen geschieht mit Hilfe von sogenannten
T-Matrizen, welche die Position der Elementmatrizen im globalen Linearsystem
festlegen.



Beispielsweise wird die Elementsteifigkeitsmatrix A; durch die Multiplikation
TI A;T; in die richtige Form gebracht und anschliessend erhilt man durch Sum-
mation aller {T}F A, T;}Y | die globale Steifigkeitsmatrix, wobei die T-Matrizen
folgende Gestalt haben

0 0 1

T 1 0 7
T = 0 1 i+1
0 0 N+1

3.3 Losen des Neumann-EWP

In einem ersten Schritt mochten wir das gegebene Eigenwertproblem fiir das
Gebiet 2 = (0, 1) berechnen, in welchem die Funktionswerte von p(z) und e(x)
gemiss Aufgabenstellung reell und positiv sind. Es sei gegeben ein uniformes
Gitter:

T = {[zj-1, 2]} x;=j-h h=1

Zu beachten ist, dass t und 1 ganzzahlige Vielfache von h sind, so dass sich bei
spaterem Einbezug der PML, der Rand des Gebietes (2, also die Stiitzstellen 0
und 1, mit Gitterpunkten deckt.

Die Assemblierung der globalen Matrizen geling durch eine einfache for-
Schlaufe iiber die Teilintervalle {K;}1_ ;.

% Input: h, Schrittweite

h t, Betrag der PML-Schicht

h alpha, Kontrollparameter

% Output: V, Matrix, die spaltenweise Eigenvektoren des Neumann-EWP enthaltet
yA D, Diagonalmatrix mit Eigenwerten zu V

function [V,D]=ewp_Neumann(h,t,alpha)
format long;
N=1/h;
% 3k 3k 3K 5k 3k 3k 5k 3k %k 5k 5k 3k %k 5K 3k %k 5K 5k 3k kK 5K 3k %k 5k 5k 3k %k 5k >k %k 5k 5k 5k k >k >k k Kk k
% *Loesen des Eigenwertproblems ohne PMLx*
O sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok o o o o ok ok ok sk sk sk ok sk sk sk ok ok ok ok o o
% A, globale Steifigkeitsmatrix
% M, globale Massenmatrix
% T, T-Matrizen zur Assemblierung
A=zeros (N+1) ;
M=zeros (N+1) ;
for i=1:()

T=zeros (N+1,2);

T(i,1)=1;

T(i+1,2)=1;



A=A+TxelemStiff ((i-1)*h,h,2,t,alpha)*T’;
M=M+T*elemMass ((i-1)*h,h,3,t,alpha)*T’;
end

Das so erhaltene Eigenwertproblem
Au = w?>Mu , mit dim(A) =dim(M)=N +1

kann mit der MATLAB-Funktion eig() gelost werden, welche uns L + 1 Eigen-
paare liefert.

[V,D]=eig(A,M);

% Normierung der Eigenvektoren

for i=1:N+1
V(:,1)=V(:,1i)./norm(V(:,1));

end return

3.4 Basisfunktionen fiir Spektral-Galerkin

Gemaiss Reduced Order Modelling werden zur Diskretisierung des komplexen Ei-
genwertproblems eine bestimmte Anzahl k der Eigenfunktionen aus dem Neumann-
EWP hinzugezogen. Die zugehorigen reellen Eigenwerte dieser Eigenfunktionen
sollen in der Nahe eines kritischen Wertes Ag.;+ € R liegen.

Die Funktion getBase () liefert eine Matrix, welche spaltenweise die k gewiinsch-
ten diskreten Eigenmoden enthilt. Es seien (A;, vi)iL;ll die Eigenpaare des Neumann-
EWP, A\iri; und die Dimension k der zu bildenden Basis gegeben. Die relevanten
Eigenmoden werden wie folgt ermittelt:

e, dec, count=0

1. falls k > count

o wihle Eigenpaar (\;, vi)fjol, so dass
|)\k'rit — )\i| = min

e — v; (Basisfunktion)

o count++, inc=dec=i

o falls k < count — fertig
2. falls dec > 1

e dec--

o — vg4.. (Basisfunktion)

o count+-+

e falls k < count — fertig
3. fallsinc < L +1

® inc+-+
o — v (Basisfunktion)



e count++
o falls k < count — fertig

4. wiederhole Schritte 2. bis 4.
Es sei erwédhnt, dass kK < L + 1 sein muss.

% Input: V, Matrix, die spaltenweise Eigenvektoren enthaltet

yA D, Diagonalmatrix mit Eigenwerten zu V

% r0, kritischer Wert

) nr0fEM, Grad des REDUCED ORDER MODELLING

% Output: Base, Matrix, die spaltenweise Basisfunktionen des Reduced
yA Order Modelling enthaltet

function [Base]=getBase(V,D,r0,nr0fEM)
Base=zeros(size(V,1) ,nr0fEM);
D_list=D*ones(size(D,2),1);
[sorted,mappingl=sort(D_list);
indexBT=mapping(find(sorted>r0)) ;
indexSE=mapping(find (sorted<=r0));

index=zeros (nr0fEM, 1) ;

maxIndex=max(size (indexBT,1),size(indexSE,1));
m=1;

for i=1:maxIndex
if i<=size(indexSE,1)
index(m,1)=indexSE(size(indexSE,1)-i+1);
m=m+1;
end
if i<=size(indexBT,1)
index(m,1)=indexBT(i);
m=m+1;
end
end for j=1:nr0fEM
Base(:,j)=V(:,index(j));
end return

3.5 Diskretisierung des PML-EWP mit Reduced Order
Modelling

Fiir das Eigenwertproblem mit Dirichlet-Randbedingungen im Gebiet
Q = (—t,1+1t) sei der Losungsraum V = {u € H'(Q); u|pq = 0}. Die Varia-
tionsform lautet somit:

Finde u € H*(Q), w € C, so dass

(,u_lvu, VU) LZ(Q) = w2 (Gu, U)LQ(Q) V'U S Hl(Q)

Zur Diskretisierung des Problems verwendet man nun zum einen finite Elemente
im PML-Gebiet, zum anderen Spektral-Galerkin in Q = (0,1). Der Grad des

10



Reduced Order Modelling sei gegeben k < % +1=L+1.

k P
u = Zaiei + Zﬁjbj
i=1 j=1

Wobei b; Hutfunktionen im PML-Gebiet und e; Eigenfunktionen in Q=(0,1)
sind. Testen dieser Linearform mit v = e bzw. v = bg liefert uns

Soiai(ptVe;, Vek) + > Bi (Vb Veg) = w? (ZZ ai(eei,er) + 3, B(e bj,eK)>
VK =1...k
> ai(p Ve, Vbg) + > Bi(n=tVbj, Vbg) = w? (ZZ ai(eei, bi) + 2, Bi(€by, bK))

VK =1...P

Die Steifigkeitsmatrix A bzw. Massenmatrix M bekommt so die Form:

e; < ek e; < bx
(D (ID
b & ek b & bk
(I11) (v

Die Dimension dieser Matrix ergibt sich aus dem Grad des Reduced Order
Modelling und der Zerlegung des PML-Gebietes in Teilintervalle. Bei uniformem
Gitter iiber das ganze Gebiet 2 bekommt man in den PML-Schichten (—t,0)
und (1,1+¢) je P = % Teilintervalle und somit P+ 1 Basen. Aus Griinden, die
spater genauer erldutert werden, verwenden wir aber nur je P Basen aus der
PML-Schicht. Die Matrixpartition (I) hat die Dimension (k) x (k), die Partition
(ID) (k) x (2P), (III) (2P) x (k) und (IV) (2P) x (2P). Fiir die gesammte
Matrix ergibt das dim(A) = dim(M) = (k + 2P)%.

Die Elemente der Matrixpartition (I) ergeben sich fiir die Steifigkeitsma-
trix durch Testen der k Eigenfunktionen des Neumann-EWP gegeneinander.
Durch erneutes zerlegen der Eigenfunktionen in Linearkombinationen aus Hut-
funktionen e; = le\g_l Kl(z)bl, wobei /-@l(z) den Werten der Eigenfunktion e; an

den Stiitzstellen {xl}f\;J{l im Gebiet Q entspricht, erhélt man fiir 7,5 =1...k
I _ -1
Ayl = (0 Ve, Vej)Lz(Q)

11



N+1 ] N+1 )
= (ulv S w6, vy nﬁ,{)bm>
=1 m=1 L2()

— (k)T 50

Die Matrix S ist tridiagonal und entspricht im Grunde der globalen Steifigkeits-
matrix in €2, mit dem Unterschied, dass die Basen (Hutfunktionen), um die
Stetigkeit der Eigenfunktionen am Rand von Q zu gewdhrleisten, im Intervall
(=h,0) und (1,1 + h) stetig nach 0 abfallend forgesetzt werden miissen. Dies
hat lediglich auf die Matrixelemente S 1 und Sy1,n+1 Einfluss.

Si11 = (/flVbl, Vb1)

h
= / p Vb Vbidx
—h

0 h
/ u*1V2b1V2b1da¢+/ M71v1b1v1b1d$
—h 0

Da das Matrixelement 57 ; nach der Assemblierung schon den Wert des Integrals
foh ...dx hat, geniigt es, das Element mit fi)h ...dx zu addieren. Analoges gilt
fiir SN+1,N+1-

% Input: h, Schrittweite

h t, Betrag der PML-Schicht

% alpha, Kontrollparameter

% Base, Matrix, die spaltenweise Basisfunktionen des Reduced

yA Order Modelling enthaltet

% Output: V, Matrix, die spaltenweise Eigenvektoren des PML-EWP enthaltet
% D, Diagonalmatrix mit Eigenwerten zu V

function [V,D]=ewp_RedOrdMod(h,t,alpha,Base)

format long;

N=1/h;

P=t/h;

Yo kokokok ok sk ok ok ok ok ok Kok ok ok ok ok ok ok Kok ok ok oK ok ok Kok ok ok K ok K ok ok ok Kok

% *Zusammensetzen der Matrizen A und M mit PML*

Yo skokokokok sk ook ok ok ok ook ok ok ok ok ook ook ok ok ok ok ook ok o ok ok K ok oK ok ok K ok

% A_ee, Matrixpartition e(i) <-> e(j) der Steifigkeitsmatrix
% M_ee, Matrixpartition e(i) <-> e(j) der Massenmatrix
% A_temp, Steifigkeitsmatrix ohne PML

% M_temp, Massenmatrix ohne PML

A_ee=zeros(N+1);

M_ee=zeros(N+1);

A_temp=zeros(N+1);

M_temp=zeros (N+1) ;

12



for i=1:(N)

T=zeros (N+1,2);

T(i,1)=1;

T(i+1,2)=1;

A_temp=A_temp+T*elemStiff ((i-1)*h,h,2,t,alpha)*T’;

M_temp=M_temp+T*elemMass ((i-1)*h,h,3,t,alpha)*T’;
end
% Berechnen der Integrale im Intervall (-h,0) und (1,1+h) und Addieren
% zu den Matrixelementen an erster und letzter Stelle
p-A=2;
p_M=3;
A_left=elemStiff(-h,h,p_A,t,alpha);
A_right=elemStiff(1,h,p_A,t,alpha);
A_temp(1,1)=A_temp(1,1)+A_left(2,2);
A_temp(N+1,N+1)=A_temp(N+1,N+1)+A_right(1,1);
M_left=elemMass(-h,h,p_M,t,alpha);
M_right=elemMass(1,h,p_M,t,alpha);
M_temp(1,1)=M_temp(1,1)+M_left(2,2);
M_temp (N+1,N+1)=M_temp (N+1,N+1)+M_right(1,1);
% Multiplizieren mit den Werten der Eigenfunktion an den Stuetzstellen
A_ee=conj(Base’)*A_temp*Base; M_ee=conj(Base’)*M_temp*Base;

Die Elemente der Partition (II) AE’IjI) firi=1...k,j=1...2P ergeben
sich aus (1~ 'Ve;, Vb;). Wir nummerieren die Hutfunktionen in der PML Schicht
in den Gebieten (—¢,0) und (1,1 + ¢) von links her beginnend durch. Somit ist

bi(z) #0  fiir —t<zx<—t+h
bo(x) A0 fir —t<z<-—t+2h

bp(x) #£0  fiir —2h <z <0
bp+1(l‘)7é0 fiir l<z<1+2h

bop(z) #0 fir 14+t—h<z<l+t

Die Hutfunktionen b, im Intervall (=h,h) und byir in (1—h,1+ h) werden
von den Eigenfunktionen aus Q bestimmt und ihre Koéffizienten entsprechen
den Werten der Eigenfunktionen bei x = 0 und x = 1. Somit ist klar, dass fiir
die Elemente der Partition (II) gilt:

AYD =0, falls j # (P, P+ 1)

Daraus folgt:

N+1
(1~ 'Ve;, Vbp) = (ulvznﬁ)bl,wp)

=1

13



_ (Nflwg“'z;l, pr)

= Iigi) (,uflvﬁl;l, pr)

N+1
(u‘1Vei,pr+1) = (/J,_lv Z I{l(l)bl,pr+1>
=1

= (LLilVI{%)_,'_lfI;N_;_l, pr_H)

= %%)H (M_1VEN+17 VbP+1)

Das Berechnen der Partition (III) ist trivial, da AUID = (AUD)T Die Parti-
tionen (II) und (III) der Massenmatrix bekommt man analog.

% A_eb, Matrixpartition e(i) <-> b(j) der Steifigkeitsmatrix
% M_eb, Matrixpartition e(i) <-> b(j) der Massenmatrix
A_eb=zeros(size(Base,2),2*P);
M_eb=zeros(size(Base,2),2%P);
p-A=2;
p-M=3;
A_left=elemStiff(-h,h,p_A,t,alpha);
A_right=elemStiff(1,h,p_A,t,alpha);
M_left=elemMass(-h,h,p_M,t,alpha);
M_right=elemMass(1,h,p_M,t,alpha);
for j=1:size(Base,2)
A_eb(j,P)=Base(1,j)*A_left(2,1);
A_eb(j,P+1)=Base(N+1,j)*A_right(1,2);
M_eb(j,P)=Base(l,j)*M_left(2,1);
M_eb(j,P+1)=Base(N+1,j)*M_right(1,2);
end

Zu guter Letzt bleibt die Partition (IV), welche durch Testen der Hutfunktionen
in der PML-Schicht gegeneinander zustandekommt. Man kann die Matrix A(V)
aufteilen in

{A(IV) P

o Jig=1

: (Iv)

S A,

0 e 0

Die zwei Teile mit Eintragen ungleich 0 sind jeweils tridiagonal und ihre Assem-
blierung geschieht wie gehabt. Einzig zu beachten ist, dass in den Elementen

Ag‘;) und Agri py1 die Stetigkeitsbedingung nicht verletzt wird.
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% A_bb, Matrixpartition b(i) <-> b(j) der Steifigkeitsmatrix
% M_bb, Matrixpartition b(i) <-> b(j) der Massenmatrix
% A_left, tridiagonale Matrix der linken PML-Schicht

% A_right, tridiagonale Matrix der rechten PML-Schicht
% M_left, tridiagonale Matrix der linken PML-Schicht

% M_right, tridiagonale Matrix der rechten PML-Schicht
A_bb=zeros (2*P,2%*P) ;

M_bb=zeros (2*P,2*P) ;

A_left=zeros(P,P);

A_right=zeros(P,P);

M_left=zeros(P,P);

M_right=zeros(P,P);

for j=1:(P-1)
T=zeros(P,2);
T(j,1)=1;
T(j+1,2)=1;
A_left=A_left+T*elemStiff (-t+(j-1)*h,h,2,t,alpha)*T’;
M_left=M_left+T*elemMass(-t+(j-1)*h,h,3,t,alpha)*T’;
A_right=A_right+TxelemStiff (1+h+(j-1)*h,h,2,t,alpha)*T’;
M_right=M_right+T*elemMass (1+h+(j-1)*h,h,3,t,alpha)*T’;
end
% Berechnen der Integrale im Intervall (-h,0) und (1,1+h) und Addieren
% zu den betroffenen Matrixelementen, um Stetigkeit zu gewaehrleisten
p-A=2;
p-M=3;
A_left_right=elemStiff (-h,h,p_A,t,alpha);
A_right_left=elemStiff(1,h,p_A,t,alpha);
A_left(P,P)=A_left(P,P)+A_left_right(1,1);
A_right(1,1)=A_right(1,1)+A_right_left(2,2);
M_left_right=elemMass(-h,h,p_M,t,alpha);
M_right_left=elemMass(1,h,p_M,t,alpha);
M_left(P,P)=M_left(P,P)+M_left_right(1,1);
M_right(1,1)=M_right(1,1)+M_right_left(2,2);
% Zusammensetzten der Matrizen A_bb und M_bb
A_bb=[A_left zeros(P,P); zeros(P,P) A_right];

M_bb=[M_left zeros(P,P); zeros(P,P) M_right];

Nun konnen sowohl Steifigkeitsmatrix als auch Massenmatrix zusammenge-
setzt werden. Auf beiden Matrizen miissen noch die Dirichlet Randbedingungen
erzwungen werden. Losen kann man das EWP wiederum mit der MATLAB-
Funktion eig().

% Dirichlet-Randbedingungen erzwingen
A_bb=A_bb(2:2%P-1,2:2%P-1);
M_bb=M_bb(2:2%P-1,2:2%P-1);

15



A_eb=A_eb(:,2:2%P-1);

M_eb=M_eb(:,2:2xP-1);

% 3k 5k >k 5k >k 3k >k 5k 5k >k 5k %k 5k >k 3k 5k 5k 5k >k 5k >k 5k 5k %k 5k %k 5k >k %k >k %k 5k %k 5k *k %k %

% *Loesen des kompletten EWP (mit PML)*

Yy kokokokok ok ook ok Kok ok ok ok ok ok ook oK ok ok ok ok ok ok o ok ok K ok

% A_withPML, globale Steifigkeitsmatrix des EWP ueber den ganzen Bereich (-t,t+1)
% M_withPML, globale Massenmatrix des EWP ueber den ganzen Bereich (-t,t+1)
A_withPML=zeros (N+1+2%P ,N+1+2%P) ;

M_withPML=zeros (N+1+2*P,N+1+2%*P) ;

A_withPML=[A_ee A_eb; conj(A_eb’) A_bb];

M_withPML=[M_ee M_eb;conj(M_eb’) M_bb];
[V,D]=eig(A_withPML,M_withPML) ;
return

3.6 main()-Funktion

Das numerische Losen des komplexen PML-Eigenwertproblems auf

Q = (—t,1 +¢) mit Reduced Order Modelling wird durch die Funktion main ()
koordiniert. Schrittweite h, Dicke der PML-Schicht ¢, der kritische Wert Ag,i,
die Dampfungskonstante a und der Grad des Reduced Order Modelling k sind
zu setzen. k = % + 1 liefert die gleichen Eigenwerte wie das direkte Losen des
vollstindig mit finiten Elementen diskretisierte Eigenwertproblem. Die Funktion
gibt die Eigenwerte des Modellproblems aus, wobei die Anzahl % + k ist.

function main()

clear;

format long;

Yy sk kook sk sk sk sk ok ok sk ok ok kK ok ok ok K ok ok ok K ok ok K K ok ok ok ok ok ok ok

% *folgende Parameter sind zu setzen  *
% *h, Schrittweite *
% *t, Dicke der PML-Schicht *
% *alpha, Kontrollparameter *
% *r0, kritischer Wert *

% *k, Grad des Reduced Order Modelling *
U stk ks kst ko ko sk sk sk ko sk sk sk stk ok ok sk sk ko ok

% *0utput: Eigenwerte *
o skokokokok kokok ok ok ok ook sk ok ok ok ok ok ok Kok Kok Kok ok ok ok
t=0.1;

h=0.005;

r0=1000;

k=150;

% Wichtig!! k <= (1/h)+1

alpha=5;
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[V_neumann,D_neumann] =ewp_Neumann (h,t,alpha);
[Base]l=getBase (V_neumann,D_neumann,r0,k) ;
[V_pml,D_pml]=ewp_RedOrdMod(h,t,alpha,Base);

D_pml*ones(size(D_pml,1),1)
return

4 Auswertung und Resultate

4.1 Rahmenbedingungen

In erster Linie interessieren wir uns fiir einige wenige Eigenwerte des Modell-
problems in einem bestimmten kritischen Bereich Agpit £ 0o Agriz mit dg = [0, 1].

4.1.1 Wahl des kritischen Wertes

Gemiss dem vorgestellten Verfahren ist Ag,.;; entscheidend bei der Wahl der &
diskreten Eigenmoden aus dem Neumann-EWP. Die k& Eigenmoden, deren Ei-
genwerte am néchsten an Ag.;; liegen, bilden die Basis der spektralen Galerkin-
Diskretisierung. Es ist daher zu beachten, dass die approximierten Eigenpaare
hinreichend nahe an den exakten Eigenpaaren des Neumann-EWP liegen. Ei-
nerseits wird Konvergenz durch Gitterverfeinerung erreicht, andererseits muss
der Tatsache, dass kleine Eigenwerte schneller konvergieren, Rechnung getragen
werden [Abb. (1)].

Dies impliziert, dass das Verfahren fiir kleine \j,;; bessere Resultate liefert,
da die Eigenpaare, insbesondere die Eigenmoden, welche im Reduced Order
Modelling die Basisfunktionen darstellen, weniger fehlerbehaftet sind.

Tabelle (1) zeigt den relativen Fehler T(/\k”'t,X) = %

tion A zum exakten Eigenwert Ag,.;; in Abhéngigkeit der Anzahl verwendeten
FEigenmoden k.

der Approxima-

4.1.2 'Wahl des kritischen Bereiches

In séimtlichen Berechnungen wird dp = [0, 1] so gewihlt, dass der Realteil von
genau drei Eigenwerte z1, 22, 23 des vollstdndig mit finiten Elementen diskreti-
sierten, komplexen EWP im kritischen Bereich liegen.

4.1.3 Fehlermass

Um die Giite der Approximation zu messen, wurde das Fehlermass r;,; ein-
gefithrt. Es ist die Summe der quadrierten Differenzenbetrige aus exakten Ei-
genwerten {z;}7_; und den mit Reduced Order Modelling ermittelten Werten

{yi}?:r

Ttot =

3
21':1 |z; — yi|2
3
Zi:l |2
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Tabelle 1: relativer Fehler der Approximation mit h =0.01,¢t=0.1, « =5

i | AT [ r(), k=10 r(),k=20 r(),k=50 r(),k=75 r(-),k=100
1| 82 0.0864 0.0385 0.0120 0.0048 0.0002
2 | 32.8 0.0764 0.0355 0.0112 0.0048 0.0000
3] 739 0.0855 0.0358 0.0108 0.0043 0.0002
4| 1314 0.0724 0.0306 0.0093 0.0040 0.0000
5 | 2055 0.0814 0.0277 0.0079 0.0031 0.0001
6 | 296.1 0.0467 0.0173 0.0051 0.0022 0.0000
7 | 403.3 0.0187 0.0068 0.0021 0.0008 0.0001
8 | 527.3 0.1015 0.0130 0.0022 0.0007 0.0001
9 | 668.1 0.0856 0.0274 0.0064 0.0026 0.0000
10 | 825.7 |  0.0900 0.0396 0.0111 0.0042 0.0002
11 | 1000.5 |  3.2390 0.0379 0.0137 0.0060 0.0000
12 | 11924 |  2.6764 0.0350 0.0153 0.0067 0.0003
13 | 1401.7 | 9.0293 0.0243 0.0138 0.0072 0.0000
14 | 16285 |  7.7240 0.0170 0.0115 0.0059 0.0004
15 | 1873.1 | 15.5551 0.0039 0.0065 0.0045 0.0002
16 | 2135.7 | 13.5981 0.0038 0.0016 0.0010 0.0004
17 | 24165 | 19.8412 0.0178 0.0055 0.0021 0.0005
18 | 27159 | 17.6392 0.0246 0.0116 0.0074 0.0003
19 | 3033.9 | 21.7184 0.0404 0.0200 0.0119 0.0010
20 | 3370.9 | 19.4654 0.0451 0.0270 0.0190 0.0002
21 | 3727.0 | 24.9073 0.9385 0.0363 0.0251 0.0018
22 | 4102.5 | 22.6532 0.8858 0.0437 0.0346 0.0000
23 | 44975 | 42.3132 2.7518 0.0533 0.0425 0.0027
24 | 4912.0 | 38.7891 2.5073 0.5765 0.0541 0.0001
25 | 5346.1 | 76.6782 5.3295 0.5577 0.3781 0.0037
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Abbildung 1: Konvergenz der reellen Eigenwerte des Neumann-EWP in
Abhéangigkeit der Schrittweite h.

4.2 Genauigkeit des Reduced Order Modelling (ROM) in
Abhéangigkeit des Grades £

Es soll die Genauigkeit der mit ROM berechneten Eigenwerte in Agyip + 0o Akt
als Funktion des Grades k untersucht werden. In einem ersten Durchgang werden
die k Basisfunktionen v; analog dem in Kapitel 1.4 beschriebenen Algorithmus
gewihlt. Das heisst, die Basis fiir Spektral-Galerkin wird aus den Eigenmoden,
deren Eigenwert am néchsten zu Ag.;; liegt, aufgebaut. Die Eigenwerte seien
aufsteigend sortiert: Ay < Ag... < Ap mit L= ¢ +1

j+k—1
B ={vj,...,vj4x—1} aus (/\i,vi)iL:l, wobei Z [Akrit — Ai] — min
i=j
Das mit ROM k-ten Grades diskretisierte EWP wird nun geldst. Aus den re-

sultierenden Eigenwerten miissen nun diejenigen drei y1, y2, y3 ausgewahlt wer-
den, die den kritischen Bereich am besten approximieren. Das Auswahlkriterium
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Abbildung 2: Exaktes Spektrum (Eigenwerte) fiir & = 0.01, ¢ = 0.1 aufsteigend
nach Realteil sortiert; zusétzlich ist der kritische Bereich mit Ag.;; = 2715 und
6o = 0.12 markiert
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hierfiir ist definiert durch

3

S (Re(z — y2)? — min M

i=1

Das Auswahlkriterium wird hier benutzt, um festzustellen, ob die approximier-
ten Eigenwerte iiberhaupt mit zunehmendem Grad k gegen die exakten Eigen-
werte konvergieren. Da es die Kenntnis dieser voraussetzt, ist dieses Auswahl-
kriterium fiir praktische Anwendungen nicht brauchbar. Zur Beurteilung der
Approximationsgiite ist eine a-posteriori Fehlerschéitzung nétig, die einen Wert
dafiir liefert, wie gut die Approximationen das komplexe Eigenwertproblem
l6sen, und zusétzlich erlaubt, den Nutzen einer Gitterverfeinerung und/oder
Graderhshung des ROM abzuschétzen.

Abbildung (3) zeigt die ermittelten Eigenwerte in Abhingigkeit des ROM
Grades k fiir das Modellproblem mit h = 0.01, ¢ = 0.1, Agrie = 2715 und
6o = 0.12. Zum Vergleich wurden auch die exakten Eigenwerte eingezeichnet.
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Abbildung 3: Eigenwerte mit ROM unter sukzessiver Steigerung des Grades k

Abbildung (4), (5) und (6) zeigen den Real- und Imaginérteil der approximier-
ten Eigenwerte getrennt. Es ist deutlich zu erkennen, dass vor allem der Realteil
der Eigenwerte mit zunehmendem Grad k gegen den exakten Wert konvergiert.
Die Abweichung im Imaginérteil scheint willkiirlich zu varieren. Es kann sein,
dass approximierte Eigenwerte trotz grosser Abweichung im Imaginérteil ge-
geniiber dem exakten Wert, unter dem Kriterium (1) ausgewéhlt werden, da (1)
lediglich den Realteil betrachtet.

Abbildung (7) zeigt das Fehlermass r,; ebenfalls in Abhéingigkeit von k.

Sei der Grad k gesucht, bei welchem die Werte y; die exakten Werte mit einer
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80

Q0

Genauigkeit von mindestens v = [0, 1] approximieren, das heisst es soll sein

3

3
Dola—wl <Y lat =P
i=1

=1

Die Resultate sind in Tabelle (2) festgehalten. Zum Vergleich wurde zusétzlich
die Genauigkeit eines weiteren Testlaufes untersucht. Es ist ersichtlich, dass ein
kleinerer kritischer Wert in Kombination mit einem feineren Gitter deutlich

bessere Resultate liefert.
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Tabelle 2: Genauigkeit v wird ab Grad k bzw. ab % der maximalen
Dimension (Kkmag = 3 + 1) erreicht.

v k%abs]  [%] | kP[abs]  [%]
0.9 21 20.8 2 0.5
0.95 21 20.8 2 0.5
0.99 69 68.3 90 224

0.995 87 86.1 170 42.3
0.999 97 96.0 339 84.5
0.9995 - - 369 92.0
0.9999 - - 393 98.0

“Parameter: h = 0.01, t = 0.1, Agpj¢ = 2715, 69 = 0.12
bParameter: h = 0.0025, t = 0.1, Appie = 1180,60 = 0.18

4.3 Modifikationen

4.3.1 Auswahlkriterium

Das Kriterium (1) wihlt die Approximationen nur nach ihrer Abweichung im
Realteil aus. Da im Fehlermass aber auch der Imaginérteil wirkt, wére ein Kri-
terium, das die Distanz zwischen den Eigenwerten minimiert, ein geeigneter
Ansatz.

V/(Re(z:) = Re(y:)? + (Im(z:) — Im(y;))? — min (2)

3
=1

7

Die Abbildungen (8)-(12) zeigen das Resulat des Reduced Order Modelling mit
dem Kriterium (2). Man sieht, dass das Auswahlkriterium wesentlichen Ein-
fluss auf die Giite der Approximation hat. Mit dem Kriterium (2) werden die
Abweichungen der Approximation sowohl im Real- als auch Imaginirteil deut-
lich abgeschwécht, bzw. es werden passendere Eigenwerte ausgewéhlt.

4.3.2 'Wahl der Basisfunktionen

Anstelle wie in Kapitel 1.4 beschrieben, die Basisfunktionen lediglich aus Ei-
genmoden mit Eigenwerten nahe einem bestimmten kritischen Wert sukzessive
auszuwéhlen, kann man schon zu Beginn Eigenmoden mit niederer Frequenz
miteinbeziehen, da diese ihrerseits hohere Eigenfrequenzen besser zu approxi-
mieren vermogen.

In einem weiteren Testlauf wird diese Strategie verfolgt. Die Eigenmoden
zu den kleinsten drei Eigenwerten des Neumann-EWP werden von Beginn weg
als Basisfunktionen verwendet. Die {ibrigen Basisfunktionen (maximal k — 3)
werden gemiiss dem Algorithmus in Kapitel 1.4 eingefiihrt. Die Eigenwerte seien
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aufsteigend sortiert: Ay < Ag... < Ay mit L = % +1

j+k—1
/ L . .
B = {vi,v2,03,05,...,0j4k—1} aus (A, v;);_y, Wobei E [Akrit — Ai| — min
i=j

Dieser Testlauf liefert keine besseren Resultate. Dies liegt unter anderem dar-
an, dass auch bei der urspriinglichen Art der Basisbildung die niederfrequenten
Eigenmoden schon bei geringem k in die Basis B einfliessen, da wir A, eher
klein wéhlen.

5 Schlussfolgerungen und Ausblick

Zahlreiche Testldufe mit verschiedenen Schrittweiten und kritischen Bereichen
haben gezeigt, dass wie erwartet vor allem kleine Eigenwerte gut approximiert
werden. Fiir das vorgestellte Modellproblem scheint das Reduced Order Model-
ling k-ten Grades mit k ~ i% und geniigend feinem Gitter eine Approximation

APP zu einem exakten klein gewdhlten {7, zu liefern, fiir welches gilt:

[ Nirae — APPI* < [0.010G, 7

Die Auswahl der besten Approximationen fiir einen kritischen Bereich

Akrit = 0o Akriz verlangt das Testen einer Vielzahl von moglichen Kombinatio-
nen. In MATLAB miissen je nachdem, wieviele exakte Eigenwerte der Bereich
von Interesse beinhaltet, verschiedene Funktionen geschrieben werden. Dies er-
schwert die Auswertung wesentlich bzw. schrinkt die Wahl von Mgy £ g Agrit
stark ein. Das ist der Grund, warum ich Ag.;+ + doAkriz Stets so gewéhlt habe,
dass er genau drei exakte Eigenwerte beinhaltet.

Da im Allgemeinen die exakten Eigenwerte nicht bekannt sind, wére ein
Fehlerschiitzer wiinschenswert. Durch die komplexe Struktur des EWP ist ein

solcher aber nur schwer zu bekommen.

Um Reduced Order Modelling praktisch anwenden zu kénnen, ist es un-
umginglich auch Modellprobleme in 2d und 3d zu untersuchen.
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