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Galerkin Diskretisierung

Integral Gleichung in einem Hilbertraum H:

Gu + Au,.) = [

Das dazugehdrige Varationsproblem ist

a(u,v) + Am(u,v) = f(v)

fur alle v in H mit

a(u,v) = (Gu,v)grxg und m(u,v) = (u,v)gxg
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Galerkin Diskretisierung

Die Bilinearform «(., .) ist dargestellt als

ofuv) = [ v(@) [ glepuy)yde

Galerkin Diskretisierung: Projektion auf einem n-dimensionalen
Unterraum H,, C H. Finde eine Funktion u,, € H,,, SO dass

a(Up, V) + AM (U, vn) = f(vn)

far alle v,, in H,,. Oder aquivalent dazu:

a(Un, @i) + Am(un, ;) = f(pi)
fur alle ¢ einer Basis (y;);c; Von H,,.
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Galerkin Diskretisierung

= 0

Jjel

S ZCUJ alPj, Pq ‘|‘)\sz Spjagpz —f(SOZ)

Jjel jE€I

fur alle 7 € I. Dies fuhrt auf ein lineares Gelichungssystem:

Gr+AMx=5»
mit G, M € R und den Vektor b € R! mit

Gy = «%wazﬁwm%éwmmmw@m

MjﬁAm%wa=memmwx
bi = f(p;)
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Galerkin Diskretisierung

e Die Matrix G ist dicht besetzt da die Kernfunktion einen globalen
Trager hat.

e Die direkte Speicherung von G flhrt nicht zu effektiven Algorithmen.

e Die LOsung besteht darin die Kernfunktion durch eine degenerierte
Funktion zu approximieren (low rank approximation) was zu einer
Hierarchischen Matrix fuhrt.
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Interpolation

Taylorentwicklung als degenerierte Approximation:

k—1
~ ]‘ 1 174
glz,y) =) —1929(@o0, y)(x — xo)
v=0

e Approximation ist zwar degeneriert aber nur brauchbar falls die
Ableitungen effizient berechnet werden kdnnen.

e — Interpolation anstatt Taylorentwicklung.

Seien (z,),cx eine Familie von Interpolationspunkten in R? und (£,),cx
die Lagrangefunktion mit

£V (‘/E,u') — 57/7/1'

fur alle 4, v € K. Interpoliere x — g(z,.)

gz, y) = > g2y, y)Lu()

peK
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Interpolation

Matrix G wird approximiert durch G mit

)
I

©J

[ wta) [ aare;)yde

Z/Q%(x)ﬁu(x)d:c/Qg(xu,y)gpj(y)dy:(ABT)ij

peK

A= [ p@Lua@de wd By = [ g n)ei0)dy

e Der Rang von G = ABT ist gebunden Uber die Kardinalitat von K.
e Alternative Methode flr niedrig Rang approximation.
e Quadraturformeln zur Berechnung der Matrixelemente (einfach).
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Interpolation

Tensor Produkt Interpolation auf bounding boxes

e Approximation von g(.,.) auf zulassigen Paaren von clusters.

e Interpolation auf beliebigen Doméanen ist schwierig. — Bounding Box
Q; C Qt mit Qt = [al,bl] X ... X [ad,bd]

Der eindimensionale Fall

Interpolation auf Intervalle [—1,1]. — Chebyshev Punkte m-ter Ordnung:

()™ 2v + 1 "
V)y— — S
T 0 CO 2 27‘(’ -

Mit den Lagrange Polynomen

m

r—
Ey(x): H X —CIZM

p=0,u#v H
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Interpolation

Interpolationsoperator zu £, (z) und x, fur v € {0,...,m}:

I : C[-1,1] = Py [ Y fm)Ly
v=0
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Interpolation

Allgemeine Intervalle [a, b]: Affine Transformation

b+a b—a
Dgp) i [-1,1] — [a,b], x4+ 5t

Transformierte Interpolationsoperator
™ Cla,b] = Py mit IEU[f] = (Tlf o Ppayy]) 0 @},
mit

I,[S’b] L] = Z f(@ap(xn)) Ly 0 (I)[ 1b]

r=0

— Transformierte Interpolationspunkte

x[a,b] = (I)[a,b] (331/) —

v
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Interpolation

Allgemeine Intervalle [a, b]: Affine Transformation

b+a b—a
Dgp) i [-1,1] — [a,b], x4+ 5t

Transformierte Interpolationsoperator

i Cla,b) — Py mit TV f] = (T [f 0 Ppay]) 0 @

mit

m

I,[S’b] L] = Z f(@ap(xn)) Ly 0 (I)[:L.lb]

r=0

— Transformierte Lagrangefunktionen

[a,b] - —1
L =L, o <I>[a.b]
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Interpolation

Eigenschaft der transformierten Lagrangefunktionen

clabl(glatly  — L,,ocb[;lb][@[a.b](%)]

= Ly(zy)
= 0, Vv,ued0,...,m}

was auf die Form schliessen lasst:

[a,b]

a il Xr — T
A GO | B )
p=0,uztv tv = L
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Der d-dimensionale Fall

Interpolation

Interpolation auf Q' = [a1,b1] x ... X [ag, bgl.

Es ist naheliegend eine Tensorproduktdarstellung ftr den allgemeinen

Interpolationsoperator zu gebrauchen:

7t =Tlahl g | @ Tlaebd
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Interpolation

Mit der Menge:

K={veNvi<m V ic{l,...,d}} ={0,...,m}"

gibt man den transformierten Interpolationspunkten und
Lagrangefunktionen ein Label:

xt = (glavtid o gleasbady o pt = E,[fil’bl] ®...Q E,[led’bd]

v V1 Al V|

Dann

mitz = (x1,...,xq).
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Interpolation

Das Tensorprodukt der Lagrangefunktionen ergibt:

Li@) = (Lo, @Llt) (@)
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Interpolation

Interpolationsfehler Abschatzung

Eindimensionale Fall

Stabiliatsabschéatzung fiur die Chebyshev Operatoren Z,,

| Zom flloo,=1,1] < Al flloo,[=1,1]

mit der Konstanten

2
App=—Inlm+1)+1<m+1
7

Fur f € C™1[-1,1] gilt

2—m
(m+ 1)!

1f =T flloo,—1,1) < Hf(m+1)Hoo,[—1,1]
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Interpolation

Angewendet auf die transformierten Operatoren:

1f = Z5" Flloo a0

|fo gl (I[a’b f)o gl o0,[=1,1]

If o @ — T, (f 0 @1*P)|| o (21 1)
27 a m
(m n 1)' ”(f © (I)[ ’b])( +1) Hoo,[—l,l]

2 b—a mtl (m+1)

(b —a)m™tt

m-+1
22m—|—1(m_|_ 1)| Hf( i )HOO,[a,b]

Mehrdimensionale Interpolation



Interpolation

Der d-dimensionale Fall

Sei t € Ty ein cluster mit Bounding Box Q" = [a1,b1] X ... X [ag, ba].

If = Iy, fllo,0

d(m + 1)d_1
= 22mAL(m + 1)

'dz’am(Qt)mHma:c{||5’,Zn+1f||oo,Qt e {1,...,d}}
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Interpolation

Anwendung auf die Kernfunktion
g € C(Q" x Q*) sei asymptotisch glatt, d.h

0292 g(x,y)| < Cla+ B)ley ™|z — y| el =181=e

fir Konstanten C, ¢y, 0 € R~g. Somit erftllen die Funktionen

9o : Q1 = C(Q%), z+— g(z,.),
gy 1 Q° — C(QY), yr g(.,y),

die Abschatzungen

||8agx(x)||oo Qt < C(Oé)'CO |dZSt(Qt QS) la|—o
18% gy ()]l oo, @5 < C(ﬂ)!cgmdist(Qt,Q )= 18—

mit x € Q' und y € Q°.
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Interpolation

Mit der Formel

If = Lo fllo

d(m +1)4-1
= 22m¥L(;m + 1)

'diam(Qt)mHmax{||8,Z”+1f||oo,Qt ie{l,...,d}}

erhalt man

Cd(m+ 1)1 [ codiam(Q") )m“
2dist(Qt, Q%) (Mz‘st(@’% Q°)

g, — T2 g, < Cd(m+ 1)1 [ codiam(Q?) )mH
Iy = =mIylleo.Q* = 51708 Q=) \ adist(QF, Q%)

|9z — Ifngx ”oo,Qt <

Mehrdimensionale Interpolation



Interpolation

Beweis

Asymptotische Glattheit:

0% g(z, )| < Cla)le! ||z —y|~lo1-7

wegen
|z —y|| 7177 < dist(QF, Q%) 1=
= |079(z,y)| < C(a )'c0 'dzst(Qt Q*)lel=e

und in der Supremumsnorm

10% g2 ()| co. < Cl)le dist(QF, Q%) ~1o1=7
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Interpolation

Beweis

192 — I}, 9 || 00,0t

d(m + 1)4-1
<
= 2mH (1 1)

'diam(Qt)mHmaw{H@?Hgfﬁ||oo,Qt|'i €{l,...,d}}

mit |a| = (m + 1) gilt

max{l‘a;?l+1gx||oo,Qt ‘Z c {1, Ce ,d}} < C(m + 1)!6671+1di8t(@t7 Qs>—(m—|—1)—0'

Cd(m + 1)1 [ codiam(Q) "
_ 7t t <
= Noe = Imgelloar = 57 o o0 (4dist(@t,@3)
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Interpolation

o diam(Q") < diam(Q°)

9(z,y) — Gz, )| = lg(z,y) = Y glab, )L ()| = (g: — Th[9:]) () ()]

veK

- Cd(m +1)47t [ codiam(Q?) mAl - Cd(m + 1)1 sconym+]
< St adi@ah) = st (£)

o diam(Q?®) < diam(Q")

o(,) — )| < O'(m) ()" dist(@*, @)

mit dem Polynom C’(m) = Cd(m + 1)%/2. Mitn < 4/cq = (con/4) < 1
und die Approximation konvergiert exponentiell in m.
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Interpolation
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Interpolation

Konstruktion der Niedrigrang Approximation

Zulassigkeit fur zwei Clusters (t,s)

min{diam(Q"), diam(Q?®)} < ndist(Q*, Q")

o diam(Q") < diam(Q?®): Interpolation im ersten Argument der
Kernfunktion. Die entsprechenden Matrizen A und B sind:

Als — /Q oi(x)Ch(x)dz und Bl = /Q o(z, y)o; (y)dy

o diam(Q?®) < diam(Q"): Interpolation im zweiten Argument der
Kernfunktion. Neue Matrizen A und B:

Abs = / oi@)g(z,25)dr und B = / L2 (y)0; (y)dy
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Interpolation

In beiden Fallen braucht man die transformierten Interpolationspunkte.
Gegeben seien nun die Chebychev Punkte (z;)" , gespeichert im Array
Xp und ein cluster ¢.

for(j=0; j<d; j++) {
mid = 0.5 * (t->bmax[j] + t->bmin[j]);
dif = 0.5 * (t->bmax[j] - t->bmin[j]);

for (i=0; i<p; i++)
1[i] [j] = mid + xp[i] * dif;

Die j-te Koordinate von z¢ ist gegeben durch | [nu[j]][]j] fur
nul j ] =v;. Die Lagrangefunktionen werden berechnet mit:

result = 1.0;
for(j=0; j<d; j++)
for(i=0; i<p; i++)
if (i !'= nuljl)
result *= (x[j] - 1[il1(j1) / (Qlnuljl](j] - 1(i1(j1);
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