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Vorwort

Operationen mit großen Matrizen werden in der Numerik weitgehend ver-
mieden. Stattdessen wird in der Regel versucht, alle Algorithmen auf Matrix-
Vektor -Multiplikationen zurückzuführen. Der Grund ist der hohe Aufwand
von z.B. O(n3) Gleitkommaoperationen für eine Multiplikation von n × n-
Matrizen. Beginnend mit dem Strassen-Algorithmus wurde versucht, den Auf-
wand auf O(nγ) mit γ < 3 zu reduzieren. Diese Bemühungen können aber
nicht zum Ziel führen, da die theoretische untere Schranke γ ≥ 2 besteht, und
selbst quadratischer Aufwand bei großskaligen Matrizen inakzeptabel ist.

Dass die Matrixoperationen im hier beschriebenenH-Matrix-Format trotz-
dem mit fast linearem Aufwand O(n log∗ n) ausführbar sind, ist kein Wider-
spruch zu der vorherigen Aussage, da oben die exakte Berechnung unter-
stellt wird, während die H-Matrix-Operationen Approximationen enthalten.
Die Approximationsfehler sind jedoch akzeptabel, da großskalige Matrizen
von Diskretisierungen stammen, die ohnehin Diskretisierungsfehler enthalten.
Die mit der H-Matrix-Technik ermöglichten Operationen sind nicht nur die
Matrixaddition und -multiplikation , sondern auch die Matrixinversion und
die LU- oder Cholesky-Zerlegung.

Verwendet man dieH-Matrix-Technik zur Lösung von linearen Gleichungs-
systemen, so nimmt sie eine Stellung zwischen direkten Verfahren und
Iterationsverfahren ein. Auf der einen Seite kann die approximative Inverse
oder LU-Zerlegung mit wählbarer Genauigkeit bestimmt und damit das
Gleichungssystem gelöst werden. Auf der anderen Seite reicht eine Inverse
oder LU-Zerlegung mit mäßiger Genauigkeit, um eine schnelle Iteration zu
konstruieren.

Hat man die Matrixoperationen zur Verfügung, lässt sich eine wesentlich
größere Problemklasse behandeln, als dass mit der Beschränkung auf Matrix-
Vektor-Multiplikationen möglich ist. Hierzu gehören die Berechnung von
matrixwertigen Funktionen, zum Beispiel der Matrix-Exponentialfunktion,
und die Lösung von Matrixgleichungen, etwa der Riccati-Gleichung.

Die approximative Durchführung der Operationen kann nur erfolgreich
sein, wenn der Aufwand für eine Genauigkeit ε nur schwach mit ε→ 0 wächst.



VIII Vorwort

Für die Inversen von Diskretisierungsmatrizen elliptischer Randwertprobleme
und für zugehörige Randintegralgleichungen lässt zeigen, dass der Aufwand
nur logarithmisch von ε abhängt. Für allgemeine, große Matrizen ist diese
Aussage falsch, d.h. die H-Matrix-Technik ist nicht für allgemeine Matrizen
anwendbar. Trotzdem zeigen numerische Tests ein sehr robustes Verhalten.
Für die praktische Durchführung ist es zudem sehr wichtig, dass dieH-Matrix-
Technik in hohem Maße blackbox-artig ist.

Die Tatsache, dass nicht alle Matrizen (mit verbessertem Aufwand)
dargestellt werden können, entspricht nicht dem klassischen Verständnis der
Linearen Algebra. Dort ist man es gewohnt, dass Verfahren möglichst auf
sämtliche Elemente eines endlichdimensionalen Vektorraumes anwendbar
sind. Andererseits ist der Approximationsgedanke der Ursprung der Analysis.
Da die Objekte wie zum Beispiel Funktionen im Allgemeinen unendlich
viele Daten enthalten, verwendet man seit Anbeginn der Analysis Appro-
ximation aufgrund von partiellen Informationen (Beispiel Interpolation),
wobei man in Kauf nimmt, dass die Approximation nur unter geeigneten
Glattheitsvoraussetzungen möglich ist.

Die H-Matrix-Technik beruht auf drei verschiedenen Komponenten. Die
erste, analytische Komponente ist die lokale, separable Approximation der
Greenschen Funktion beziehungsweise der Integralkernfunktion. Derartige
Techniken sind in der Vergangenheit in verschiedenen Versionen bei der Be-
handlung diskreter Integraloperatoren angewandt worden: bei der Paneel-
Clusterungstechnik, bei Multipolentwicklungen, aber auch bei der Matrix-
kompression von Wavelet-Matrizen. Nur mit Hilfe dieser Techniken kann die
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der an sich vollen Matrix in fast linearem
Aufwand durchgeführt werden. Die zweite Komponente gehört der linearen
Algebra an. Techniken der Singulärwertzerlegung und der QR-Zerlegung
spielen eine wichtige Rolle bei der Organisation der lokalen Matrixdaten.
Die dritte Komponente betrifft die diskreten Strukturen. Die ersten beiden
Komponenten werden auf Teilmatrizen angewandt. Die geeignete Partition
der Matrix in Teilmatrizen der richtigen Größe ist für die Matrixoperationen
der entscheidende Schritt. Die diskreten Strukturen stellen sich in Form vom
Bäumen, den Cluster- und Blockclusterbäumen dar.

Ziel dieser Monographie ist die umfassende Einführung in die Technik
hierarchischer Matrizen. Da diese insbesondere für die großskaligen Matrizen
aus dem Umfeld von Randwertaufgaben entwickelt worden sind, muss auch
knapp auf die Diskretisierung von Randwertaufgaben und auf die Rand-
integralmethode eingegangen werden. Den oben aufgezählten, sehr unter-
schiedlichen Komponenten entsprechend widmen sich die ersten Kapitel den
verschiedenen Fragen zur Analysis, zur Linearen Algebra und den Strukturen,
die dann die Grundlage der Algorithmen bilden. Um die Kapitel einerseits
nicht zu umfangreich werden zu lassen und andererseits hinreichend Hinter-
grundmaterial bereitzustellen, enthält das Buch fünf Anhänge. Hier findet der
Leser den benötigten Hintergrund zu Themen aus dem Hauptteil.



Vorwort IX

Das letzte Kapitel gibt einen kleinen Einstieg in die Behandlung groß-
skaliger Tensoren. Hier werden nur Anwendungen angesprochen, die direkt
mit hierarchischen Matrizen verbunden sind. Andererseits besteht die heraus-
fordernde Aufgabe, die im Umfeld der hierarchischen Matrizen entwickelten
Techniken auf Tensoren zu übertragen. Da der Speicher- und Rechenaufwand
bei großskaligen Tensoren den Anwender vor noch größere Schwierigkeiten als
bei Matrizen stellt, sind geeignete Darstellungsmethoden und Algorithmen
zur Approximation der Operationen dringend erforderlich. Die in diesem Be-
reich erzielten Resultate passen thematisch nicht in diese Monographie und
gäben Stoff für ein weiteres Buch.

In zahlreichen Hinweisen wird verbal auf Details der Implementierung ein-
gegangen. Eine konkrete Beschreibung der in C geschriebenen Algorithmen
wird hier vermieden, da hierfür die Lecture Notes [26] und ein zukünftiges,
hieraus hervorzugehendes Buchprojekt heranzuziehen sind. Letzteres ist auch
ein besserer Platz für konkrete numerische Beispiele und Vergleiche.

Lesehinweis: Unterkapitel, die mit einem Stern∗ versehen sind, können
beim ersten Lesen übersprungen werden, da sie eher der thematischen Ver-
tiefung dienen.

Algorithmen sind in einer Notation angegeben, die sich an Algol und
Pascal anlehnt. Man beachte, dass die geschweiften Klammern Kommenta-
re enthalten. Der Einfachheit halber werden die Parameter nicht mit einer
Typenbeschreibung versehen, sondern verbal erklärt. Für die (wenigen) Hilfs-
variablen wird ebenfalls keine explizite Spezifikation gegeben, da sie sich aus
dem Zusammenhang ergibt.

Der Autor entwickelte die Technik der hierarchischen Matrizen Ende
der 90er Jahre. Die erste Arbeit [69] hierzu erschien 1999. Ein wesentlicher
Schritt war die Implementierung der Methode in der Dissertation [50] von
Dr. L. Grasedyck, die 2001 verteidigt wurde. Die Grundlagen zu dieser
Monographie wurde durch Manuskripte zu Vorlesungen an der Universität
Leipzig (Sommersemester 2004 und Wintersemester 2006/7) und an der
Christian-Albrechts-Universität zu Kiel (Sommersemester 2004) gelegt.
Das Material wurde entscheidend anreichert durch die Beiträge der Drs.
S. Börm, M. Bebendorf, R. Kriemann und B. Khoromskij. Insgesamt
sind zum Thema der hierarchischen Matrizen und seinem Umfeld zwei
Dissertationen und eine Habilitationsarbeit an der Christian-Albrechts-
Universität zu Kiel und vier Dissertationen und eine Habilitationsarbeit an
der Universität Leipzig geschrieben worden. Die neuartigen Möglichkeiten,
die die H-Matrix-Technik bietet, haben zu einem Programmpaket H-
Libpro geführt, das für kommerzielle Zwecke zur Verfügung steht (siehe
http://www.scai.fraunhofer.de/hlibpro.html).

Neben den oben Genannten danke ich Dr. L. Banjai, Dr. Wendy
Kreß, Prof. Sabine Le Borne, Dr. Maike Löhndorf, Prof. J.M. Melenk, Prof.
S. Sauter, sowie weiteren Mitarbeitern und Gästen des Leipziger Max-Planck-
Institutes, die wesentlich zum Inhalt dieses Buches beigetragen haben. Herrn
Dr. Ronald Kriemann gilt mein Dank für die Gestaltung des Umschlagbildes.
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Dem Springer-Verlag danke ich für die unkomplizierte Kooperation bei der
Fertigstellung dieses Werkes.

November 2008 Wolfgang Hackbusch
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5.4.3 Kardinalitätsbasierte Konstruktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.4.4 Implementierung und Aufwand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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2

Rang-k-Matrizen

Rang-k-Matrizen werden ein wichtiger Baustein der hierarchischen Matrizen
sein. Da insbesondere an kleine Werte von k gedacht ist, wird auch von
Niedrigrangmatrizen gesprochen. Um einem möglichen Missverständnis vor-
zubeugen, sei noch einmal betont, dass Rang-k-Matrizen nicht den exakten
Rang k, sondern höchstens den Rang k besitzen sollen. Die Speicherung von
Rang-k-Matrizen sowie Operationen mit Rang-k-Matrizen bilden die Basis der
H-Matrixdarstellung (H-Matrix = hierarchische Matrix) und der H-Matrix-
operationen, da diese auf Additionen und Multiplikationen mit Rang-k- oder
vollen Matrizen zurückgeführt werden.

Vorschau auf die nachfolgenden Unterkapitel:

§2.1: Notationen R
I und R

I×J , Rang einer Matrix.
§2.2: Triviale Anmerkungen zur Darstellung der Rang-k-Matrizen und den

Speicherkosten, Notation R(k, I, J).
§2.3: Arithmetischer Aufwand für Matrix-Vektor-Multiplikation, Matrix-

Matrix-Addition und Matrix-Matrix-Multiplikation mit Rang-k-Matrizen.
§2.4: Erinnerung an die Singulärwertzerlegung (SVD) und die optimale

Approximation einer Matrix durch eine Rang-k-Matrix (Details und
Beweise im Anhang C.2), Definition der “komprimierten Singulär-
wertzerlegung”.

§2.5: Wichtiges späteres Hilfsmittel ist die Approximation einer Rang-�-
Matrix durch eine solche vom kleineren Rang k < �. Die QR-Zerlegung
und die komprimierte QR-Zerlegung werden definiert.

§2.6: Unter Anwendung des vorherigen Abschnittes wird die formatierte Addi-
tion eingeführt.

§2.7: Modifikation der Standarddarstellung R(k, I, J).

Im ersten Lesedurchgang können §§2.3-2.7 überflogen werden. Die in §2.6
beschriebene Addition benötigt man allerdings in Kapitel 3.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 2,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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2.1 Allgemeines

Sei I eine endliche Indexmenge, die nicht angeordnet zu sein braucht. Dann ist
R

I die Menge der Vektoren (xi)i∈I mit den Komponenten xi ∈ R (vgl. §1.3.1).
Sei J eine zweite Indexmenge. Dann gehört eine Matrix M zu R

I×J , falls
M = (Mij)i∈I,j∈J . Im Falle von I = J ist M eine quadratische Matrix.

Das Bild einer Matrix M ∈ R
I×J ist

Bild (M) := {Mx ∈ R
I : x ∈ R

J}

und kann auch als Aufspann seiner Spalten formuliert werden. Eine der vielen
Definitionsmöglichkeiten für den Rang einer Matrix M ist

Rang(M) := dimBild (M).

Es wird an die folgenden wohlbekannten Aussagen erinnert:

Anmerkung 2.1.1. a) Der Rang von M ∈ R
I×J liegt zwischen 0 und dem

Maximalrang min{#I,#J}.
b) Rang(A) ≤ min{Rang(B), Rang(C)} für A = BC.
c) Rang(A) ≤ Rang(B) +Rang(C), für A = B + C.
d) Dimensionssatz: Für jede Matrix M ∈ R

I×J gilt

Rang(M) + dimKern(M) = #J.

Übung 2.1.2. Sei M(λ) ∈ R
I×J eine stetige matrixwertige Funktion des

Argumentes λ ∈ Λ. Dann kann r(λ) := Rang(M(λ)) unstetig sein, aber man
zeige: Die Stetigkeitspunkte von r bilden eine offene Teilmenge Λ0 ⊂ Λ. Seien
Λ′

0 eine Zusammenhangskomponente von Λ0 und λ0 ∈ ∂Λ′
0. Dann gilt

Rang(M(λ0)) ≤ lim
λ→λ0, λ∈Λ′

0

Rang(M(λ)).

2.2 Darstellung und Kosten

Sei M eine Matrix aus R
I×J . In (1.15) wurde bereits die Darstellung als

Rang(k)Matrix(I, J) erwähnt. Charakteristisch ist die Faktorisierung in

M = AB� (A ∈ R
I×{1,...,k}, B ∈ R

J×{1,...,k}, k ∈ N0). (2.1)

Bezeichnet man die k Spalten von A und B mit ai und bi (1 ≤ i ≤ k), so ist

M =
k∑

i=1

aib
�
i (2.1’)

eine zu (2.1) äquivalente Beschreibung. Das Produkt ab� ∈ R
I×J ist die

Matrix mit den Komponenten
(
ab�

)
αβ

= aαbβ (α ∈ I, β ∈ J). Man beachte,
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dass auch k = 0 in (2.1) zugelassen ist und die Nullmatrix beschreibt. Dass die
Darstellung M = AB� in keiner Weise eindeutig ist, stört bei der Anwendung
nicht, sondern vermeidet im Gegenteil Rechenkosten.

Zum Zusammenhang zwischen Matrizen vom Rang k und den Matrizen
mit Rang(k)Matrix(I, J)-Darstellung werden die folgenden zwei Anmerkun-
gen angeführt.

Anmerkung 2.2.1. Für M aus (2.1) gilt Rang(M) ≤ k.

Beweis. Aus (2.1) folgt nach Anmerkung 2.1.1a Rang(A) ≤ k. Teil b) zeigt
Rang(M) ≤ Rang(A).

Man beachte, dass nicht behauptet wird, dass eine Matrix mit der Dar-
stellung (2.1) den Rang k besitzt. Es gilt aber die folgenden Anmerkung, die
konstruktiv in Anmerkung 9.4.4 bewiesen wird.

Anmerkung 2.2.2. Falls Rang(M) = r, existiert eine Darstellung (2.1) mit
k := r.

Wir sprechen von Rang-k-Matrizen, wenn eine Darstellung (2.1) existiert.
Wenn dagegen von Matrizen im Rang(k)Matrix(I, J)-Format gesprochen
wird, ist damit gemeint, dass die Faktoren aus (2.1) nicht nur existieren,
sondern auch explizit gegeben sind. Für die Familie aller Matrizen der zweiten
Sorte führen wir die Abkürzungen R(k, I, J) bzw. R(k) ein:

Definition 2.2.3. a) Die Schreibweise M ∈ R(k, I, J) bedeutet, dass die
Matrix M ∈ R

I×J im Rang(k)Matrix(I, J)-Format gegeben (falls anstelle
der Indexmengen I, J nur das Produkt b = I × J bezeichnet ist, wird auch
R(k, b) geschrieben).
b) M ∈ R(k) :⇐⇒ Es gibt Indexmengen I, J, sodass M ∈ R(k, I, J).
c) M ∈ R(I, J) :⇐⇒ Es gibt ein k ∈ N0, sodass M ∈ R(k, I, J).
d) M ∈ R :⇐⇒ Es gibt ein k ∈ N0, sodass M ∈ R(k).

Anmerkung 2.2.4. Anstelle der Darstellung (2.1) mit einer festen Schranke k
für den Rang empfiehlt sich eine Modifikation: Es wird weiterhin Speicherplatz
für k Spalten der Matrizen A ∈ R

τ×{1,...,k} , B ∈ R
σ×{1,...,k} bereitgestellt,

aber zusätzlich wird eine Zahl � ∈ {0, 1, . . . , k} abgespeichert, die die aktuelle
Rangschranke bezeichnet: M =

∑�
i=1 aib

�
i (die Vektoren zu � < i ≤ k bleiben

unbenutzt). Die Rechenkosten werden nun durch � statt durch k bestimmt.
Wird statt eines festen Feldes der Länge k eine Liste verwendet, sind auch
die Speicherkosten nur von � abhängig. Insbesondere ist die Nullmatrix allein
durch � = 0 charakterisiert.

Wir wiederholen die triviale Aussage aus §1.3.2.10:

Anmerkung 2.2.5 (Speicherkosten). Die Darstellung einer Matrix
M ∈ R(k, I, J) erfordert einen Speicheraufwand von k (#I + #J) .
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Sei #I = #J = n. Falls k � n, ist k (#I + #J) = 2kn wesentlich
kleiner als der Speicheraufwand n2 der vollen Darstellung. Man beachte aber,
dass die volle 2 × 2-Matrix nicht mehr Speicher in Anspruch nimmt als
die Rang(1)Matrix(2, 2)-Darstellung. Die Darstellung Volle Matrix(I, J)
kann daher für kleine Dimensionen günstiger sein. Die Notation für das volle
Matrixformat sei

V(I × J) := (2.2)

{M ∈ R
I×J : M im Format Volle Matrix(I, J) gespeichert}.

Für einen Block b = τ ×σ mit τ ⊂ I und σ ⊂ J bezeichnet V(b) entsprechend
einen vollen Matrixblock. Wenn b nicht spezifiziert werden soll, wird statt
V(b) nur V geschrieben.

Anmerkung 2.2.6. Seien M ∈ R(k, I, J) und τ ⊂ I, σ ⊂ J. Dann gilt M |τ×σ ∈
R(k, τ, σ) für Untermatrizen von M . Die Beschränkung M �→ M |τ×σ ver-
ursacht keine arithmetischen Kosten.

Beweis. Sei aib
�
i ein Summand aus (2.1’). Die Beschränkung auf τ × σ ist(

aib
�
i

)
|τ×σ = (ai|τ ) (bi|σ)� , sodass (2.1’) die Behauptung zeigt.

Den Spektral- und Frobenius1-Normen ‖·‖2 , ‖·‖F (vgl. §C.1) sei folgende
Übung gewidmet:

Übung 2.2.7. a) Für alle a ∈ R
I , b ∈ R

J gilt die Identität
∥∥ab�

∥∥
2

=
∥∥ab�

∥∥
F

= ‖a‖2 ‖b‖2 .

b) Für alle a(ν) ∈ R
I , b(ν) ∈ R

J und k ∈ N gilt

∥∥∥∥∥

k∑

ν=1

a(ν)b(ν)�

∥∥∥∥∥
F

=

√√√√
k∑

ν,μ=1

〈
a(ν), a(μ)

〉 〈
b(ν), b(μ)

〉
.

Falls entweder die Vektoren
{
a(ν)

}
oder die Vektoren

{
b(ν)

}
orthogonal sind,

ergibt sich
∥∥∥∥∥

k∑

ν=1

a(ν)b(ν)�

∥∥∥∥∥
F

=

√√√√
k∑

ν=1

∥∥a(ν)
∥∥

2

∥∥b(ν)
∥∥

2
.

2.3 Operationen und ihre Kosten

Anmerkung 2.3.1. a) Matrix-Vektor-Multiplikation: Seien k > 0 und
M ∈ R(k, I, J) mit den Faktoren A,B� aus (2.1) gegeben und x ∈ R

J .
Die Multiplikation M · x wird in zwei Phasen durchgeführt:
1 Ferdinand Georg Frobenius, geboren am 26. Oktober 1849 in Charlottenburg;

gestorben am 3. August 1917 in Berlin.
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z := B� · x kostet k (2#J − 1) Operationen,
y := A · z kostet #I (2k − 1) Operationen.

Zusammen ergeben sich NMV = 2k (#I + #J)−#I − k Operationen.
b) Matrix-Matrix-Addition: Seien M ′ ∈ R(k′, I, J), M ′′ ∈ R(k′′, I, J)

in der Form (2.1) gegeben:

M ′ = A′B′�, M ′′ = A′′B′′�
(
A′ ∈ R

I×{1,...,k′}, B′ ∈ R
J×{1,...,k′},

A′′ ∈ R
I×{1,...,k′′}, B′′ ∈ R

J×{1,...,k′′}.

)

Dann ist M im Rang(k′ + k′′)Matrix(I, J)-Format gegeben als

M = M ′ +M ′′ = AB� mit

{
A := [A′ A′′] ∈ R

I×{1,...,k′+k′′},
B = [B′ B′′] ∈ R

J×{1,...,k′+k′′},

d.h. M ∈ R(k′ +k′′, I, J), wobei [A′ A′′] die aus A′ und A′′ als Untermatrizen
zusammengesetzte Matrix ist. Dies ist eine Agglomeration im Sinne von Defi-
nition 1.3.8b und benötigt keine Operationen.2 Allerdings vergrößert sich die
Schranke für den Rang.

c) Matrix-Matrix-Multiplikation: Seien Matrizen M ′ ∈ R(k′, I, J)
und M ′′ ∈ R(k′′, J,K) gegeben:

M ′ = A′B′�, M ′′ = A′′B′′�
(
A′ ∈ R

I×{1,...,k′}, B′ ∈ R
J×{1,...,k′},

A′′ ∈ R
J×{1,...,k′′}, B′′ ∈ R

K×{1,...,k′′}.

)

Für das Produkt M := M ′ · M ′′ = AB� gibt es zwei Darstellungs-
möglichkeiten:

1) M ∈ R(k′′, I,K) mit A := A′B′�A′′ und B := B′′�, wobei die Berechnung
von A in der Reihenfolge A′ ·

(
B′� ·A′′) einen Aufwand von NR·R =

2k′k′′ (#I + #J)− k′′ (#I + k′) erfordert;
2) M ∈ R(k′, I,K) mit A := A′ und B := B′′A′′�B′ und dem Aufwand

NR·R = 2k′k′′ (#J + #K)− k′ (#K + k′′) .

d) Links- und Rechtsidealeigenschaft: Für jede beliebig dargestellte
Matrix M ′ ∈ R

K×I und die Rang-k-Matrix M ′′ ∈ R(k, I, J) mit M ′′ = AB�

hat das Produkt M ′ · M ′′ ∈ R(k,K, J) wieder eine Darstellung A′B� mit
A′ := M ′·A. Der Rechenaufwand entspricht k Matrix-Vektor-Multiplikationen
mit M. Analoges gilt für den Fall, dass die erste Matrix in M ′ · M ′′ aus
R(k, I, J) und die zweite beliebig aus R

J×K stammt.

Der Vollständigkeit halber sei eine weitere Operation erwähnt:

2 Da wir nur arithmetische Operationen zählen, unterstellen wir Umspeicherungs-
und Kopieraktionen als kostenlos.



30 2 Rang-k-Matrizen

Übung 2.3.2. Das Hadamard 3-Produkt zweier Matrizen M ′,M ′′ ∈ R
I×J ist

durch die komponentenweisen Produkte gegeben:

(M ′ ◦M ′′)ij = M ′
ijM

′′
ij (i ∈ I, j ∈ J)

Man zeige: Das Hadamard-Produkt der Matrizen M ′ ∈ R(k′, I, J) und
M ′′ ∈ R(k′′, I, J) hat das Format R(k, I, J) mit k := k′k′′. Was sind die
Kosten?

2.4 Bestapproximation durch Rang-k-Matrizen

Bisher sind alle Operationen exakt durchgeführt worden bzw. die Matrizen
exakt dargestellt worden. Viel wichtiger ist es aber, in kontrollierter Weise
Approximationen in R(k, I, J) zu erzeugen. Für diesen Zweck wird an die
Singulärwertzerlegung erinnert (vgl. Anhang C.2, wo auch die Spektralnorm
‖·‖2 und die Frobenius-Norm ‖·‖F erklärt sind). Das Resultat aus Folgerung
C.2.4 sei hier noch einmal wiederholt:

Satz 2.4.1 (Bestapproximation mit Niedrigrangmatrix). Die Matrix
M ∈ R

I×J habe die Singulärwertzerlegung M = UΣV � (U, V orthogonal;
vgl. Anhang C), Σ ist diagonal mit Singulärwerten σi = Σii in der Anordnung
σ1 ≥ σ2 ≥ . . .). Die beiden Minimierungsaufgaben

min
Rang(R)≤k

‖M −R‖2 und min
Rang(R)≤k

‖M −R‖F (2.3a)

werden von

R := UΣkV
� mit (Σk)ij =

{
σi für i = j ≤ min{k,#I,#J},
0 sonst, (2.3b)

gelöst (Σk entsteht aus Σ, indem alle σi für i > k durch null ersetzt werden).
Der dabei auftretende Fehler ist

‖M −R‖2 = σk+1 bzw. ‖M −R‖F =

√∑min{#I,#J}

i=k+1
σ2

i (2.3c)

(wobei σk+1 := 0 für k ≥ min{#I,#J} gesetzt sei).

Die Definition (2.3b) sichert die Existenz einer Rang-k-Darstellung für R.
Es bleibt die Aufgabe, die Faktoren in R = AB� explizit zu bestimmen.

Anmerkung 2.4.2 (komprimierte Singulärwertzerlegung). Sei k ≤min{#I,#J}
angenommen. Die Matrix Σk schreibe man in der Blockzerlegung

[
Σ′ 0
0 0

]
(es

3 Jacques Salomon Hadamard, am 8. Dezember 1865 in Versailles geboren und am
17. Oktober 1963 in Paris gestorben.
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wird die Tensor-Blockpartition mit Zeilenblöcken {1, . . . , k}, {k + 1, . . . ,#I}
und Spaltenblöcken {1, . . . , k}, {k+1, . . . ,#J} verwendet). Entsprechend sind

U =
[
U ′ ∗

]
und V � =

[
V ′�

∗

]
aufgeteilt. Die mit ∗ gekennzeichneten Blöcke

sind irrelevant, da sie in

R =
[
U ′ ∗

] [Σ′ 0
0 0

] [
V ′�

∗

]

mit null multipliziert werden. Das Produkt stimmt mit der komprimierten
Singulärwertzerlegung

R = U ′Σ′V ′�
(
U ′ ∈ R

I×{1,...,k}, V ′ ∈ R
J×{1,...,k},

Σ′ ∈ R
{1,...,k}×{1,...,k}

)
(2.4)

überein. Die Darstellung (2.1) von R = AB� erhält man über A := U ′Σ′,
B := V ′ oder A := U ′, B := V ′Σ′.

In der Notation (2.1’) lautet die Singulärwertzerlegung von M :

M =
min{#I,#J}∑

i=1

σi uiv
�
i (2.5a)

(vgl. (C.8)), wobei ui und vi die (orthonormalen) i-ten Spalten von U und
V sind (σi, U, V aus M = UΣV �). Die Rang-k-Matrix R aus (2.3b) ist die
kürzere Summe

R =
k∑

i=1

σi uiv
�
i . (2.5b)

Bei der Suche nach einer Niedrigrangmatrix kann es verschiedene Vorgaben
geben:

1. Eine Schranke für den Rang ist vorgegeben. Der Fehler ergibt sich dann
aus (2.3c).

2. Ein Fehler ε > 0 ist vorgegeben.

Letzteres entspricht der folgenden

Aufgabe 2.4.3. Die Approximation einer Matrix M durch eine Rang-
k-Matrix möge den relativen Fehler ε > 0 nicht überschreiten, d.h.
‖M −R‖2 ≤ ε ‖M‖2 . Die beste Rang-k-Matrix R aus (2.3b) erfüllt
‖M −R‖2 / ‖M‖2 = σk+1/σ1 . Es ist also

k(ε) := min{k ∈ N0 : σk+1 ≤ εσ1} (2.6)

gesucht. Entsprechend kann auch der absolute Fehler ‖M −R‖2 ≤ ε das Ziel
sein, der mit der Wahl kabs(ε) := min{k ∈ N0 : σk+1 ≤ ε} erreicht wird.
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Hinsichtlich guter Approximationen schließt man aus (2.6): Falls die Sin-
gulärwerte σi einer Matrix M schnell gegen null fallen, lässt sich M gut durch
eine Rang-k-Matrix mit kleinem k annähern. Wenn zudem σk+2 deutlich
kleiner als σk+1 ist, stimmen die beiden Fehlernormen in (2.3c) gut überein.

Falls dagegen die Singulärwerte sämtlich die gleiche Größenordnung
haben (Beispiel M = I), ist im schlechtesten Fall eine Vollrangmatrix mit
k = min{#I,#J} die einzige Lösung der Aufgabe 2.4.3.

In §4.2 werden wir konkrete Voraussetzungen kennenlernen, unter denen
k(ε) = O(logd(ε)) gefolgert werden kann, wobei d die Raumdimension bzw. die
Dimension der Integrationsmannigfaltigkeit ist. Diese Abschätzung entspricht
einem exponentiellen Abfall der Singulärwerte gemäß σ� = O(exp(−c �1/d))
mit einem Koeffizienten c > 0 (vgl. Lemma 4.1.4).

In diesem Unterkapitel ist die Existenz einer Niedrigrangapproximation
das Thema, nicht seine konkrete Bestimmung. Zu Letzterem vergleiche man
zum Beispiel Satz 4.4.1 und §9.4.

Abschließend soll der Einfluss von Störungen der Matrix M diskutiert
werden. Die Ursachen für eine Störung können vielfältig sein: Quadraturfehler,
falls sich Mij als Auswertung eines Integrales ergibt, Vernachlässigung hin-
reichend kleiner Terme, etc. Sei M̃ eine Näherung von M mit ‖M − M̃‖2 ≤ δ.
Dann gilt

‖M�M − M̃�M̃‖2 ≤ δ2 := δ
(
‖M‖2 + ‖M̃‖2

)
.

Die Eigenwerte von M�M sind die Quadrate σ2
k der Singulärwerte. Zu jedem

σ2
k gehört ein Eigenwert σ̃2

k von M̃�M̃ (Singulärwert von M̃) mit
∣∣σ2

k − σ̃2
k

∣∣ ≤
δ2. Die Wielandt-Hoffmann-Ungleichung liefert eine alternative Abschätzung:

√∑
k
(σ2

k − σ̃2
k)2 ≤ ‖M�M − M̃�M̃‖F.

In jedem Fall gelten für die Singulärwerte nur absolute, keine rela-
tiven Fehlerabschätzungen, wie auch das folgende Beispiel zeigt: Seien
M := diag{σ1, σ2, . . .} mit σ1 ≥ σ2 ≥ . . . und

M̃ := diag{σ̃1, σ̃2, . . .} mit σ̃i =
{
σi für 1 ≤ i < kabs(δ),
δ + σi für i ≥ kabs(δ).

Die Differenz M̃ −M = diag{μ1, μ2, . . .} mit μi = 0 für 1 ≤ i ≤ kabs(δ) − 1
und μi = δ für i ≥ kabs(δ) erfüllt ‖M−M̃‖2 ≤ δ, aber die relativen Fehler von
σ̃i übersteigen 1 für i ≥ kabs(δ). Insbesondere gilt σ̃i ≥ δ für alle i ≥ kabs(δ).
Eine wichtige Schlussfolgerung lautet:

Anmerkung 2.4.4. Sei ‖M − M̃‖2 ≤ δ. Selbst wenn die Singulärwerte von
M schnell abfallen, sodass k(ε) aus (2.6) wie auch kabs(ε) nur langsam mit
ε → 0 ansteigen, so gilt dieses Verhalten nicht mehr notwendigerweise für
die M̃ entsprechenden Größen k̃(ε), k̃abs(ε). Vielmehr gilt kabs(ε) ≈ k̃abs(ε)
nur, solange ε � δ. Sobald ε � δ, kann k̃abs(ε) = min{#I,#J} den Vollrang
darstellen.
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2.5 Bestapproximation von Rang-�-Matrizen durch
Rang-k-Matrizen

Im Falle großer Matrizen mit Vollrang ist Satz 2.4.1 nur als Existenzresultat
zu interpretieren, nicht als praktische Anleitung, denn für den Aufwand gilt:

Anmerkung 2.5.1. Der Aufwand für die Singulärwertzerlegung einer n × n-
Matrix wird in [46, §5.4.5] mit 21n3 geschätzt 4.

Im Weiteren wird aber die speziellere Aufgabe auftreten, eine Rang-�-
Matrix M ∈ R(�, I, J) durch eine Rang-k-Matrix M ′ ∈ R(k, I, J) mit k < �
anzunähern. Zunächst sei an die QR-Zerlegung erinnert.

Lemma 2.5.2 (QR-Zerlegung). Seien I, J angeordnete Indexmengen und
M ∈ R

I×J . a) Dann existiert eine orthogonale Matrix Q ∈ R
I×I und eine

obere Dreiecksmatrix R ∈ R
I×J (d.h. Rij = 0 für alle i > j) mit

M = QR (Q orthogonal, R obere Dreiecksmatrix). (2.7)

Q kann als Produkt von Householder-Transformationen konstruiert werden
(vgl. [129, Abschnitt 4.7]).

b) Falls n = #I > m = #J , hat R die Blockstruktur
[
R′

0

]
, wobei die

obere n × n-Untermatrix R′ eine quadratische obere Dreiecksmatrix ist. Die
entsprechende Blockzerlegung Q =

[
Q′ ∗

]
liefert über M = QR = Q′R′ die

komprimierte QR-Zerlegung

M = Q′R′ (Q′ ∈ R
I×J , R′ ∈ R

J×J). (2.8)

Der Aufwand für (2.8) beträgt 4nm2 = 4#I (#J)2 Operationen (vgl. [46,
§5.2.9]).

Die Berechnung der komprimierten Singulärwertzerlegung kann wie folgt
vorgenommen werden:

Algorithmus 2.5.3 (komprimierte Singulärwertzerlegung) Die Fak-
toren in M = AB� ∈ R(�, I, J) seien A ∈ R

I×{1,...,�} und B ∈ R
J×{1,...,�}.

1) Man berechne die komprimierte QR-Zerlegung A = QARA mit
QA ∈ R

I×{1,...,�} und der oberen Dreiecksmatrix RA ∈ R
{1,...,�}×{1,...,�}.

2) Man berechne die komprimierte QR-Zerlegung B = QBRB mit
QB ∈ R

J×{1,...,�} und der oberen Dreiecksmatrix RB ∈ R
{1,...,�}×{1,...,�}.

3) Zu RAR
�
B ∈ R

{1,...,�}×{1,...,�} berechne man die Singulärwertzerlegung
RAR

�
B = ÛΣV̂ � (alle Matrizen im Format R

{1,...,�}×{1,...,�}).

4 Für n ≥ 5 ist die Berechnung der Singulärwertzerlegung mittels endlich vieler
Operationen nicht exakt ausführbar, daher hängt der Aufwand z.B. von der
Maschinengenauigkeit ab.
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4) Man definiere U := QAÛ ∈ R
I×{1,...,�} und V := QBV̂ ∈ R

J×{1,...,�}.

Dann ist M = UΣ V � die komprimierte Singulärwertzerlegung und
benötigt für ihre Berechnung weniger als 6�2 (#I + #J) + 65

3 �
3 <

6�2 (#I + #J + 3.62 · �) Operationen.

Beweis. Da QA, QB orthogonal sind, überträgt sich die Orthogonalität von
Û , V̂ auf U, V . Bezüglich des Aufwandes hat man noch zu berücksichtigen,
dass die Multiplikation RAR

�
B einen Aufwand von 1

3�
(
2�2 + 1

)
Operationen

erfordert. Zusammen mit den schon beschriebenen Kosten (zwei komprimierte
QR-Zerlegungen mit 4#I�2 und 4#J�2 Operationen, Singulärwertzerlegung
mit 21�3 Operationen, Multiplikation QAÛ und QBV̂ mit �#I (2�− 1) und
�#J (2�− 1) Operationen) folgen die Gesamtkosten.

M = UΣ V � sei wie oben berechnet und 0 < k < � ≤ min{#I,#J}. Die

Diagonalmatrix hat die Blockstruktur Σ =
[
Σ′ 0
0 Σ′′

]
, wobei Σ′ ∈ R

k×k die

Matrix Σk =
[
Σ′ 0
0 0

]
aus (2.3b) definiert. Die beste Rang-k-Approximation

an M ist M ′ = UΣk V
�. Auch hier kann wieder komprimiert werden: Seien

U =
[
U ′ U ′′ ] und V � =

[
V ′�

V ′′�

]
die entsprechenden Blockstrukturen. Dann

folgt

M ′ = U ′Σ′V ′� mit

⎧
⎨

⎩

U ′ = U |I×{1,...,k} ∈ R
I×{1,...,k},

Σ′ = Σ|{1,...,k}×{1,...,k} ∈ R
{1,...,k}×{1,...,k},

V ′ = V |J×{1,...,k} ∈ R
J×{1,...,k}.

Indem man U ′ · Σ′ auswertet (die Kosten in Höhe von k#I Operationen
sind eine Größenordnung kleiner als jene aus Lemma 2.5.3), erhält man
für M ′ = A′B′� ∈ R(k, I, J) die Faktoren A′ := U ′Σ′ und B′ := V ′. Falls
#J < #I , sollte man stattdessen A′ := U ′ und B′ := V ′Σ′ wählen.

Wir fassen zusammen:

Anmerkung 2.5.4. Sei k < �. Zu einer Rang-�-Matrix M ∈ R(�, I, J) kann mit
einem Aufwand von

NT R(�) ≤ 6�2 (#I + #J) + 22�3 (2.9)

Operationen eine im Sinne von (2.3a) optimale Rang-k-Matrix
M ′ ∈ R(k, I, J) bestimmt werden. Die Abbildung

T R
k←� : R(�, I, J) → R(k, I, J) (2.10)

mit M ′ = T R
k←�(M) wird “ Kürzung auf Rang k” genannt. Für k ≥ � wird

T R
k←� als Identität definiert.

Falls der Rang der Argumentmatrix nicht vordefiniert ist, wird zur Ver-
einfachung auch M ′ = T R

k (M) geschrieben:
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T R
k (M) := T R

k←Rang(M)(M). (2.11)

Man beachte, dass im Falle von σk = σk+1 das Resultat M ′ nicht eindeutig
ist (vgl. Satz 2.4.1). In diesem Fall müsste man T R

k←� eigentlich als mengen-
wertige Funktion ansehen. In der algorithmischen Durchführung wird eine
Auswahl einer Lösung vorgenommen, die einerseits von der konkreten Imple-
mentierung und andererseits von Rundungsfehlereinflüssen bestimmt wird.
Dieses Resultat wird im Folgenden als T R

k←�(M) bezeichnet.

2.6 Rang-k-Matrix-Addition mit anschließender
Kürzung

2.6.1 Formatierte Addition

Zwar ist die Addition von Matrizen M ′ ∈ R(k′, I, J) und M ′′ ∈ R(k′′, I, J)
ohne arithmetische Operationen durchführbar (vgl. Anmerkung 2.3.1b), sie
vergrößert aber im Allgemeinen den Rang:

M ′ ∈ R(k′, I, J), M ′′ ∈ R(k′′, I, J) =⇒M ′ +M ′′ ∈ R(k′ + k′′, I, J). (2.12)

Im Folgenden wird es sich als vernünftig erweisen, das exakte Resultat an-
schließend auf einen Rang k < k′ + k′′ “abzurunden”. Diese gerundete Addi-
tion wird als

M ′ ⊕k M
′′ := T R

k←k′+k′′(M ′ +M ′′) (2.13)

geschrieben und auch als formatierte Addition bezeichnet (Bildbereich im
Format R(k, I, J)). Wenn der Zielrang k bekannt ist, wird der Index k auch
weggelassen und die Summe als M ′ ⊕M ′′ geschrieben.

Insbesondere ist der Fall k′ = k′′ = k von Interesse, da dann ⊕k eine
Matrixoperation innerhalb der Menge R(k, I, J) ist. ⊕k wird dann auch
“R(k)-Addition” genannt.

Korollar 2.6.1. a) Für M ′,M ′′ ∈ R(k, I, J) erfordert die formatierte
Matrixaddition ⊕k Kosten in der Höhe von 24k2 (#I + #J) + 176k3

Operationen.
b) Im Spezialfall k = 1 reichen 9(#I + #J) + 29 Operationen.

Beweis. Teil a) folgt aus Anmerkung 2.5.4 mit 2k statt k.
Teil b) Sei M ′ = a1b

�
1 , M

′′ = a2b
�
2 . Die exakte Summe ist AB� mit

A =
[
a1 a2

]
, B =

[
b1 b2

]
. Gemäß (2.3b) hat M ′ ⊕1 M

′′ die Darstellung
σ1ab

� wobei a und b die ersten Spalten von U bzw. V und σ1 der erste
Singulärwert sind. Demnach ist σ2

1 der größte Eigenwert der 2 × 2-Matrix
A�AB�B, b der zugehörige Eigenvektor von A�AB�B und a der Eigenvektor
von B�BA�A.

Die 2×2-Gram-Matrizen Ga = A�A erfordern wegen ihrer Symmetrie nur
3 Skalarprodukte 〈ai, aj〉 . Analoges gilt für Gb = B�B. Die Berechnung von
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G := A�AB�B = GaGb kostet 12 Operationen. Zusammen erfordert dieser
Teil 3 · (2#I − 1) + 3 · (2#J − 1) + 12 = 6 (#I + #J) + 6 Operationen.

Die Berechnung des größten Eigenwertes der 2 × 2-Matrix G ist mit 9
Operationen möglich (die Quadratwurzel wird als eine Elementaroperation
betrachtet). Die Ermittlung des zugehörigen normierten Eigenvektors v =(
v1
v2

)
erfordert nochmals 8 Operationen. Der gesuchte Eigenvektor b ergibt

sich als die Linearkombination b = v1b1 + v2b2 mit einem Aufwand von 3#J
Operationen. Schließlich wird σ1a als M ′b+M ′′b berechnet. Man beachte, dass
in M ′b = a1 ·(v1 〈b1, b1〉+ v2 〈b1, b2〉) die Skalarprodukte bereits bekannt sind.
Ähnliches gilt für M ′′b. Somit erfordert M ′b+M ′′b nur 3#I+6 Operationen.
Die Summe der Operationen in diesem Abschnitt ist 3 (#I + #J) + 23.

Die Kosten summieren sich zu 6 (#I + #J) + 6 + 3 (#I + #J) + 23 =
9(#I + #J) + 29.

2.6.2 Formatierte Agglomeration

Seien J1 und J2 zwei disjunkte Indexmengen. Das Zusammensetzen der
beiden Matrizen M1 ∈ R

I×J1 und M2 ∈ R
I×J2 zu

M = [M1 M2] ∈ R
I×J mit J := J1∪̇J2

sei als Agglomeration bezeichnet. In der Notation von Definition 1.3.8 kann
die Agglomeration als Addition geschrieben werden:

[M1 M2] = [M1 0] + [0 M2] = M1|I×J +M2|I×J .

Wie die Addition erhöht die Agglomeration im Allgemeinen den Rang, sodass
eine Kürzung vorzunehmen ist.

Anmerkung 2.6.2. a) Seien M1 ∈ R(k1, I, J1) und M2 ∈ R(k2, I, J2) Matrizen
mit k1, k2 ∈ N0 und J := J1∪̇J2. Dann ist M := T R

k←k1+k2
([M1 M2]) =

M1|I×J ⊕k M2|I×J ∈ R(k, I, J) die formatierte Agglomeration.
b) Der Aufwand der formatierten Agglomeration ist geringer als der der

formatierten Addition, da die Behandlung der Summanden [M1 0] und [0 M2]
wegen der Nullen billiger ist.

2.6.3 Mehr als zwei Terme

Bisher wurde nur die Summe M1 + M2 von zwei Matrizen bzw. die Agglo-
meration von zwei Teilmatrizen diskutiert. Nun untersuchen wir die Summe∑q

i=1 Mi oder die Agglomeration von q Teilmatrizen Mi, wobei q > 2. Die
Agglomeration wird wieder auf die Summe

∑q
i=1 Mi|I×J zurückgeführt.

Die genauste Behandlung von
∑q

i=1 Mi mit Mi ∈ R(ki, I, J) innerhalb der
formatierte Arithmetik wäre

M := T R
k←

∑ q
i=1 ki

(
q∑

i=1

Mi

)
. (2.14)
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Im Standardfall ist ki = k, also ist eine Kürzung von Rang qk auf k nötig. Ein
Blick auf den Aufwand NT R(qk) in (2.9) zeigt, dass die Zahl q der Summanden
den Aufwand unangenehm wachsen lässt.

Eine Alternative ist die paarweise Kürzung

T R
k←k1+k

(
M1 + . . .+ T R

k←kq−2+k

(
Mq−2 + T R

k←kq−1+kq
(Mq−1 +Mq)

)
. . .

)
,

die mit

M := T R
k←kq−1+kq

(Mq−1 +Mq);
for i := q − 2 downto 1 do M := T R

k←ki+k(Mi +M);
(2.15a)

beschrieben ist. Das Resultat sei als

M = T R
k,paarw

(∑q

i=1
Mi

)
(Mi ∈ R(ki, I, J), M ∈ R(k, I, J)) (2.15b)

notiert. Der höchste, zwischenzeitlich auftretende Rang ist beschränkt durch
max{kq−1 + kq, k + ki : 1 ≤ i ≤ q − 2}.
Übung 2.6.3. a) Was ist der Aufwand von (2.15a)? b) Man konstruiere ein
Beispiel mit ki = k = 1 und M :=

∑3
i=1 Mi ∈ R(1, I, J), sodass die Kürzung

zu T R
1,paarw

(∑3
i=1 Mi

)
= 0 = M führt, obwohl die Summe ohne Kürzung dar-

stellbar wäre.

Das Beispiel aus Teil b), das der Auslöschung der üblichen Rechner-
arithmetik entspricht, zeigt, dass der relative Fehler beliebig schlecht aus-
fallen kann. Um die Wahrscheinlichkeit der Auslöschung herabzusetzen, ist
eine Variante von (2.15a) denkbar: Die zwischenzeitlichen Ergebnisse werden
als Rang-k′-Matrix mit k′ > k behandelt, nur das Endresultat erhält wieder
den Rang k:

M := T R
k′←kq−1+kq

(Mq−1 +Mq);
for i := q − 2 downto 2 do M := T R

k′←ki+k′(Mi +M);
M := T R

k←k1+k′(M1 +M);
(2.15c)

Die folgende Übung überträgt die paarweise Kürzung auf die Agglomera-
tion.

Übung 2.6.4. Seien I = I1∪̇I2 und J = J1∪̇J2 disjunkt zerlegt. Die Matrix
M ∈ R(4k, I, J) habe die vier Untermatrizen

Mij := M |Ii×Jj
∈ R(k, Ii, Jj) (1 ≤ i, j ≤ 2).

In Analogie zu (2.15a) berechne man der Reihe nach

M1 := T R
k←2k([M11 M12]),

M2 := T R
k←2k([M21 M22]),

M̃ := T R
k←2k

([
M1
M2

])
.

Was ist der Aufwand? Was würde M̃ := T R
k←4k(M) kosten?
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2.6.4 Stufenweise ausgeführte Agglomeration

A 1 A 2 A 3 A 4

*

**

*
* *

**

* *
*** *

**

*
**

*

*
*

*
*

*
*

*

*

Abb. 2.1. stufenweise Agglomeration
der mit * gekennzeichneten Blöcke

Die Agglomeration wurde in §2.6.2
als Sonderform der Addition auf-
gefasst. Allerdings bringt sie eine
neue Struktureigenschaft mit sich: die
Summanden besitzen unterschiedliche
Träger (in der obigen Notation I × J1

und I × J2), die Unterblöcke der Gesamtstruktur I × J sind. In späteren An-
wendungen (vgl. §7.2.3) wird diese Zerlegung in Teilblöcke iteriert auftreten.
Der paarweisen Kürzung (2.15a) entspricht ein stufenweises Kürzen bei der
Agglomeration. Während aber bei der Addition die Auslöschung keine gene-
relle Genauigkeitsgarantie erlaubt (vgl. Übung 2.6.3b), liegen die Summanden
bei der Agglomeration auf verschiedenen Blöcken und sind daher orthogonal
bezüglich 〈·, ·〉F (vgl. (C.2)).

Eine typische, stufenweise ausgeführte Agglomeration ist in Abbildung 2.1
illustriert.

1. Sei A ∈ R
I×J die Ausgangsmatrix. Sie habe die Blockstruktur A =

(A|b)b∈P (vgl. §1.3.2.11). Im ersten Schritt wird jeder Matrixblock A|b
auf Rang k gekürzt. Das Resultat sei mit A1 :=

(
T R

k (A|b)
)
b∈P

bezeich-
net.

2. Sei b′ =
⋃4

i=1 bi mit b1, . . . , b4 ∈ P einer der mit Sternen markierten
Unterblöcke. Die vier Matrixblöcke A1|bi

werden zu A2|b′ ∈ R(k, b′) agglo-
meriert (inklusive der Kürzung auf Rang k). Die nichtmarkierten Blöcke
b von A1 werden unverändert gelassen und definieren A2|b = A1|b. Damit
ist A2 = (A2|b)b∈P2

mit der gröberen Blockstruktur P2 definiert.
3. In analoger Weise werden A3 aus A2 und schließlich A4 aus A3 definiert.

A4 ∈ R(k, I, J) ist eine globale Rang-k-Matrix und wird als Ersatz der
Bestapproximation T R

k (A) verwendet.

Im Folgenden werden die Fehler ‖A4 − T R
k (A)‖F und ‖A4 −A‖F ab-

geschätzt. Wir schreiben A als

A = R + δ mit R := T R
k (A) ∈ R(k, I, J) und δ := A−R.

Der obige Schritt 1 definiert A1|b := T R
k (A|b) für b ∈ P . Es gilt A|b =

R|b + δ|b , wobei R|b ∈ R(k, b) nach Anmerkung 2.2.6. Aus Lemma C.2.6
folgt die Abschätzung

‖A1|b −R|b‖F =
∥∥T R

k (R|b + δ|b)−R|b
∥∥

F
≤ 2 ‖δ|b‖F .

Summation über alle Blöcke b ∈ P ergibt

‖A1 −R‖2F =
∑

b∈P

‖A1|b −R|b‖2F ≤ 4
∑

b∈P

‖δ|b‖2F = 4 ‖δ‖2F .
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In Schritt 2 werden je vier Matrixblöcke A1|b (b ∈ P ) zu einem Block
b′ ∈ P ′ agglomeriert. Wir schreiben A1 = R + δ1, wobei δ1 := A1 − R
oben durch ‖δ1‖F = ‖A1 −R‖F ≤ 2 ‖δ‖F abgeschätzt ist. Die Agglomeration
definiert A2 mittels A2|b′ = T R

k (A1|b′) = T R
k (R|b′ + δ1|b′). Wie oben gilt

‖A2|b′ −R|b′‖F =
∥∥T R

k (R|b′ + δ1|b′)−R|b′
∥∥

F
≤ 2 ‖δ1|b′‖F .

Summation über b′ ∈ P ′ ergibt

‖A2 −R‖2F =
∑

b′∈P ′

‖A2|b′ −R|b′‖2F = 4
∑

b′∈P ′

‖δ1|b′‖2F = 4 ‖δ1‖2F ,

also
‖A2 −R‖F ≤ 2 ‖δ1‖F ≤ 4 ‖δ‖F .

Auf diese Weise erhält man nach p Schritten (im obigen Beispiel p = 4)

‖Ap −R‖F ≤ 2p ‖δ‖F .

Zusammen mit ‖A−R‖F ≤ ‖δ‖F und der Dreiecksungleichung folgt die
schließliche Fehlerabschätzung

‖Ap −A‖F ≤ (2p + 1) ‖δ‖F = (2p + 1)
∥∥A− T R

k (A)
∥∥

F
. (2.16)

Die stufenweise ausgeführte Agglomeration wird in §7.2.3 noch formalisiert
werden.

2.7 Varianten der Rang-k-Matrixdarstellungen

2.7.1 AKB-Darstellung

Die Faktorisierung (2.1) in zwei Matrizen (M = AB�) wird erweitert zu einer
Faktorisierung

M = AKB� mit (2.17)

A ∈ R
I×{1,...,k1}, K ∈ R

{1,...,k1}×{1,...,k2}, B ∈ R
J×{1,...,k2}), k1, k2 ∈ N0,

die eine zusätzliche “Koeffizientenmatrix” K enthält. Die (2.1’) entsprechende
Formulierung lautet

M =
k1∑

i=1

k2∑

j=1

Kij ai b
�
j . (2.17’)

Falls M mittels der Daten A,K,B aus (2.17) vorliegt, schreiben wir
M ∈ R(k1, k2, I, J) .
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Anmerkung 2.7.1. a) Der Speicheraufwand für eine Matrix M ∈
R(k1, k2, I, J) beträgt

S = k1#I + k2#J + k1k2. (2.18)

b) Jedes M ∈ R(k, I, J) definiert die Darstellung (2.17) mit k1 = k2 := k
und K := I (Einheitsmatrix in R

{1,...,k}×{1,...,k}) und damit M ∈ R(k, k, I, J).
Umgekehrt liefert ein Ausmultiplizieren von KB� bzw. AK in (2.17) eine
Darstellung als R(k1)- bzw. R(k2)-Matrix. Der benötigte Transfer-Aufwand
ist k1#J (2k2 − 1) bzw. k1#I (2k2 − 1) .

c) Im Prinzip lassen sich k1, k2 auf k := min{k1, k2} reduzieren, allerdings
wird sich in Anmerkung 2.7.2 der Vorteil von möglicherweise unterschiedlichen
k1, k2 zeigen.

d) Sei k1 = k2 (im Folgenden k genannt). Solange man von k �
min{#I,#J} ausgeht, ist S aus (2.18) nur unwesentlich größer als der
Speicherbedarf k (#I + #J) für (2.1).

Der Vorteil von (2.17) zeigt sich bei der Matrix-Matrix-Multiplikation:
Für #I = #J = #K =: n und k′1 = k′2 = k′′1 = k′′2 =: k braucht die R(k)-
Darstellung nach Anmerkung 2.3.1c 4nk2−nk−k2 Operationen, während die
nachfolgende Anmerkung für die R(k, k)-Darstellung 2nk2 +O(k3) Opera-
tionen notiert.

Anmerkung 2.7.2. Seien M ′ ∈ R(k′1, k
′
2, I, J) und M ′′ ∈ R(k′′1 , k

′′
2 , J,K) gege-

ben:

M ′ = A′K ′B′� mit

⎧
⎨

⎩

A′ ∈ R
I×{1,...,k′

1},

B′ ∈ R
J×{1,...,k′

2},

K ′ ∈ R
{1,...,k′

1}×{1,...,k′
2},

M ′′ = A′′K ′′B′′� mit

⎧
⎨

⎩

A′′ ∈ R
J×{1,...,k′′

1 },

B′′ ∈ R
K×{1,...,k′′

2 },

K ′′ ∈ R
{1,...,k′′

1 }×{1,...,k′′
2 }.

Dann gehört das Produkt M ′ ·M ′′ zu R(k′1, k
′′
2 , I, J), wobei die Darstellung

M = A′KB′′� mit unveränderten Faktoren A′ und B′′� sowie

K := K ′ (B′�A′′)K ′′

gilt. Die Berechnung von K erfordert NR·R = 2#Jk′′1k
′
2 +O(k3) Operationen,

wobei O(k3) für einen kubischen Term in den Größen k′i und k′′i steht.

Die Addition M1 + M2 = A1K1B
�
1 + A2K2B

�
2 ist wieder ohne arith-

metische Operationen durchführbar, da die Summe als M = AKB� mit

A = [A1 A2], K =
[
K1 0
0 K2

]
und B = [B1 B2] .

Die Agglomeration M = [M1 M2] =
[
A1 A2

] [K1 0
0 K2

] [
B�

1 0
0 B�

2

]
ist

ebenfalls bereits von der gewünschten Form.
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Die Beschränkung von M = AKB� ∈ R
I×J auf die Untermatrix I ′×J ′ ⊂

I × J geschieht durch Beschränkung von A auf I ′ ×{1, . . . , k} und von B auf
J ′ × {1, . . . , k}.

2.7.2 SVD-Darstellung

Da die Niedrigrangmatrizen im Weiteren häufig durch Kürzung mittels Singu-
lärwertzerlegung gewonnen werden (vgl. §2.5), liegt es nahe, die komprimierte
Singulärwertzerlegung (2.4) als Darstellungsform zu wählen (vgl. [13, §4]):

M = UΣV �∈R(k, I, J)

⎛

⎝
U ∈ R

I×{1,...,k} und
V ∈ R

J×{1,...,k} orthogonal,
Σ = diag {σ1, . . . , σk} .

⎞

⎠ (2.19)

Während die Addition in der Standardform kostenlos ist (vgl. Anmerkung
2.3.1b), erhält man nun das Zwischenresultat

M1 +M2 = U1Σ1V
�
1 + U2Σ2V

�
2 = UaΣaV

�
a mit

Ua = [U1 U2] , Va = [V1 V2] , Σa =
[
Σ1 0
0 Σ2

]
,

in dem Ua und Va noch nicht orthogonal sind. Um diese herzustellen, wendet
man die QR-Zerlegungen

Ua = ÛRU , Va = V̂ RV mit

Û =
[
U1 Û2

]
und V̂ =

[
V1 V̂2

]
orthogonal,

RU =
[
I RU,1

0 RU,0

]
, RV =

[
I RV,1

0 RV,0

]
,

RU,0, RV,0 obere Dreiecksmatrizen,

an, sodass
M1 +M2 = UaΣaV

�
a = ÛRUΣaR

�
V V̂

�.

Die k × k-Matrix5 RUΣaR
�
V wird mittels Singulärwertzerlegung als ǓΣV̌ �

geschrieben:
M1 +M2 = Û ǓΣV̌ �V̂ � = UΣV �

hat die gewünschte Darstellung mit U := Û Ǔ und V := V̂ V̌ . Hier besteht die
Möglichkeit, von Rang k auf einen kleineren Rang k′ zu kürzen. Da hierbei
nur Spalten von U und V gestrichen werden, ist der Rest noch orthogonal.

Die Agglomeration gestaltet sich sogar noch einfacher:

[M1 M2] =
[
U1Σ1V

�
1 U2Σ2V

�
2

]
=
[
U1 U2

] [Σ1 0
0 Σ2

] [
V �

1 0
0 V �

2

]
.

5 Hier ist k = k1 + k2, wobei k1 und k2 die Ränge der Summanden M1 und M2

sind.
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Die Matrix
[
U1 U2

]
ist wie bei der Addition zu orthogonalisieren, während

V :=
[
V1 0
0 V2

]
bereits orthogonal ist.

Eine neue, vollständig durchgeführte Singulärwertzerlegung ist notwendig,
wenn von M = UΣV � eine Teilmatrix M |I′×J ′ (I ′ ⊂ I, J ′ ⊂ J) in das Format
(2.19) gebracht werden soll.



3

Einführendes Beispiel

Abb. 3.1. Blockzerlegung von
H7 (n = 128)

Dass es blockweise möglich ist, eine Matrix
zu vereinfachen, ist nicht neu. Paneel-
Clusterungsmethoden (vgl. [90], [125,
§7]), Multipolverfahren (vgl. [122], [125,
§7.1.3.2]), Mosaikapproximation (vgl. [131])
und Matrixkompressionstechniken bei Wave-
lets (vgl. [35]) beruhen auf dem gleichen
Konzept. Allerdings ist es in keinem dieser
Fälle möglich, andere Matrixoperationen
als die Matrixvektormultiplikation effizient
durchzuführen. Deshalb soll in diesem
Kapitel herausgestellt werden, wie die
Matrixoperationen ausgeführt werden und
was ihr Aufwand ist. Insbesondere wird

sich herausstellen, dass alle Matrixoperationen mit fast linearem Aufwand
berechnet werden können (statt O(n2) oder O(n3) wie bei voller Matrix-
darstellung), wobei aber zu berücksichtigen ist, dass die Resultate im
Allgemeinen Approximationsfehler enthalten.

In diesem Modellbeispiel ist das Matrixformat fest vorgegeben. In den
praktischen Anwendungen ist das Format dagegen speziell für die jeweilige
Aufgabe zu konstruieren (dies wird in §5 beschrieben werden).

3.1 Das Modellformat Hp

Wir beschränken uns auf die Indexmengen I = {1, . . . , n} mit Zweierpotenzen

n = 2p (3.1)

und definieren induktiv in p das Matrixformat Hp. Um I in Abhängigkeit von
p zu charakterisieren, schreiben wir auch Ip für I.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 3,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Für p = 0 ist M ∈ R
I×I eine 1 × 1-Matrix, die formal als volle Matrix

dargestellt sei. Entsprechend sei H0 die Menge aller 1×1-Matrizen in der Dar-
stellung Volle Matrix(1, 1). Die weiteren Darstellungen Hp werden rekursiv
definiert.

Wir nehmen an, dass das Darstellungsformat von Hp−1 für Matrizen aus
R

Ip−1×Ip−1 bekannt sei. Eine Matrix aus R
Ip×Ip kann als Blockmatrix

M =
[
M11 M12

M21 M22

]
, Mij ∈ R

Ip−1×Ip−1 , (3.2a)

dargestellt werden. Wir schränken die Menge aller M ∈ R
I×I durch die

folgende Forderung ein:

M11,M22 ∈ Hp−1, M12,M21 ∈ Rp−1(k), (3.2b)

wobei Rp−1(k) := Rp−1(k, Ip−1, Ip−1) die Rang-k-Matrixfamilie aus Defini-
tion 2.2.3 ist. Die Menge der Matrizen (3.2a) mit (3.2b) bildet die Menge Hp.
Der lokale Rang k ist eigentlich so zu wählen, dass eine bestimmte Approxi-
mationsgüte erreicht wird. Da in diesem Abschnitt die Approximation keine
Rolle spielen soll, treffen wir in (3.2b) die einfache Wahl

k = 1 (3.2c)

und schreiben kurz Rp−1 für Rp−1(1). Die rekursive Struktur von Hp kann
durch

Hp =
[
Hp−1 Rp−1

Rp−1 Hp−1

]
(3.2d)

charakterisiert werden. Löst man die Rekursion auf, erhält man die folgenden
Blockzerlegungen, die in

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3

(3.3)

für p = 0, 1, 2, 3 wiedergegeben sind. Abbildung 3.1 zeigt den Fall n = 27 =
128. Nach Definition von Rp(k) kann jeder Block b einen beliebigen Matrix-
block M |b mit Rang(M |b) ≤ k enthalten, wobei hier k = 1 gemäß (3.2c).

3.2 Zahl der Blöcke

Als Erstes sei die Zahl der Blöcke in Matrizen aus Mp per Induktion be-
stimmt. Für p = 0 in (3.1) liegt eine 1 × 1-Matrizen vor, d.h. Nblock(0) = 1.
Die Rekursion (3.2d) zeigt Nblock(p) = 2 + 2Nblock(p − 1) für p > 1. Diese
Rekursionsgleichung wird erfüllt durch

Nblock(p) = 3n− 2. (3.4)
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3.3 Speicheraufwand

Der Speicheraufwand einer Rp-Matrix (n = 2p) ist SR(p) = 2p+1 (vgl. An-
merkung 2.2.5). Sei Sp der Speicheraufwand einer Matrix aus Hp. Für p = 0
ist nur eine 1×1-Matrix zu speichern, d.h. S0 = 1. Die Rekursion (3.2d) zeigt

Sp = 2SR1(p− 1) + 2Sp−1 = 2p+1 + 2Sp−1.

Zusammen mit S0 = 1 folgt Sp = (2p+ 1)n. Dies beweist das

Lemma 3.3.1. Der Speicherbedarf einer Matrix aus Hp (n = 2p) beträgt

Sp = n+ 2n log2 n. (3.5)

3.4 Matrix-Vektor-Multiplikation

Seien M ∈ Hp und x ∈ R
Ip mit n = 2p. Die noch zu bestimmenden Kosten

für M · x seien mit NMV(p) bezeichnet. Für p ≥ 1 sei M wie in (3.2a) zerlegt:

M =
[
M11 M12

M21 M22

]
. Entsprechend wird x in x =

[
x1

x2

]
mit x1, x2 ∈ R

Ip−1

zerlegt. Die Multiplikation Mx reduziert sich auf die Berechnung von

y11 := M11x1, y12 := M12x2, y21 := M21x1, y22 := M22x2

und die Additionen y11 + y12 und y21 + y22. Nach Anmerkung 2.3.1a kosten
M12x2 und M21x1 je 3n

2−1 Operationen, während die Additionen je n
2 Opera-

tionen benötigen. Dies führt auf die Rekursion

NMV(p) = 2NMV(p− 1) + 4n− 2

mit dem Startwert NMV(0) = 1. Ihre Lösung lautet NMV(p) = 4np− n+ 2.

Lemma 3.4.1. Sei n = 2p. Die Matrix-Vektor-Multiplikation von M ∈ Hp

mit x ∈ R
Ip benötigt den Aufwand

NMV(p) = 4n log2 n− n+ 2. (3.6)

Im Gegensatz zu den folgenden Operationen wird die Matrix-Vektor-
Multiplikation exakt durchgeführt.

3.5 Matrix-Addition

Wir unterscheiden drei Typen von Additionen:

1) A⊕1 B ∈ Rp für A,B ∈ Rp mit I = {1, . . . , n} mit den Kosten NR+R(p).
2) A⊕1 B ∈ Hp für A,B ∈ Hp mit den Kosten NH+H(p).
3) A⊕1 B ∈ Hp für A ∈ Hp und B ∈ Rp mit den Kosten NH+R(p).
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Das Symbol ⊕1 macht deutlich, dass nicht die exakte Addition vorliegt,
sondern blockweise auf Rang-1-Matrizen gekürzt wird.

Gemäß Korollar 2.6.1b ist NR+R(p) = 18n + 29 (später in der Form
NR+R(p− 1) = 9n+ 29 angewandt).

Im Falle A,B ∈ Hp verwenden wir die Blockstruktur (3.2d). Die Summe
hat die Gestalt

[
Hp−1 Rp−1

Rp−1 Hp−1

]
+
[
Hp−1 Rp−1

Rp−1 Hp−1

]
=
[
Hp−1 +Hp−1 Rp−1 +Rp−1

Rp−1 +Rp−1 Hp−1 +Hp−1

]
.

Die exakte Definition der Operation ⊕1 : Hp×Hp → Hp lautet: Für p = 0 ist
⊕1 = + die exakte Addition. Ansonsten gilt die Rekursion

M ′ ⊕1 M
′′ :=

[
M ′

11 ⊕1 M
′′
11 M ′

12 ⊕1 M
′′
12

M ′
21 ⊕1 M

′′
21 M ′

22 ⊕1 M
′′
22

]
. (3.7)

Dabei ist in den Außerdiagonalblöcken ⊕1 : Rp−1 ×Rp−1 → Rp−1 die schon
definierte formatierte Addition von Rp−1-Matrizen (vgl. (2.13)), während in
den Diagonalblöcken die Operation ⊕1 : Hp−1×Hp−1 → Hp−1 der Stufe p−1
vorliegt.

Gemäß (3.7) erhält man für den Aufwand die Rekursion

NH+H(p) = 2NH+H(p− 1) + 2NR+R(p− 1) = 2NH+H(p− 1) + 18n+ 58.

Zusammen mit NH+H(0) = 1 folgt

NH+H(p) = 18n log2 n+ 59n− 58. (3.8)

Im dritten Fall lässt sich B als
[
B11 B12

B21 B22

]
mit Bij ∈ Rp−1 schreiben:

B =
[
Rp−1 Rp−1

Rp−1 Rp−1

]
(vgl. Anmerkung 2.2.6). Die Summe

A+B =
[
Hp−1 +Rp−1 Rp−1 +Rp−1

Rp−1 +Rp−1 Hp−1 +Rp−1

]

zeigt die Rekursion NH+R(p) = 2NH+R(p − 1) + 2NR+R(p − 1). Da diese
und der Startwert NH+R(0) = 1 identisch mit denjenigen für NH+H(p) sind,
ergeben sie ebenfalls NH+R(p) = 18n log2 n+ 59n− 58.

Lemma 3.5.1. Sei n = 2p. Die formatierte Addition ⊕1 zweier Matrizen
aus Hp benötigt ebenso wie diejenige einer Hp-Matrix mit einer Rp-Matrix
18n log2 n+ 59n− 58 Operationen.

3.6 Matrix-Matrix-Multiplikation

Sei n = 2p. Bei der Matrix-Matrix-Multiplikation sind drei verschiedene Fälle
und die zugehörigen Kosten zu unterscheiden:
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1) A ·B ∈ Rp für A,B ∈ Rp mit den Kosten NR·R(p).
2a) A ·B ∈ Rp für A ∈ Rp und B ∈ Hp mit den Kosten NR·H(p).
2b) A ·B ∈ Rp für A ∈ Hp und B ∈ Rp mit den Kosten NH·R(p).
3) A�B ∈ Hp für A,B ∈ Hp mit den Kosten NH·H(p).

In den Fällen 1) und 2) sind die Resultate exakt. Im Falle 3) wird das Produkt
approximativ in Hp bestimmt.

Im ersten Fall lautet die Lösung NR·R(p) = 3n−1 (vgl. Anmerkung 2.3.1c).
Im Falle A ∈ Hp, B ∈ Rp verwendet man A·ab�= (Aa)·b�, d.h. das Resul-

tat ist a′b� ∈ Rp mit a′ := Aa und kostet eine Matrix-Vektor-Multiplikation
A · a. Gemäß Lemma 3.4.1 sind die Kosten NH·R(p) = 4n log2 n− n+ 2.

Für B ∈ Rp, A ∈ Hp gilt entsprechend BA = ab� ·A = a ·
(
A�b

)�
, sodass

NR·H(p) = NH·R(p).
Im dritten Fall A�B für A,B ∈ Hp hat das Produkt die Gestalt

[
Hp−1 Rp−1

Rp−1 Hp−1

]
·
[
Hp−1 Rp−1

Rp−1 Hp−1

]

=
[
Hp−1 · Hp−1 +Rp−1 · Rp−1 Hp−1 · Rp−1 +Rp−1 · Hp−1

Rp−1 · Hp−1 +Hp−1 · Rp−1 Rp−1 · Rp−1 +Hp−1 · Hp−1

]
.

Auf der Stufe p − 1 treten alle drei Multiplikationstypen auf. Der dritte
Multiplikationstyp Hp−1 · Hp−1 erfordert die Approximation durch �.
Schließlich ist die Addition mittels ⊕1 anzunähern. Abzählen der Opera-
tionen liefert die Rekursion

NH·H(p) = 2NH·H(p− 1) + 2NR·R(p− 1) + 2NH·R(p− 1)
+ 2NR·H(p− 1) + 2NH+R(p− 1) + 2NR+R(p− 1).

Wir setzen die bekannten Größen

NR·R(p− 1) =
3
2
n− 1, (3.9)

NH·R(p− 1) = NR·H(p− 1) = 4
n

2
log2

n

2
− n

2
+ 2 = 2n log2 n−

5
2
n+ 2,

NH+R(p− 1) = 18
n

2
log2

n

2
+ 59

n

2
− 58 = 9n log2 n+

41
2
n− 58,

NR+R(p− 1) = 18
n

2
+ 29 = 9n+ 29

ein und erhalten NH·H(p) = 2NH·H(p − 1) + 26pn + 52n − 52. Diese Re-
kursion und der Startwert NH·H(0) = 1 ergeben die Lösung NH·H(p) =
13np2 + 65np− 51n+ 52 .

Lemma 3.6.1. Die Multiplikation zweier Hp-Matrizen kostet

NH·H(p) = 13n log2
2 n+ 65n log2 n− 51n+ 52 Operationen.
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Das Produkt zwischen Hp und Rp erfordert

NH·R(p) = NR·H(p) = 4n log2 n− n+ 2 Operationen,

die Multiplikation zweier Rp-Matrizen benötigt

NR·R(p) = 3n− 1 Operationen.

3.7 Matrixinversion

Im Folgenden wollen wir die Inverse M−1 einer Matrix M ∈ Hp approxi-
mieren. Dazu wird die Inversionsabbildung Inv : Dp ⊂ Hp → Hp rekursiv
definiert. Für p = 0 kann Inv(M) := M−1 als exakte Inverse der 1×1-Matrix
M definiert werden, solange M = 0. Sei Inv auf Dp−1 ⊂ Hp−1 definiert. Die
(exakte) Inverse von M mit der Blockstruktur (3.2d) ist

M−1 =
[
M−1

11 +M−1
11 M12S

−1M21M
−1
11 −M−1

11 M12S
−1

−S−1M21M
−1
11 S−1

]
, (3.10)

wobei das Schur-Komplement S := M22 −M21M
−1
11 M12 benötigt wird. Man

beachte, dass die Darstellung (3.10) und damit auch der zu beschreibende
Algorithmus voraussetzen, dass M11 regulär ist.

Übung 3.7.1. a) Ist M positiv definit, so ist M11 regulär.
b) Sind M und M11 regulär, so ist auch das Schur-Komplement S regulär.

In (3.10) wird M−1
11 durch Inv(M11) ersetzt. Die Multiplikationen mit M12

und M21 können exakt durchgeführt werden, da diese aus Rp−1 stammen.
Die Additionen (zu denen auch die Subtraktion gezählt wird) werden als ⊕1

durchgeführt. Damit können sowohl S als auch alle Matrixblöcke aus (3.10)
approximativ berechnet werden, und Inv(M) ist vollständig definiert. Die
genaue Abfolge der Operationen ist

Matrixoperation Kosten approximierter Ausdruck

M11 
→ N11 := Inv(M11) ∈ Hp−1 Ninv M−1
11

M21, N11 
→ X21 := M21 · N11 ∈ Rp−1 NR·H M21M
−1
11

N11, M12 
→ X12 := N11 · M12 ∈ Rp−1 NH·R M−1
11 M12

X21, M12 
→ X22 := X21 · M12 ∈ Rp−1 NR·R M21M
−1
11 M12

M22, X22 
→ Ŝ := M22 �1 X22 ∈ Hp−1 NH+R M22 − M21M
−1
11 M12

Ŝ 
→ T := Inv(Ŝ) ∈ Hp−1 Ninv S−1

T, X21 
→ Z21 := −T · X21 ∈ Rp−1 NH·R −S−1M21M
−1
11

X12, T 
→ Z12 := −X12 · T ∈ Rp−1 NR·H −M−1
11 M12S

−1

X12, Z21 
→ X11 := X12 · Z21 ∈ Rp−1 NR·R −M−1
11 M12S

−1M21M
−1
11

N11, X11 
→ Z11 := N11 ⊕1 X11 ∈ Hp−1 NH+R M−1
11 +M−1

11 M12S
−1M21M

−1
11

Somit ist Inv(M) =
[
Z11 Z12

Z21 T

]
bestimmt. Die Addition der aufgezählten

Kosten ergibt die Rekursion
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Ninv(p) = 2Ninv(p− 1)
+ 2NR·H(p− 1) + 2NH·R(p− 1) + 2NH+R(p− 1) + 2NR·R(p− 1)

(sehr ähnlich zur NH·H -Rekursion). Mit den Werten aus (3.9) folgt

Ninv(p) = 2Ninv(p− 1) + 26n log2 n+ 34n− 110.

Zusammen mit Ninv(0) = 1 ergibt sich Ninv(p) = 13p2n+ 47pn− 109n+ 110.
Dies beweist das

Lemma 3.7.2. Die approximative Inversion einer Matrix aus Hp benötigt
13n log2

2 n+ 47n log2 n− 109n+ 110 Operationen.

3.8 LU-Zerlegung

Eine LU-Zerlegung (ohne Pivotwahl) braucht nicht zu existieren. Hinreichend
sind a) nichtverschwindende Hauptunterdeterminanten, b) Positivdefinitheit
oder c) H-Matrix-Eigenschaft (vgl. [66, Kriterium 8.5.8]).

Die hierarchischen Matrizen für die Faktoren L und U stammen aus den
folgenden Untermengen:

Hp,L := {M ∈ Hp : Mii = 1, Mij = 0 für j > i} ,
Hp,U := {M ∈ Hp : Mij = 0 für j < i} .

Wie bei der üblichen Abspeicherung als volle Matrix gilt auch hier, dass der
Speicherplatz für die beiden Matrizen L ∈ Hp,L und U ∈ Hp,U zusammen
dem einer allgemeinen Matrix M ∈ Hp entspricht.

3.8.1 Vorwärtssubstitution

Seien eine normierte untere Dreiecksmatrix L ∈ Hp,L und eine rechte Seite
y ∈ R

Ip gegeben, während die Lösung x ∈ R
Ip von Lx = y zu bestimmen ist.

Für p ≥ 1 zerfällt L in die Blöcke

L =
[
L11 0
L21 L22

]
mit L11, L22 ∈ Hp−1,L und L21 ∈ Rp−1.

Ferner seien die Vektoren blockzerlegt: x =
[
x1

x2

]
, y =

[
y1

y2

]
. Die Lösung von

Lx = y geschieht mittels der Vorwärtssubstitution, die zur Rekursion

löse L11x1 = y1, setze z := y2 − L21x1, löse L22x2 = z

führt. Nach Anmerkung 2.3.1a benötigt man 3n
2 − 1 Operationen für die

Matrixvektormultiplikation L21x1. Die Addition von y2 kostet n
2 Operationen,

sodass die Rekursion für den Aufwand wie folgt aussieht:

Nvorw(p) = 2Nvorw(p− 1) + 2n− 1 (3.11a)
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Für p = 0 ist die Auflösung von Lx = y kostenlos, da1 x = y, sodass
Nvorw(0) = 0. Die Lösung der Rekursion für Nvorw(p) lautet

Nvorw(p) = 2n log2 n− n+ 1 (n = 2p).

3.8.2 Rückwärtssubstitution

Die Kosten der Auflösung der Gleichung Ux = y für U ∈ Hp,U seien
mit Nrückw(p) bezeichnet. Die Rekursionsformel ist mit Nvorw identisch:
Nrückw(p) = 2Nrückw(p− 1) + 2n− 1, aber der Startwert lautet Nvorw(0) = 1.
Dies liefert

Nrückw(p) = 2n log2 n+ 1 (n = 2p). (3.11b)

Im nächsten Unterabschnitt benötigt man eine Variante der Rückwärts-
substitution: die Auflösung von x�U = y� nach x. Sie ist äquivalent zu
U�x = y, wobei U� eine obere Dreiecksmatrix ist. Da U� aber nicht normiert
ist, ergibt sich der gleiche Aufwand Nrückw(p) wie oben.

3.8.3 Aufwand der LU-Zerlegung

Der Ansatz L =
[
L11 0
L21 L22

]
∈ Hp,L, U =

[
U11 U12

0 U22

]
∈ Hp,U für LU = M =

[
M11 M12

M21 M22

]
∈ Hp führt auf die vier Gleichungen

M11 = L11U11, M12 = L11U12, M21 = L21U11, M22 = L21U12+L22U22 .

Damit stellen sich die folgenden Unteraufgaben:

1) bestimme die LU-Zerlegung von M11 (Resultat: L11, U11),
2) berechne U12 := L−1

11 M12 und L21 := M21U
−1
11 ,

3) berechne die LU-Zerlegung von M22 − L21U12 (Resultat: L22, U22).

Da M12 ∈ Rp−1, gilt M12 = ab� für geeignete a, b ∈ R
Ip−1 . Die Darstellung

von U12 ∈ Rp−1 ist gegeben durch a′b� mit a′ = L−1
11 a. Offenbar erhält man

a′ mittels Vorwärtssubstitution aus L11a
′ = a zu den Kosten Nvorw(p − 1).

Analog kostet die (exakte) Berechnung von L21 = M21U
−1
11 ∈ Rp−1 gerade

Nrückw(p− 1). Es ergibt sich eine rekursive Aufwandsbeschreibung:

NLU (p) = 2NLU (p− 1) +Nvorw(p− 1) +Nrückw(p− 1)
+NR·R(p− 1) +NH+R(p− 1)

= 2NLU (p− 1) +
[
n(p− 1)− n

2
+ 1

]
+ [n(p− 1) + 1]

+
[
3
n

2
− 1

]
+
[
9n(p− 1) + 59

n

2
− 58

]

1 Hier wird ausgenutzt, dass L normiert ist, d.h. Lii = 1 für alle i ∈ I.
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= 2NLU (p− 1) + 11np+
39
2
n− 57

mit dem Startwert NLU (0) = 0. Die Lösung lautet

NLU (p) =
11
2
n log2

2 n+ 25n log2 n− 57 (n− 1) . (3.11c)

Damit ist der Aufwand deutlich niedriger als die Berechnung der Inversen mit
Ninv(p) = 13n log2

2 n+ . . . .

Übung 3.8.1. Für positiv definite Matrizen M imHp-Format formuliere man
die Cholesky-Zerlegung (vgl. (1.5b)).

3.9 Weitere Eigenschaften der Modellmatrizen und
Semiseparabilität ∗

Die Inversionsabbildung Inv aus §3.7 wurde als approximativ beschrieben. Es
gibt aber einen wichtigen Fall, in dem Inv exakt ist:

Proposition 3.9.1 (tridiagonale Matrizen). Sei M ∈ R
Ip×Ip tridiagonal.

a) Dann gilt M ∈ Hp.
b) Ist M zudem regulär, so gehört auch M−1 zu Hp.
c) Alle Hauptuntermatrizen M |Iq×Iq

(0 ≤ q ≤ p) seien regulär. Dann ist das
Resultat Inv(M) aus §3.7 wohldefiniert und liefert die exakte Inverse M−1.

Der Beweis wird anschließend an Korollar 3.9.9 nachgeholt.
Proposition 3.9.1 ist leicht auf Bandmatrizen mit Bandbreite 2k + 1 (k

obere und k untere Außerdiagonalen, k > 1) zu verallgemeinern, indem man
in der Definition von Hp statt der Rang-1-Matrizen Rp = R(1, Ip, Ip) die
Rang-k-Matrizen R(k, Ip, Ip) verwendet.

Die obige Aussage macht davon Gebrauch, dass die Inverse tridiagonaler
Matrizen spezielle Eigenschaften besitzt. Es gibt auch die umgekehrte
Fragestellung: Unter welchen Bedingungen hat eine Matrix eine tridiagonale
Inverse? Dies führt auf den Begriff der Semiseparabilität. Da tridiagonale
Matrizen (oder etwas breitere Bandmatrizen) sich aus eindimensionalen
Randwertaufgaben ergeben und in der Praxis eher zwei oder mehr
Raumvariablen auftreten, ist die Anwendbarkeit der Semiseparabilitäts-
eigenschaften allerdings beschränkt.

Weil in der Literatur die Semiseparabilität nicht einheitlich definiert
ist (vgl. [132]), wird hier auf eine Definition verzichtet. Stattdessen be-
schreibt Definition 3.9.2 eine Menge, die hier neutral als Sk bezeichnet sei
und den semiseparablen Matrizen nahekommt. Für unsere Zwecke wird eine
schwächere Bedingung an die Menge Mk,τ ausreichen (vgl. Definition 3.9.5).
Die hier definierten Sk- und Mk,τ -Matrizen haben interessante Invarianz-
eigenschaften bezüglich verschiedener Operationen.
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Definition 3.9.2. Seien I angeordnet und 1 ≤ k < #I. M ∈ R
I×I gehört

zu Sk, wenn Rang(M |b) ≤ k für jeden Block b ⊂ I × I gilt, der im strikten
oberen Dreiecksteil {(i, j) : i < j} oder im strikten unteren Dreiecksteil ent-
halten ist.

Offenbar gehört jede Matrix M ∈ R
I×I zu Sk mit k = #I − 1.

Anmerkung 3.9.3. a) Tridiagonale Matrizen gehören zu S1.
b) Bandmatrizen mit höchstens k oberen und k unteren Nebendiagonalen
gehören zu Sk.
c) Sei D∈R

I×I diagonal. Dann gehören M und M+D zu Sk mit gleichem k.
d) Jede Matrix M ∈ Sk ∩ R

n×n (n = 2p) lässt sich im Format Hp exakt
darstellen, wenn anstelle von (3.2c) der lokale Rang k gewählt wird.

Beweis. a) Spezialfall k = 1 von b). b) M |b enthält höchstens k Nichtnull-
zeilen. c) Die Diagonale ist für Sk irrelevant. d) Die Diagonalblöcke im Hp-
Format sind (volle) Matrizen der Größe 1 × 1 und enthalten ohnehin die
exakten Daten. Alle anderen Blöcke b sind ganz im oberen bzw. unteren
Matrixdreieck enthalten, sodass Rang(M |b) ≤ k. Damit können sie aber exakt
im Format R(k, b) dargestellt werden.

Die folgende Übung knüpft an eine andere Definition semiseparabler
Matrizen an.

Übung 3.9.4. Sei I = {1, . . . , n}. Man zeige: a) Wenn es Matrizen Mo,Mu ∈

R(k, I, I) gibt, sodass Mij =
{
Mo

ij für j > i
Mu

ij für j < i

}
, so ist M ∈ Sk.

b) Für alle 1 ≤ ν ≤ n − 1 und die zugehörigen Blöcke b = {1, . . . , ν} ×
{ν + 1, . . . , n} gelte, dass die erste Spalte in M |b linear abhängig von den
übrigen sei. Dann gibt es ein Mo ∈ R(k, I, I), sodass Mij = Mo

ij für j > i.
Man formuliere eine entsprechende Bedingung, sodass auch Mij = Mu

ij für
j < i mit einem Mu ∈ R(k, I, I).

Im Weiteren untersuchen wir eine Matrixfamilie Mk,τ mit schwächeren
Eigenschaften. Insbesondere braucht I nicht angeordnet zu sein.

Definition 3.9.5. Seien ∅ = τ ⊂ I eine Indexteilmenge, τ ′ := I\τ
ihr Komplement und k ∈ N. Eine Matrix A gehört zu Mk,τ (I), wenn
Rang (A|τ×τ ′) ≤ k und Rang (A|τ ′×τ ) ≤ k. Falls die Angabe von I
entbehrlich ist, wird auch Mk,τ anstelle von Mk,τ (I) geschrieben.

Falls die Indizes so angeordnet werden, dass zuerst die Indizes aus τ
kommen und dann die aus τ ′ folgen, erhalten wir die Blockaufteilung

A =

τ τ ′ = I\τ
A11 A12 τ
A21 A22 τ ′

(3.12)

Definition 3.9.5 besagt, dass Rang(A12) ≤ k und Rang(A21) ≤ k.
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Der Zusammenhang mit Sk wird gegeben durch die

Anmerkung 3.9.6. Sei I = {1, . . . , n} angeordnet. M ∈ R
I×I gehört genau

dann zu Sk, wenn für alle i < n die Eigenschaft M ∈ Mk,τ (I) für τ =
{1, . . . , i} gilt.

Im Folgenden sind die Matrixoperationen ∗,−1 ,+ in ihrer exakten Form,
d.h. ohne jede Kürzung gemeint.

Lemma 3.9.7. a) Seien A ∈ MkA,τ (I) und B ∈ MkB ,τ (I). Dann gilt
A ∗B ∈Mk,τ (I) für k = kA + kB .
b) Sei A ∈Mk,τ (I) regulär. Dann gilt A−1 ∈Mk,τ (I) mit gleichem k.
c) Sei A ∈ Mk,τ (I). Dann ist A + D ∈ Mk,τ (I) für alle Diagonalmatrizen
D ∈ R

I×I .
d) Sei A ∈ Mk,τ (I) und ∅ = τ ⊂ I ′ � I. Dann gehört die Hauptuntermatrix
A|I′×I′ zu Mk,τ (I ′). Die gleiche Aussage gilt für das Schur-Komplement SI′ =
A|I′×I′ −A|I′×I′′ ∗ (A|I′′×I′′)−1 ∗A|I′′×I′ (I ′′ := I\I ′), falls dieses existiert.

Beweis. a) Mit der (3.12) entsprechenden Notation für A, B und C := AB
ist C12 = A11B12 + A12B22. Aus Rang (A11B12) ≤ Rang (B12) ≤ kB und
Rang (A12B22) ≤ Rang (A12) ≤ kA schließt man auf Rang(C12) ≤ kA + kB .
Analog für Rang(C21).

b1) Sei A11 als regulär angenommen. Dann ist das Schur-Komplement
S = A22 −A21A

−1
11 A12 ebenfalls regulär, und die Inverse von A aus (3.12) ist

A−1 =
[
A−1

11 +A−1
11 A12S

−1A21A
−1
11 −A−1

11 A12S
−1

−S−1A21A
−1
11 S−1

]
(3.13)

(vgl. (3.10)). Da Rang(A−1|τ×τ ′) = Rang(−A−1
11 A12S

−1) ≤ Rang(A12) ≤ k
wie auch Rang(A|τ ′×τ ) ≤ Rang(A12) ≤ k, folgt A−1 ∈Mk,τ (I).

b2) Falls A11 singulär ist, wird die Matrix Aε := A + εI für hinreichend
kleines ε = 0 regulär. Da Rang

(
A−1

ε |τ×τ ′
)
≤ Rang(A12) unabhängig von

ε gilt, folgt A−1
ε ∈ Mk,τ (I). Der Limes limε→0 A

−1
ε ist A−1, da nach An-

nahme A regulär ist. Der Rang erfüllt nach Übung 2.1.2 Rang
(
A−1|τ×τ ′

)
=

Rang
(
limε→0 A

−1
ε |τ×τ ′

)
≤ limε→0 Rang

(
A−1

ε |τ×τ ′
)
≤ Rang (A12) ≤ k. Zu-

sammen mit der analogen Ungleichung Rang
(
A−1|τ ′×τ

)
≤ k ergibt sich die

Behauptung A−1 ∈Mk,τ (I).
c) Änderung der Diagonale ändert nicht die Teile ∗|τ×τ ′ und ∗|τ ′×τ .
d1) Restriktion der Matrix auf I ′ × I ′ ⊂ I × I kann den Rang nur ver-

kleinern: A|I′×I′ ∈Mk,τ (I ′).
d2) Sei A als regulär angenommen. Das inverse Schur-Komplement (SI′)−1

ist die Haupt-I ′×I ′-Untermatrix von A−1. Nach Teil b) folgt A−1 ∈Mk,τ (I),
und d1) zeigt (SI′)−1 ∈ Mk,τ (I ′). Erneute Anwendung von b) mit (SI′)−1

anstelle von A liefert die Behauptung SI′ ∈Mk,τ (I ′). Für singuläres A argu-
mentiert man wie in b2).
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Eine Konsequenz von Lemma 3.9.7 ist die folgende Aussage.

Lemma 3.9.8. Sei R(·) eine rationale Funktion R(x) = P I(x)/P II(x) mit
Polynomen P I , P II der Grade dI , dII ∈ N0. Die Eigenwerte von A ∈Mk,τ (I)
seien verschieden von den Polen von R. Dann gehört die Matrix2 R(A) zu
MkR,τ (I) mit kR = k ∗ dR, wobei dR := max (dI , dII) der Grad von R ist.

Beweis. Die Polynome P I , P II seien in P I(x) = aI

∏dI

i=1

(
x− xI

i

)
und

P II(x) = aII

∏dII

i=1

(
x− xII

i

)
faktorisiert3. Für i ≤ min (dI , dII) treten

rationale Faktoren x−xI
i

x−xII
i

= 1 +
(
xII

i − xI
i

)
/
(
x− xII

i

)
auf. Ersetzung von x

durch A ∈ Mk,τ (I) liefert Ri(A) := I +
(
xII

i − xI
i

) (
A− xII

i I
)−1 ∈ Mk,τ (I)

gemäß Lemma 3.9.7c. Also ist R(A) ein Produkt von min (dI , dII) rationalen
Faktoren Ri(A) und max (dI , dII)−min (dI , dII) Faktoren der Form A− xI

i I

für dI > dII und
(
A− xII

i I
)−1 für dI < dII , die alle zu Mk,τ (I) gehören.

Nach Lemma 3.9.7a liegt das Produkt in MkR,τ (I) mit kR = kdR.

Korollar 3.9.9. Die bisherigen Aussagen übertragen sich gemäß Anmerkung
3.9.6 entsprechend auf Sk-Matrizen. Zum Beispiel ist die Inverse, wenn sie
existiert, wieder in Sk.

Wir holen nun den Beweis zu Proposition 3.9.1 nach.
a) Teil a) folgt aus Anmerkung 3.9.3a,d.
b) Teil b) folgt aus Korollar 3.9.9.
c) Nachdem Teil b) verwendet werden kann, bleibt nur zu zeigen, dass der

Algorithmus Inv wohldefiniert ist und keine Approximationsfehler einführt.
Wir verwenden Induktion über p. Definitionsgemäß ist Inv auf H0 exakt.
Die Aussage gelte für p − 1. M ∈ R

Ip−1×Ip−1 sei gemäß (3.2a) zerlegt. Die
Untermatrizen M11, M22 sind wieder tridiagonal, wobei M11 nach Voraus-
setzung regulär ist und nach Induktionsvoraussetzung M−1

11 = Inv(M11) gilt.
Bei der Berechnung von M21 � Inv(M11) �M12 sind alle Zwischenresultate
vom Rang ≤ 1 und werden somit exakt ausgewertet. Lemma 3.9.7d zeigt,
dass S = M22 −M21M

−1
11 M12 ebenso wie die nach Übung 3.7.1 existieren-

de Inverse S−1 im Hp−1-Format darstellbar ist. Die exakte Inverse von M
ist durch (3.10) gegeben. Für die Nebendiagonalblöcke −M−1

11 M12S
−1 und

−S−1M21M
−1
11 gilt ebenfalls, dass nicht nur das Gesamtprodukt, sondern auch

die Zwischenresultate exakt in Rp−1 dargestellt werden. Damit ist Inv auch
auf der Stufe p exakt.

Zusammenhänge zwischen Mk,τ und der schwachen Zulässigkeit werden
in §9.3.3 diskutiert werden.

2 Zu Matrixfunktionen sei auf die späteren Definitionen in §13.1 verwiesen.
3 Entgegen der bisherigen Beschränkung auf R können komplexe xI

i , xII
i auftreten.
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Separable Entwicklung und ihr Bezug zu
Niedrigrangmatrizen

In den vorhergehenden Kapiteln wurden Niedrigrangmatrizen und Modell-
formate mit Niedrigrangmatrizen als Matrixblöcken diskutiert. Es bleibt die
wesentliche Frage, ob und in welchen Fällen Niedrigrangmatrizen eine gute
Approximation sein können. In vielen Fällen folgt diese Eigenschaft aus dem
Vorhandensein einer separablen Entwicklung, die Gegenstand dieses Kapitels
ist.

Wie man aus (1.28) sieht, können Matrizen mit einer Funktion κ(x, y)
assoziiert sein. Falls Untermatrizen durch Rang-k-Matrizen gut approximiert
werden können, ist dies meist eine Folge der Eigenschaften von κ. Die beiden
Eigenschaften, die sich entsprechen, sind:

• Approximierbarkeit einer Untermatrix M |b (b geeigneter Block) durch eine
Rang-k-Matrix.

• Approximierbarkeit der Funktion κ(x, y) beschränkt auf einen geeigneten,
dem obigen Block b entsprechenden Teilbereich durch eine sogenannte
separable Entwicklung.

Übersicht über dieses Kapitel:
In §4.1 werden die im Folgenden benötigten Grundbegriffe erläutert: Von

zentraler Bedeutung ist die separable Entwicklung (§4.1.1), insbesondere wenn
sie exponentielle Konvergenz (§4.1.2) aufweist. Damit übliche Kernfunktionen
κ(x, y) diese Eigenschaft besitzen, benötigt man eine Zulässigkeitsbedingung
(§4.1.3) an den Definitionsbereich X × Y von κ(·, ·).

In §4.2 werden separable Entwicklungen mittels Polynomen diskutiert.
Neben der Taylor1-Entwicklung (§4.2.1) bietet sich insbesondere die Inter-
polation (§4.2.2) an. Eine geeignete Regularitätsbedingung an die Kern-
funktion κ ist die asymptotische Glattheit, da sie exponentielle Konver-
genz garantiert (§4.2.3). Anschließend werden die Fehlerabschätzungen für die
Taylor-Entwicklung (§4.2.5) und die Interpolation (§§4.2.6-4.2.8) diskutiert.
1 Brook Taylor, geboren am 18. August 1685 in Edmonton, Middlesex, England,

gestorben am 29. Dezember 1731 in Somerset House, London.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 4,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Polynomapproximation ist nicht die einzige Wahl. In §4.3 werden weitere
Techniken diskutiert (§§4.3.1-4.3.5). In §4.3.7 wird für theoretische Zwecke
die optimale separable Entwicklung eingeführt, die im Diskreten der Sin-
gulärwertzerlegung entspricht.

In §4.4 zeigt sich die zentrale Bedeutung der separablen Entwicklung: Die
Diskretisierung von Integralkernen mit Separationsrang k liefert Matrizen vom
Rang ≤ k.

Schließlich beschreibt §4.5, wie der Fehler der Matrixapproximation mit
Hilfe des Fehlers der separablen Entwicklung abgeschätzt werden kann.

4.1 Grundbegriffe

Im Folgenden geht es um die Entwicklung von Funktionen κ(x, y), die später
als Kernfunktionen der Integraloperatoren auftreten werden. Obwohl die
beiden Variablen x, y des Integralkerns im Allgemeinen im gleichen Bereich
Γ variieren, betrachten wir hier statt Γ × Γ einen reduzierten Definitions-
bereich X × Y , wobei in §4.1.3 noch spezielle Anforderungen an X,Y gestellt
werden. Welche konkrete Teilbereiche X,Y auftreten werden, wird aus §5.2
hervorgehen, wenn die Blockzerlegung einer Matrix bestimmt wird. Die dort
definierten Mengen X := Xτ und Y := Xσ werden die Zulässigkeitsbedingung
aus Definition 4.1.7 erfüllen.

Die Anforderungen an die separable Entwicklung sind (i) die Trennung der
Variablen x, y in unterschiedliche Faktoren und (ii) ein hinreichend kleiner
Restterm. Punkt (i) wird in §4.1.1 diskutiert, Punkt (ii) in §4.1.2.

4.1.1 Separable Entwicklungen

Definition 4.1.1 (separabler Ausdruck, separable Entwicklung).
a) Jede Funktion, die in der Form

κ
(k)(x, y) =

k∑

ν=1

ϕ(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y) für x ∈ X, y ∈ Y (4.1)

geschrieben werden kann, heißt separabler Ausdruck in X × Y. Dabei dürfen
ϕ

(k)
ν und ψ

(k)
ν beliebige Funktionen sein (der obere Index (k) bezeichnet nicht

die k-te Ableitung, sondern nur die mögliche Abhängigkeit von k). Die Zahl k
der Summanden in (4.1) wird Separationsrang von κ

(k) genannt.
b) Die rechte Seite in

κ(x, y) =
k∑

ν=1

ϕ(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y) +Rk(x, y) für x ∈ X, y ∈ Y (4.2)

heißt separable Entwicklung von κ (mit k Termen) in X × Y mit Restglied
Rk.
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Man beachte, dass in (4.1) lediglich der Umstand wesentlich ist, dass ϕ(k)
ν

nur von x und ψ
(k)
ν nur von y abhängen.

Im Falle der separablen Entwicklung (4.2) hofft man auf eine Konvergenz
Rk → 0 in einer geeigneten Norm für k →∞. Falls die Funktionen ϕ

(k)
ν , ψ

(k)
ν

nicht vom Separationsrang k abhängen, ist die Konvergenz κ
(k) → κ mit

einer konvergenten, unendlichen Summendarstellung

κ(x, y) =
∞∑

ν=1

ϕν(x)ψν(y) für x ∈ X, y ∈ Y (4.3)

identisch. In der Theorie der Integralgleichungen werden Kerne der Form
(4.1) bzw. der zugehörige Operator als ausgeartet bezeichnet (vgl. Riesz-
Nagy [119, IV.69]). Operatoren mit dem Kern (4.3) heißen nuklear, falls∑∞

ν=1 ‖ϕν‖ ‖ψν‖ <∞ (vgl. Werner [134, §VI.5]).

Proposition 4.1.2. a) Die separablen Ausdrücke bilden einen Ring, d.h.
Summen und Produkte von separablen Ausdrücken sind wieder separabel.

b) Polynome in x und y sind separabel.
c) Eine Substitution x = α(x′) von x und eine Substitution y = β(y′) von

y erhalten die Separabilität bei gleichem Separationsrang.
d) Soweit die auftretenden Funktionen differenzierbar sind, sind auch die

Ableitungen eines separablen Ausdrucks wieder separabel. Gleiches gilt für
Stammfunktionen bezüglich x oder y.

Beweis. a) Die Aussage für die Summe ist trivial, wobei der Separationsrang
die Summe der einzelnen Ränge ist. Beim Produkt von

∑k′

ν=1 ϕ
(k′)
I,ν (x)ψ(k′)

I,ν (y)

und
∑k′′

μ=1 ϕ
(k′′)
II,μ(x)ψ(k′′)

II,μ(y) erhält man höchstens den Separationsrang k′k′′

und Terme der Form
(
ϕ

(k′)
I,ν (x)ϕ(k′′)

II,μ(x)
)
·
(
ψ

(k′)
I,ν (y)ψ(k′′)

II,μ(y)
)
.

b) Jedes Polynom P (x, y) lässt sich in der Form

P (x, y) =
p∑

ν=0

pν(x)yν oder auch P (x, y) =
q∑

μ=0

xμqμ(y) (4.4)

schreiben. Dabei ist p (bzw. q) der Polynomgrad in x (bzw. y), und pν und
qμ sind Polynome in einer Variablen. Im ersten Fall gilt (4.1) mit ϕ(k)

ν (x) :=
pν−1(x) und ψ

(k)
ν (y) := yν−1 und k := p + 1 (man beachte, dass die Summe

in (4.1) bei ν = 1 beginnt).
c) Die Aussagen c) und d) sind offenbar.

4.1.2 Exponentielle Konvergenz

Im Folgenden wird fast durchweg vorausgesetzt, dass die Restglieder Rk

besonders schnell, nämlich exponentiell konvergieren. Die zugrundeliegende
Norm kann beispielsweise die Maximumnorm



58 4 Separable Entwicklung und ihr Bezug zu Niedrigrangmatrizen

‖Rk‖∞,X×Y := sup{|Rk(x, y)| : x ∈ X, y ∈ Y }

oder die L2-Norm

‖Rk‖L2(X×Y ) :=

√∫

Y

∫

X

|Rk(x, y)|2 dxdy

sein. Die Norm

‖Rk‖L2(X)←L2(Y ) := sup
0 
=f∈L2(Y )

∥∥∥∥
∫

Y

Rk(·, y)f(y)dy
∥∥∥∥

L2(X)

/ ‖f‖L2(Y )

wird meist mittels ‖Rk‖L2(X×Y ) abgeschätzt.

Definition 4.1.3. Die separable Entwicklung (4.2) heißt exponentiell konver-
gent (bezüglich der Norm ‖·‖), falls es Konstanten c1 ≥ 0 und c2, α > 0 gibt,
sodass

‖Rk‖ ≤ c1 exp (−c2kα) . (4.5)

Im Vorgriff auf spätere Anwendungen sei angemerkt, dass der wichtige
Exponent α oft den Wert

α = 1/d (4.6)

annehmen wird, wobei d die räumliche Dimension von R
d oder die Dimension

der Integrationsmannigfaltigkeit bezeichnet.
Die Konstante c1 kann in der Notation ‖Rk‖ ≤ O(exp (−c2kα)) versteckt

werden. In der Definition der exponentiellen Konvergenz wird die Konstante
c2 nicht fixiert. Dies hat den Vorteil, dass z.B. zwischen O(exp (−c2kα)) und
O(P (k) exp (−c2kα)) für Polynome P nicht unterschieden werden muss, wie
das nächste Lemma zeigt.

Lemma 4.1.4. Seien c2 > 0, α > 0. a) Für jedes Polynom P (·) (oder jede
höchstens polynomiell wachsende Funktion P ) und jedes c′ ∈ (0, c2) ist

P (k) exp(−c2 kα) ≤ O(exp(−c′kα)).

b) Es gilt

∞∑

ν=k+1

exp(−c2 να) = O(exp(−c′kα)) für jedes c′ ∈ (0, c2),

wobei für α ≥ 1 auch c′ = c2 möglich ist.
c) Falls σk ≤ O(exp(−c2 kα)) für alle k ∈ N, so gilt auch

√√√√
∞∑

ν=k+1

σ2
ν ≤ O(exp(−c′kα)) für jedes c′ ∈ (0, c2),

wobei für α ≥ 1 die Wahl c′ = c2 möglich ist.
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Beweis. 1) Da jedes Polynom durch Exponentialfunktionen majorisiert
wird, gilt |P (k)| ≤ O(exp(ηkα)) für alle η ∈ (0, c2) . Teil a) folgt mit
η := c2 − c′ > 0 .

2) Es gilt die Abschätzung

∞∑
ν=k+1

exp(−c2 να) ≤
∞∫

k

exp(−c2xα)dx

≤ 1
αkα−1

∞∫

k

αxα−1 exp(−c2xα)dx

=
ξ=xα

1
αkα−1

∞∫

kα

e−c2ξdξ =
1

αc2kα−1
exp(−c2kα).

Falls α ≥ 1, ist hiermit
∑∞

ν=k+1 exp(−c2 να) = O(exp(−c2kα)) gezeigt. Wenn
α ∈ (0, 1), wächst der Vorfaktor 1

αc2kα−1 höchstens polynomiell und Teil a)
ist anwendbar.

3) Teil c) ist direkte Folgerung aus Teil b).
In (4.5) wird Rk in Abhängigkeit von k abgeschätzt. Wenn die Bedingung

‖Rk‖ ≤ ε erfüllt werden soll, ist ε = c1 exp (−c2kα) nach k aufzulösen.

Anmerkung 4.1.5. Es liege die exponentielle Konvergenz (4.5) vor. Die
Abschätzung ‖Rk‖ ≤ ε erfordert k =

⌈
( 1

c2
log c1

ε )1/α
⌉
, d.h.

k = O(log1/α 1
ε
) (ε→ 0). (4.7)

Für (4.6) gilt insbesondere k = O(logd 1
ε ).

Übung 4.1.6. Die Funktionen κ
I(x, y) und κ

II(x, y) mögen exponentiell
konvergente separable Entwicklungen (4.2) besitzen. Man zeige:

a) Die Summe κ
I + κ

II ist wieder exponentiell konvergent, wobei sich die
Konstante c2 in (4.5) ändern kann.

b) Das Produkt κ
I
κ

II ist ebenfalls exponentiell konvergent, wobei sich
die Konstanten c2, α in (4.5) ändern können.

4.1.3 Zulässigkeitsbedingungen an X, Y

X Ydist(X,Y)

diam(Y)diam(X)

Abb. 4.1. Definitionsbereiche X und Y

Wie oben erwähnt, sei X×Y
eine Untermenge des gesam-
ten Definitionsbereiches von
κ(·, ·). Eine für die späteren
Anwendungen typische Ein-
schränkung besagt, dass X
und Y disjunkt sein mögen
und ihr Abstand in einem
Verhältnis zum Bereichsdurchmesser steht.
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Für Entwicklungen in der Variablen x erhält man die erste Bedingung:
Für ein η > 0 gelte

diam(X) ≤ η dist(X,Y ). (4.8a)

Bei Entwicklungen in der Variablen y fordert man entsprechend

diam(Y ) ≤ η dist(X,Y ). (4.8b)

Kann man zwischen der x- und y-Entwicklung wählen, reicht die Annahme

min{diam(X),diam(Y )} ≤ η dist(X,Y ). (4.8c)

In einigen Fällen braucht man beide Bedingungen (4.8a,b), d.h.

max{diam(X),diam(Y )} ≤ η dist(X,Y ). (4.8d)

Definition 4.1.7 (η-Zulässigkeit). Sei η > 0. Die Bereiche X,Y heißen
η-zulässig, wenn die passende der Bedingungen (4.8a-d) erfüllt ist.

Je kleiner der Parameter η ist, umso günstiger ist die Zulässigkeitseigen-
schaft. In einigen Anwendungsbeispielen wird man η ≤ η0 fordern, bei anderen
benötigt man keine obere Schranke. Sobald η fixiert ist oder aber nicht spe-
zifiziert werden soll, wird kürzer von der Zulässigkeit (statt η-Zulässigkeit)
gesprochen.

In §4.2.3, in den Sätzen 4.2.8, 4.2.10 und §§4.2.7-4.2.8 wird von den
Zulässigkeitsbedingungen Gebrauch gemacht werden.

4.2 Separable Polynom-Entwicklungen

4.2.1 Taylor-Entwicklung

Sei κ(·, ·) : X × Y → R eine Funktion aus Cm(X × Y ), wobei X ⊂ R
d. Wir

wählen einen Entwicklungspunkt2 x0 ∈ X und wenden die Taylor-Entwicklung
mit Restglied an:

κ(x, y) =
∑

α∈N
d
0 , |α|≤m

(x− x0)
α 1
α!

∂α
x κ(x0, y) +Rk, (4.9)

wobei k = k(m, d) die Anzahl der Summanden in
∑

α∈N
d
0 , |α|≤m angebe (siehe

(4.11); zur Multiindex-Notation vergleiche man Anhang B.1.2). Die Approxi-
mation von κ(x, y) durch

2 x0 braucht nicht zu X gehören, wenn der Definitionsbereich größer gewählt
werden kann. Zum Beispiel sind die Fundamentallösungen, die als Kernfunktionen
nur über die Oberfläche Γ zu integrieren sind, im gesamten R

d bis auf die Singu-
laritätenstellen definiert.
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κ
(k)(x, y) :=

∑

α∈N
d
0 , |α|≤m

(x− x0)
α 1
α!
∂α

x κ(x0, y) mit k = k(m, d) (4.10)

ergibt einen Fehler, der durch den Restterm Rk beschrieben wird. Aussagen
über Rk sind nur möglich, wenn man nähere Annahmen über κ macht.

Anmerkung 4.2.1. Die Taylor-Approximation aus (4.10) ist ein separabler
Ausdruck der Form

∑
α ϕα(x)ψα(y), wobei ϕα(x) := (x− x0)

α Monome sind,
während ψα(y) := 1

α!∂
α
x κ(x0, y) allgemeine Funktionen in y darstellen. Die

Anzahl der Summanden (Separationsrang) beträgt

k = k(m, d) := #{α ∈ N
d
0 : |α| ≤ m} (4.11)

=
1
d!

(m+ 1) (m+ 2) · . . . · (m+ d) =
(
m+d

d

)
.

Beweis. Zum Beweis von (4.11) stellt man die Rekursion k(m, d) =∑m
μ=0 k(μ,m − 1) auf. Zusammen mit k(m, 1) = m + 1 leitet man die

Behauptung ab.

0 a b c d 10x
Abb. 4.2. Intervalle X und Y

In der nächsten Anmerkung disku-
tieren wir Modifikationen der Taylor-
Entwicklung.

Anmerkung 4.2.2. a) In (4.9) wird bezüglich x entwickelt. Genauso gut kann
man eine Entwicklung bezüglich y um y0 ∈ Y vornehmen. Vorausgesetzt, dass
die x- und y-Ableitungen (die schließlich im Restterm auftreten) von ähnlicher
Größe sind, entscheiden die Größen

rx := sup{|x− x0| : x ∈ X} und ry := sup{|y − y0| : x ∈ Y }

über die Auswahl: Bei rx < ry ist die x-Entwicklung vorteilhafter, sonst die
Entwicklung in y. Zudem empfiehlt sich die Wahl von x0, y0 in den Čebyšev3-
Zentren4 von X,Y, für die die Ausdrücke rx und ry als Funktion von x0 bzw.
y0 minimal werden. Die resultierenden rx, ry heißen Čebyšev-Radien.

b) Eine Taylor-Entwicklung in beiden Variablen liefert ein Polynom von
der Form (4.4) (ν bzw. μ sind dabei durch Multiindizes zu ersetzen, wenn
d > 1). Diese Entwicklung bringt im Allgemeinen nur dann einen Vorteil,
wenn man die explizite Polynomform (ϕα und ψα sind Polynome) ausnutzen
kann.

Zunächst sei ein typisches Beispiel vorgeführt (vgl. Abbildung 4.2).

3 Pafnuti Lvovič Čebyšev, geb. am 14. Mai 1821 in Okatovo (westliches Russland),
gestorben am 8. Dez. 1894 in St. Petersburg.

4 Sei B ⊂ R
n eine Teilmenge und K die eindeutig definierte abgeschlossene Ku-

gel, die B enthält und minimalen Radius besitzt. Der Mittelpunkt von K heißt
Čebyšev-Zentrum und der Radius der Čebyšev-Radius.
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Beispiel 4.2.3. Die Kernfunktion log |x− y| (x, y ∈ [0, 1]) ist analytisch, wenn
man für x und y disjunkte Bereiche wählt: X = [a, b], Y = [c, d] mit

0 ≤ a < b < c < d ≤ 1.

Gemäß Anmerkung 4.2.2a ist die Entwicklung in x angebracht, falls
b− a ≤ d− c . Das Čebyšev-Zentrum von X ist x0 = a+b

2 . Die Ableitungen

∂�

∂x�
log |x− y| = (−1)�−1 (�− 1)!

(x− y)�
(� ∈ N) (4.12)

liefern die Taylor-Approximation

κ
(k)(x, y) := log |x0 − y|+

k−1∑

�=1

(x− x0)
� −1

� (y − x0)
�
, x0 =

a+ b

2
.

Die Abschätzung des zugehörigen Restterms findet sich in Anmerkung 4.2.4.

4.2.2 Interpolation

Die Taylor-Entwicklung ist eine spezielle Hermite5-Interpolation, aber
keinesfalls besser als eine Interpolation beruhend auf Interpolationspunkten
{xi : i = 1, . . . , k} und den zugehörigen Interpolationswerten κ(xi, y).

Im Falle des vorherigen Beispiels 4.2.3 sollten die xi im Intervall [a, b]
liegen, z.B. sind die Čebyšev-Knoten6 eine gute Wahl (vgl. §B.3.1.4).
Die zugehörigen Lagrange7-Polynome sind Li(x) =

∏
j∈{1,...,k}\{i}

x−xj

xi−xj

(vgl. (B.12)). Sie erlauben die Darstellung des Interpolationspolynoms durch

κ
(k)(x, y) :=

k∑

ν=1

Lν(x) κ(xν , y). (4.13)

Offenbar ist wieder die separable Form (4.1) erreicht, wobei ϕ(k)
ν (x) = Lν(x)

ein Polynom ist, während ψ
(k)
ν (y) = κ(xν , y) von allgemeinerer Art ist. Die

Interpolation (4.13) hat entscheidende Implementierungsvorteile gegenüber
der Taylor-Entwicklung, da lediglich die Auswertung der Funktion κ(x, y)
erforderlich ist, Ableitungen müssen nicht bereitgestellt werden.

Falls das Argument x aus κ(x, y) in einem Bereich des R
d mit d > 1

variiert, empfiehlt sich eine Tensorprodukt-Interpolation (vgl. §B.3.2). Dabei
5 Charles Hermite, geboren am 24. Dezember 1822 in Dieuze, Lorraine, gestorben

am 14. Januar 1901 in Paris.
6 ξi = cos( i+1/2

k
π) ∈ [−1, 1], i = 1, . . . , k, sind die Nullstellen des k-ten Čebyšev-

Polynoms Tk. Die affine Abbildung von [−1, 1] auf [a, b] ergibt die gewünschten
Čebyšev-Knoten: xi = a+b

2
+ b−a

2
ξi.

7 Joseph-Louis Lagrange, geboren am 25. Januar 1736 in Turin, gestorben am 10.
April 1813 in Paris.
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führt man hintereinander d jeweils eindimensionale Interpolationen bezüglich
xi (i-te Komponente von x ∈ R

d) in den Stützstellen xi,j (j = 1, . . . ,m) aus.
Die Zahl der Terme in

κ
(k)(x, y) :=
m∑

ν1=1

L1,ν1(x1)
m∑

ν2=1

L2,ν2(x2) . . .
m∑

νd=1

Ld,νd
(xd) κ((x1,ν1 , . . . , xd,νd

)
︸ ︷︷ ︸

xν1,...,νd

, y)

ist k = md.
Gelegentlich ist die Kernfunktion κ eine (ein- oder mehrfache) Ablei-

tung einer einfachen Funktion g, z.B. ist κ(x, y) :=
〈
grady g(x, y), n(y)

〉
die

Normalenableitung bezüglich x (vgl. (10.6)). Die Ableitungen bestehen in der
Regel aus mehr Termen und ihre Auswertung ist daher teuerer. Hier bietet es
sich an, die einfachere Funktion zu interpolieren und die Ableitungen auf das
Interpolationspolynom anzuwenden. Die zugehörige Fehlerabschätzung wird
hier nicht behandelt, findet sich aber zum Beispiel in [26]. In Hayami-Sauter
[92] wird für die Randelementformulierung der Elastostatik die matrixwertige
Fundamentallösung im Wesentlichen auf zweite Ableitungen der Funktion
|x− y| zurückgeführt.

4.2.3 Exponentielle Fehlerabschätzung

Das Ziel ist eine Abschätzung des Taylor- bzw. Interpolationsfehlers Rk durch
eine exponentielle Schranke der Form c1 exp (−c2kα) aus (4.5). Hierfür sind
zwei Voraussetzungen zu stellen:

• κ(·, ·) muss (mindestens in einer Variablen) asymptotisch glatt sein (vgl.
§4.2.4). Dies sichert Schranken für die in Rk auftretenden Ableitungen von
κ.

• Die Bereiche X,Y müssen η-zulässig sein.

Zusammen erreicht man dann typischerweise eine Fehlerabschätzung der Art

‖κ − κ
(k)‖∞,X×Y = ‖Rk‖∞,X×Y ≤ c1 (c′2η)

m mit k = k(m− 1, d) (4.14)

(vgl. Sätze 4.2.10 und 4.2.13). Da (c′2η)
m = exp(m log(c′2η)) und m ≈ k1/d,

folgt (4.5) mit c2 := − log(c′2η) und α wie in (4.6). Damit c2 > 0 (d.h. c′2η < 1)
ist, muss η < 1/c′2 vorausgesetzt werden.

Dass exponentielle Konvergenz auch für alle η > 0 gesichert werden
kann, zeigt das Beispiel 4.2.3, dessen Taylor-Rest in der nächsten Anmerkung
analysiert wird.

Anmerkung 4.2.4. κ(x, y) = log |x− y| und die Bereiche X = [a, b], Y = [c, d]
sowie das Taylor-Entwicklungszentrum x0 = a+b

2 seien wie in Beispiel 4.2.3.
Die Abschätzung
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|Rk(x, y)| ≤ 1
k

(
|x−x0|
|y−x0|

)k

1− |x−x0|
|y−x0|

für alle x ∈ X und y ∈ Y (4.15a)

zeigt wegen |x− x0| < |y − x0| exponentielle Konvergenz. Da c > b voraus-
gesetzt ist, sind die Bereiche X und Y η-zulässig mit

η := diam(X)/dist(X,Y ) = (b− a) / (c− b)

(vgl. (4.8a)). Die Ungleichung

|Rk(x, y)| ≤ 2 + η

2k

(
η

2 + η

)k

für alle x ∈ X, y ∈ Y (4.15b)

zeigt, dass für alle η > 0 exponentielle Konvergenz vorliegt.

Beweis. Aus Rk(x, y) =
∑∞

�=k (x− x0)
� (−1)�−1

�(x0−y)� (vgl. (4.12)) folgt |Rk| ≤
1
k

∑∞
�=k

(
|x−x0|
|x0−y|

)�

. Diese geometrische Reihe liefert die Abschätzung (4.15a).

Über |x− x0| ≤ (b− a) /2 und |y − x0| = y−x0 ≥ c−x0 = (b− a) /2+(c− b)
folgen

|x− x0|
|y − x0|

≤ (b− a) /2
(b− a) /2 + (c− b)

=
1

1 + 2 (c− b) / (b− a)
=

1
1 + 2/η

=
η

2 + η

und (4.15b).

4.2.4 Asymptotisch glatte Kerne

Die schon erwähnte Kernfunktion log |x− y| erfüllt ebenso wie viele andere
Fundamentallösungen8 elliptischer Gleichungen die Eigenschaft, asymptotisch
glatt zu sein (man spricht auch von Calderón-Zygmund-Kernen).

Definition 4.2.5. Seien X,Y ⊂ R
d Teilmengen, sodass die Kernfunktion

κ(x, y) für x ∈ X, y ∈ Y , x = y, definiert und beliebig oft differenzierbar
ist. κ heißt asymptotisch glatt in X × Y, falls

|∂α
x ∂

β
y κ(x, y)| ≤ cas(α + β)|x− y|−|α|−|β|−s (4.16a)

für x ∈ X, y ∈ Y, x = y, α, β ∈ N
d
0, α+ β = 0,

mit einem s ∈ R und

cas(ν) = C ν! |ν|r γ|ν| (ν ∈ N
d
0) (4.16b)

gilt, wobei C, r, γ geeignete Konstanten sind.
8 Zu Fundamentallösungen (Singularitätenfunktionen) vergleiche man [67, §2.1].
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Anmerkung 4.2.6. a) Der Faktor |ν|r in (4.16b) erlaubt eine feinere Justierung
des Wachstumsverhaltens. Man kann auf diesen Faktor verzichten, da er durch
eine Vergrößerung von C und γ aufgefangen werden kann (vgl. Lemma 4.1.4a).

b) Der Exponent s in (4.16a) beschreibt im Allgemeinen die Singularität
in x = y, wie man formal für α = β = 0 sieht (vgl. aber Teil d)).

c) Wenn X,Y unbeschränkt sind (z.B. X = Y = R
d), beschreibt (4.16a)

für |x − y| → ∞ und |α|+ |β| > −s , dass die entsprechenden Ableitungen
gegen null streben.

d) Der Fall α+β = 0 ist ausgenommen, weil für r > 0 der Faktor cas(0) ver-
schwände. Außerdem gibt es κ mit logarithmischer Singularität. Diese erfüllen
(4.16a) nur für α+ β = 0.

Für die spezielle Wahl β = 0 bzw. α = 0 erhalten wir die Ungleichungen

|∂α
x κ(x, y)| ≤ cas(α)|x− y|−|α|−s

(
x ∈ X, y ∈ Y, x = y

0 = α ∈ N
d
0

)
, (4.16c)

|∂β
y κ(x, y)| ≤ cas(β)|x− y|−|β|−s

(
x ∈ X, y ∈ Y, x = y

0 = β ∈ N
d
0

)
. (4.16d)

Meist ist es bequemer, mit Richtungsableitungen Dt,x =
∑d

i=1 ti
∂

∂xi(
t ∈ R

d, |t| = 1
)

zu arbeiten. Die entsprechenden Formulierungen lauten dann

|Dp
t,xκ(x, y)| ≤ C p! pr γp |x− y|−p−s

(
x ∈ X, y ∈ Y, x = y

p ∈ N, |t| = 1

)
, (4.16e)

|Dp
t,yκ(x, y)| ≤ C p! pr γp |x− y|−p−s

(
x ∈ X, y ∈ Y, x = y

p ∈ N, |t| = 1

)
(4.16f)

für alle Richtungen t.

Beispiel 4.2.7. Für jedes a ∈ R ist die Funktion κ(x, y) = |x − y|−a asymp-
totisch glatt in X = Y = R

d mit s = a. Die genauen Abschätzungen
finden sich im Anhang E und werden dort bewiesen. Auch log |x − y| ist in
X = Y = R

d asymptotisch glatt mit s = 0.

Der Beweis zu log |x− y| für d = 1 ergibt sich direkt durch Inspektion der
Ableitungen (4.12).

4.2.5 Taylor-Fehlerabschätzung

Es liege der mehrdimensionale Fall d > 1 mit k = k(m − 1, d) vor. Auf-
grund der asymptotischen Glattheit kann der Taylor-Rest in der Form Rk =∑

|ν|≥m
(x−x0)

ν

ν! ∂ν
xκ(x0, y) geschrieben werden. Sei ξ ∈ R

d der Vektor mit den
Komponenten ξi = |xi − x0,i|, sodass ξν = |(x− x0)

ν | (|·|: Absolutbetrag).
Wir verwenden (4.16c) mit C, r, γ aus (4.16b) und schätzen wie folgt ab:
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|Rk| ≤ C |x−y|−s
∑

|ν|≥m

ξν

(
γ

|x0 − y|

)|ν|
= C|x−y|−s

∞∑

�=m

(
γ

|x0 − y|

)� ∑

|ν|=�

ξν .

Für ϕd,�(ξ) :=
∑

|ν|=� ξ
ν ist in Lemma E.3.1 die Schranke O(|ξ|�) bewiesen.

Mit |ξ| = |x− x0| folgt

|Rk| ≤ C ′
∞∑

�=m

(
γ |x− x0|
|x0 − y|

)�

= C ′ ϑm

1− ϑ
(4.17)

mit ϑ :=
γ |x− x0|
|x0 − y| ≤ γrx

|x0 − y| , rx = max
x∈X

|x− x0| ,

vorausgesetzt dass ϑ < 1 die Konvergenz sichert. Dies beweist den

Satz 4.2.8. κ(x, y) sei asymptotisch glatt 9 in X × Y ⊂ R
d × R

d. Sei rx =
maxx∈X |x− x0| . a) Y erfülle dist(x0, Y ) > γ rx, wobei γ die Konstante in
(4.16b) ist. Dann gilt für alle y ∈ Y die Abschätzung (4.17).

b) Wenn X,Y η-zulässig im Sinne von (4.8a) sind, gilt rx < diamX und
dist(x0, Y ) ≥ dist(X,Y ), sodass ϑ < ηγ. Damit garantiert η ≤ 1/γ exponen-
tielle Konvergenz.

x0 Y

X

Abb. 4.3. Beispiel für
dist(x0, Y ) ≈ dist(X, Y )

Anders als im eindimensionalen Fall (d = 1)
braucht dist(x0, Y ) nicht wesentlich größer als
dist(X,Y ) zu sein, auch wenn diam(X) nicht klein
ist. Das Gegenbeispiel ist in Abbildung 4.3 veran-
schaulicht.

Die im Weiteren diskutierten Interpolationsfehler
können als Taylor-Fehler angesehen werden, wenn
man die Interpolationsstützstellen xi gegen das
Taylor-Entwicklungszentrum x0 streben lässt (vgl.
Lemma 4.2.9, Korollar 4.2.11 und Satz 4.2.13b).

4.2.6 Interpolationsfehler für d = 1

Sowohl die Taylor-Entwicklung als auch die Interpolation (4.13) mit den
Stützstellen xi führen auf den Fehler10

κ(x, y)− κ
(k)(x, y) =

ω(x)
k!

∂k
xκ(x, y)

∣∣∣
x=ξ

mit ω(x) :=
k∏

i=1

(x− xi) , (4.18)

9 Es wird lediglich die Ungleichung (4.16c) benötigt.
10 Im Falle der Čebyšev-Knoten xi ∈ [a, b] ist

∏k
i=1 (x − xi) = ( b−a

4
)kTk(ξ) für

ξ = (x − a+b
2

)/ b−a
2

∈ [−1, 1]. Damit folgt
∣∣∣
∏k

i=1 (x − xi)
∣∣∣ ≤ ( b−a

4
)k für alle x ∈

[a, b]. Im Fall der Taylor-Entwicklung gilt dagegen
∣∣∣
∏k

i=1 (x − xi)
∣∣∣ = |x − x0|k ≤

( b−a
2

)k. Für beliebige Wahl der xi ∈ [a, b] trifft
∣∣∣
∏k

i=1 (x − xi)
∣∣∣ ≤ (b − a)k zu.
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wobei ξ ein Zwischenwert im Intervall [min{x, x1, . . . , xn},max{x, x1, . . . , xn}]
ist (im Taylor-Fall ist xi := x0 für alle i zu setzen; vgl. (B.14)).

Für viele Zwecke sind ableitungsfreie Fehlerabschätzungen hilfreicher.
Hierbei ist vorausgesetzt, dass κ(·, y) bezüglich des ersten Argumentes in einer
komplexen Umgebung analytisch ist (vgl. Satz B.3.3).

Lemma 4.2.9. κ(x, y) sei asymptotisch glatt 11 in X × Y ⊂ R × R, wobei
X ein Intervall sei. Die Interpolation bezüglich x verwende Stützstellen in X
und produziere κ

(k)(x, y) (Grad der Polynominterpolation ist k− 1). Es gelte
k > 0 und k + s ≥ 0 (s aus (4.16e)). Dann gilt die Abschätzung

∥∥∥κ(·, y)− κ
(k)(·, y)

∥∥∥
∞,X

≤ c1

[
c′2 · diam(X)
dist(y,X)

]k

für alle y ∈ Y \X (4.19)

mit Konstanten c1, c
′
2 unabhängig von k. Die gleiche Abschätzung gilt für die

Taylor-Approximation (4.10) mit x0 ∈ X.

Beweis. Gemäß (4.18) ist

|κ(x, y)− κ
(k)(x, y)| ≤

∣∣∣∣
1
k!
ω(x)∂k

xκ(ξ, y)
∣∣∣∣ ≤

cas(k)
k!

‖ω‖∞ |ξ − y|−k−s.

Da der Zwischenwert ξ in X liegt, folgt |ξ − y|−k−s ≤ dist(y,X)−k−s. Die
Funktion ω(x) =

∏k
i=1 (x− xi) kann im schlechtesten Falle durch diam(X)k

abgeschätzt werden. Der günstigste Fall ‖ω‖∞ = (diam(X)
4 )k ergibt sich für

die Čebyšev-Knoten xi (vgl. (B.20*)). Es gilt also ‖ω‖∞ ≤ (c′′2)k diam(X)k

für ein c′′2 ∈
[
1
4 , 1

]
. Schließlich ist cas(k)

k! = C kr γk mit C, r, γ aus (4.16b). Zur
Vereinfachung folgen wir der Anmerkung 4.2.6a und nehmen o.B.d.A. r = 0
an, d.h. cas(k)

k! = C γk. Insgesamt erhalten wir

|κ(x, y)− κ
(k)(x, y)| ≤ C γk (c′′2)k diam(X)k dist(y,X)−k−s.

Wir setzen c1 := C dist(y,X)−s, c′2 := γc′′2 und gelangen zu (4.19).
Da im η-zulässigen Fall

diam(X) ≤ η dist(X,Y ) ≤ η dist(y,X) für alle y ∈ Y

gilt, folgt der nächste Satz, der die Ungleichung (4.14) bestätigt.

Satz 4.2.10. Zusätzlich zu den Voraussetzungen in Lemma 4.2.9 seien X,Y
η-zulässig im Sinne von (4.8a). Dann gilt mit den Konstanten c1, c

′
2 aus (4.19)

die Abschätzung
‖κ − κ

(k)‖∞,X×Y ≤ c1 (c′2 η)
k
. (4.20)

11 Es wird lediglich die Ungleichung (4.16e) benötigt.
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Korollar 4.2.11. a) Die Konstante c′2 aus (4.19) und (4.20) ist γ/4 mit γ
aus (4.16e) im Falle der Čebyšev-Interpolation (vgl. §B.3.1.4). Für die Taylor-
Entwicklung im Čebyšev-Zentrum von X gilt c′2 = γ/2.

b) Für κ(x, y) = |x − y|−a und κ(x, y) = log |x − y| (k > 0) ist γ = 1
(vgl. Satz E.1.1) und damit c′2 = 1/4 bzw. c′2 = 1/2 in beiden Fällen aus a).

c) Im Falle der Interpolation bezüglich y ∈ Y gilt entsprechend

∥∥∥κ(x, ·)− κ
(k)(x, ·)

∥∥∥
∞,Y

≤ c1

[
c′2 · diam(Y )
dist(x, Y )

]k

für alle x ∈ X\Y. (4.21)

Die Zulässigkeitsbedingung (4.8b) liefert (4.20).
d) Interpolation bezüglich x ∈ X und y ∈ Y führt auf

∥∥∥κ − κ
(k)

∥∥∥
∞,X×Y

≤ c1

[
c′2 ·max{diam(X),diam(Y )}

dist(X,Y )

]k

. (4.22)

Mit der Zulässigkeitsbedingung (4.8d) folgt wieder (4.20).

4.2.7 Verschärfte Fehlerabschätzung

Für die eindimensionale Interpolation lässt sich wie für die Taylor-
Entwicklung in Anmerkung 4.2.4 ein verschärftes Resultat zeigen, das
exponentielle Konvergenz für alle Parameterwerte η garantiert. Zwar steigen
die k-unabhängigen Faktoren in der nachfolgenden Abschätzung (4.23) für
dist(y,X) ↘ 0 polynomiell gegen ∞. Aber der Faktor [1 + 2 dist(y,X)

γ diam(X) ]−k

konvergiert für dist(y,X) ↘ 0 exponentiell gegen null.

Satz 4.2.12. κ(x, y) sei asymptotisch glatt 12 in X×Y ⊂ R×R, wobei X ein
kompaktes Intervall sei und X ∩Y = ∅. Die Interpolation in x vom Polynom-
grad k − 1 habe auf X die Stabilitätskonstante Cstab (vgl. (B.17)) und produ-
ziere die Interpolierende κ

(k)(· , y). Dann gilt die Abschätzung
∥∥∥κ(·, y)− κ

(k)(·, y)
∥∥∥
∞,X

(4.23)

≤ K

[
1 +

γ diam(X)
dist(y,X)

]
kr+1

dist(y,X)s

[
1 +

2dist(y,X)
γ diam(X)

]−k

(y ∈ Y )

mit K := 4e (1 + Cstab)C und C, r, γ aus (4.16e). Sind X,Y η-zulässig im
Sinne von (4.8a), so folgt

∥∥∥κ − κ
(k)

∥∥∥
∞,X×Y

≤ K (1 + γη)
kr+1

dist(X,Y )s

(
γη

2 + γη

)k

.

12 Es wird lediglich die Ungleichung (4.16e) benötigt.
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Beweis. y ∈ Y sei fest. Der Interpolationsfehler ‖κ(·, y)− κ
(k)(·, y)‖∞,X ist

gemäß Lemma B.3.2 abschätzbar durch (1 + Cstab) multipliziert mit dem
Bestapproximationsfehler. Für Letzteren wird in Lemma B.2.3 die Schranke
(B.11b) bereitgestellt. Die Größen Cu, γu für u = κ(·, y) aus (B.11a) ergeben
sich aus (4.16e) als Cu := C kr dist(y,X)−s und γu := γ /dist(y,X). Ein-
setzen dieser Größen in (B.11b) zeigt die Behauptung.

Die letzte Ungleichung des Satzes liefert über Lemma 4.1.4a wieder (4.14).

4.2.8 Interpolationsfehler für d > 1

Im mehrdimensionalen Fall d > 1 verwenden wir die Tensorprodukt-Inter-

polation im Quader X =
d∏

i=1

[ai, bi]. Der Interpolationsfehler beträgt

∣∣∣κ(x, y)− κ
(k)(x, y)

∣∣∣ ≤ 1
m!

Cd−1
stab(m)

d∑

i=1

‖ωi‖∞,[ai,bi]

∥∥∂m
xi
f
∥∥
∞,X

(4.24)

mit ωi(xi) :=
m∏

j=1

(xi − xi,j) ,

wobei k = md (vgl. (B.22)). Zur Stabilitätskonstante Cstab(m) vergleiche man
(B.17) und (B.21).

Man beachte, dass der Separationsrang k und der Polynomgrad m nicht
mehr wie für d = 1 identisch sind. Wegen k = md verschlechtert sich der
Separationsrang für eine fixierte Genauigkeit mit zunehmender Dimension d.

Satz 4.2.13. a) κ(x, y) sei asymptotisch glatt 13 in X×Y ⊂ R
d×R

d. Dabei sei
X =

∏d
i=1[ai., bi]. Die Tensorprodukt-Interpolation verwende den Grad m− 1

in allen Koordinatenrichtungen xi mit Stützstellen in [ai., bi] und produziere
κ

(k)(x, y) (k = md). Für die Stabilitätskonstante gelte Cstab(m) ≤ O(constm).
Ferner sei m+ s ≥ 0 (s aus (4.16e)). Dann gilt die Abschätzung

∥∥∥κ(·, y)− κ
(k)(·, y)

∥∥∥
∞,X

≤ c1

[
c′2 · diam∞(X)

dist(y,X)

]m

für alle y ∈ Y \X (4.25)

mit Konstanten c1, c
′
2 unabhängig von m. Hierbei ist

diam∞(X) = max{bi − ai : 1 ≤ i ≤ d}

der Durchmesser bezüglich der Maximumnorm. Sind X,Y η-zulässig im Sinne
von diam∞(X) ≤ η dist(X,Y ), so folgt (4.14).

b) Die Taylor-Entwicklung (4.10) vom Grad m − 1 um x0 ∈ X liefert
k = k(m− 1, d) Terme (vgl. (4.11)). Der Taylor-Rest genügt der Ungleichung

13 Es wird lediglich die Ungleichung (4.16e) benötigt.



70 4 Separable Entwicklung und ihr Bezug zu Niedrigrangmatrizen

∥∥∥κ(·, y)− κ
(k)(·, y)

∥∥∥
∞,X

≤ c1

[
c′2 · diam(X)
dist(y,X)

]m

für alle y ∈ Y \X, (4.26)

wobei jetzt diam(X) mittels der Euklidischen Norm definiert ist. Sind X,Y
η-zulässig im Sinne von (4.8a), so folgt (4.14).

Beweis. a) Da in (4.24) nur Ableitungen in einer Koordinatenrichtung
auftreten, wird die asymptotische Glattheit lediglich in der Form (4.16e)
benötigt. Der Beweis von Lemma 4.2.9 kann analog auf den Fall d > 1
übertragen werden. Zu beachten ist nur der zusätzliche Faktor Cd−1

stab(m) in
(4.24), der die Wahl von c2 beeinflusst.

b) Der Taylor-Rest Rm−1 = 1
m!D

m
x−x0

κ(x0+ϑ (x− x0) , y) aus (B.7) lautet
nach der Normierung t := |x− x0|−1 (x− x0) ∈ R

d

|Rm−1| =
|x− x0|m

m!
|Dm

t κ(x0 + ϑ (x− x0) , y)|

≤ C |x− x0|m γm|x0 + ϑ (x− x0)− y|−m−s

und ist durch O ([|x− x0| γ/dist(y,X)]m) beschränkt.

4.3 Weitere separable Entwicklungen

4.3.1 Andere Interpolationsverfahren ∗

Die Polynominterpolation ist wegen ihrer Einfachheit oft die erste Wahl, aber
andere Interpolationsverfahren können ebensogut verwendet werden. Hierzu
gehören zum Beispiel die trigonometrische Interpolation (vgl. [129]) oder die
in §D.2 diskutierte Sinc-Interpolation.

Stückweise Interpolationen kommen weniger in Frage, da dort die Fehler-
abschätzungen ungünstiger sind. Wenn allerdings die Kernfunktion κ nicht
asymptotisch glatt, sondern nur stückweise glatt ist, wären stückweise Inter-
polationen wie in §4.3.3 beschrieben die beste Methode.

Auf Interpolation bzw. Approximation durch Exponentialfunktionen wird
speziell in Abschnitt 4.3.4 hingewiesen.

4.3.2 Transformationen ∗

Eine weitere Möglichkeit ist, die Funktion κ(x, y) zuerst mittels x = ϕ(t)
geeignet zu transformieren: κ̃(t, y) := κ(ϕ(t), y). Die Interpolation von κ̃(t, y)
liefere die Darstellung

κ̃(t, y) ≈ κ̃
(k)(t, y) =

∑

j

κ̃(tj , y)Lj(t)
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(tj : Stützstellen, Lj : Lagrange-Funktionen14). Sei ϕ−1 die Umkehrfunktion zu
ϕ. Dann schreibt sich die Näherung äquivalent in der Form

κ(x, y) ≈ κ
(k)(x, y) =

∑

j

κ(ϕ(tj), y)Lj(ϕ−1(x)).

Das Resultat lässt sich als eine Interpolation mit Hilfe der Funktionen
Lj(ϕ−1(·)) deuten. Diese Methode ist zum Beispiel interessant, wenn ϕ die
Parametrisierung einer Kurve beschreibt.

4.3.3 Stückweise separable Entwicklung ∗

Der Bereich X ×Y , in dem die separable Entwicklung (4.1) bestimmt werden
soll, kann auch disjunkt in Teilbereiche zerlegt werden, die jedoch alle die
Produktform X ′×Y ′′ besitzen müssen. Separable Entwicklungen in den Teil-
bereichen können dann zu einer separablen Entwicklung im Gesamtbereich
zusammengesetzt werden.

Beispielsweise wähle man eine disjunkte Zerlegung von X in X1∪̇X2 und
von Y in Y1∪̇Y2. Für alle vier Kombinationen Xi × Yj ⊂ X × Y bestimme
man jeweils eine separable Entwicklung

κ
(k,i,j)(x, y) =

k∑

ν=1

ϕ(k,i,j)
ν (x)ψ(k,i,j)

ν (y) für x ∈ Xi, y ∈ Yj (1 ≤ i, j ≤ 2).

Dabei dürfen die jeweiligen Entwicklungen nach unterschiedlichen Methoden
konstruiert sein. Wir setzen

ϕ
(4k)
1+4(ν−1)+2(i−1)+j−1 := ϕ

(k,i,j)
ν · χXi

,

ψ
(4k)
1+4(ν−1)+2(i−1)+j−1 := ψ

(k,i,j)
ν · χYj

,
(1 ≤ i, j ≤ 2, 1 ≤ ν ≤ k)

wobei χC die charakteristische Funktion der Menge C bezeichnet. Produkte
mit χC seien außerhalb von C stets als null definiert, auch wenn der andere
Faktor dort nicht definiert ist. Damit erhält man eine separable Entwicklung
der Form (4.1):

κ
(4k)(x, y) =

4k∑

ν=1

ϕ(4k)
ν (x)ψ(4k)

ν (y) =
2∑

i,j=1

k∑

ν=1

(
ϕ(k,i,j)

ν χXi

)
(x)

(
ψ(k,i,j)

ν χYj

)
(y).

Die Zahl der Terme beträgt k multipliziert mit der Anzahl der Teilbereiche
(hier 4). Man überzeugt sich leicht, dass für (x, y) ∈ Xi′ × Yj′ alle Kombina-
tionen i, j aus

∑2
i,j=1 zu null führen bis auf i = i′, j = j′, sodass κ

(4k)(x, y)
wie vorher mit

∑k
ν=1 ϕ

(k,i,j)
ν (x)ψ(k,i,j)

ν (y) übereinstimmt.

14 Lj heißt Lagrange-Funktion, wenn sie im gewünschten Interpolationsraum liegt
und Lj(tk) = δjk (Kronecker-Symbol) erfüllt. Falls der Interpolationsraum durch
Polynome gegeben ist, sind die Lj die Lagrange-Polynome.
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Anmerkung 4.3.1. Beim stückweisen Vorgehen darf die Zerlegung des x-
Bereiches nicht vom Argument y abhängig gemacht werden und umgekehrt.
Wie im obigen Beispiel müssen die Teilbereiche kartesische Produkte Xi × Yj

sein. Es ist z.B. nicht möglich, das Quadrat [0, 1]2 in die beiden Dreiecke
{(x, y) : 0 ≤ x ≤ y ≤ 1} und {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x ≤ 1} zu zerlegen.

4.3.4 Kerne, die von x − y abhängen

Viele der interessanten Kernfunktionen sind eine Funktion der Differenz x−y,
d.h.

κ(x, y) = s(x− y).

Wenn x und y in X bzw. Y variieren, gehört die Differenz t = x− y zu

Bt := Bt(X,Y ) := {x− y : x ∈ X, y ∈ Y }.

Falls man s(·) in Bt durch ein Polynom approximiert: s(t) ≈ P (t) (Taylor-
Entwicklung, Interpolation usw.), ist P (x− y) offenbar ein Polynom gleichen
Grades in x und y. Wegen (4.4) ist damit eine separable Approximation (4.1)
für κ(x, y) = s(x− y) gefunden, bei der ϕ(k)

ν und ψ
(k)
ν Polynome sind.

Eine weitere Möglichkeit ist die Approximation von s(t) durch eine b/a

der Form s(k)(t) :=
∑k

ν=1 ων exp(−ανt) (vgl. §13.2.3.2, §D.4.2). Dann besitzt
κ

(k)(x, y) :=s(k)(x− y) den gleichen Separationsrang k.
Zum Teil wendet man für verschiedene Bereiche von t verschiedene Ent-

wicklungen an. Wegen Anmerkung 4.3.1 kann ein Bereich aber nicht impli-
zit durch

{
(x, y) : t ≤ x− y ≤ t

}
definiert werden, sondern muss die Gestalt

X × Y besitzen. Umgekehrt ist zu beachten, dass auch für disjunkte Bereiche
X×Y und X ′×Y ′ die Mengen Bt(X,Y ) und Bt(X ′, Y ′) überlappen können.

4.3.5 L-harmonische Funktionen ∗

Die in §4.2 behandelten Approximationen verwenden Polynome. Für die Wahl
der Polynome spricht, dass diese für analytische Funktionen die optimale
Approximationsordnung liefern.

In vielen Anwendungen sind die Kernfunktionen Fundamentallösungen
elliptischer Gleichungen, das heißt, sie erfüllen Lxκ(x, y) = δ(x − y) und
L∗

yκ(x, y) = δ(x− y). Dabei sind L ein elliptischer Differentialoperator (z.B.
L = Δ =

∑d
i=1 ∂

2/∂x2
i ) und L∗ der adjungierte Operator. Der untere Index

in Lx bzw. L∗
y besagt, dass L auf die x- bzw. y-Variable angewandt wird.

δ(·) ist die Diracsche Deltafunktion. Wählt man disjunkte Bereiche X und Y,
folgt Lxκ(x, y) = L∗

yκ(x, y) = 0 für x ∈ X und y ∈ Y. Damit sind κ(·, y)
L−harmonisch und κ(x, ·) L∗-harmonisch im Sinne der folgenden
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Definition 4.3.2. Eine Funktion u(·) mit Lu = 0 heißt L-harmonisch15.

Für die Entwicklung κ
(k)(x, y) =

∑k
ν=1 ϕ

(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y) kann man fordern,
dass auch κ

(k) L-harmonisch in x und L∗-harmonisch in y seien:

Lϕ(k)
ν = 0, L∗ψ(k)

ν = 0.

Für den Laplace-Operator Δ ergeben sich als Kandidaten die harmo-
nischen Polynome. Im Falle d = 2 lauten die harmonischen Polynome in
x = (x1, x2) :

Grad = 0 : 1
Grad = 1 : x1 x2

Grad = 2 : x2
1 − x2

2 x1x2

Grad = 3 : x3
1 − 3x1x

2
2 x3

2 − 3x2
1x2

Grad = 4 : x4
1 − 6x2

1x
2
2 + x4

2 x3
1x2 − x1x

3
2

Der offensichtliche Vorteil ist, dass die Anzahl der harmonischen Polynome bis
zu einem Grad m nurO(m) beträgt (stattO(m2) im allgemeinen Fall; vgl. An-
merkung 4.2.1). Bei Raumdimension d reduziert sich die Zahl von O(md) auf
O(md−1). Die Hinzunahme der nicht-harmonischen Polynome verbessert die
Approximation an eine harmonische Funktion nicht.

Ansätze mit L-harmonischen Funktionen werden in Multipol-Verfahren
verwendet (vgl. [122], Sauter-Schwab [125, §7.1.3.2]). Man beachte, dass für
spezielle Differentialoperatoren L auch spezielle Funktionensysteme benötigt
werden. Für L mit variablen Koeffizienten kennt man im Allgemeinen die
L-harmonischen Funktionen nicht explizit.

4.3.6 Separable Entwicklungen mittels Kreuzapproximation ∗

Die Anwendung der Kreuzapproximation auf bivariate Funktionen wird in
§9.4.4 erläutert werden. Sie liefert separable Entwicklungen, die in §9.4.5 für
die sogenannte hybride Kreuzapproximation ausgenutzt werden.

4.3.7 Die optimale separable Entwicklung

Bei Matrizen ermöglicht die Singulärwertzerlegung die beste Approximation
durch Rang-k-Matrizen (vgl. Satz 2.4.1). Im Anhang C.4 findet sich die Her-
leitung der Singulärwertzerlegung für kompakte Operatoren. Das Resultat ist
die Darstellung

15 Falls Δu = 0 für den Laplace-Operator Δ =
∑d

i=1(∂/∂xi)
2 gilt, heißt u harmo-

nisch. Der Name “L-harmonisch” ist eine Verallgemeinerung für andere Differen-
tialoperatoren L als Δ. Die Bedingung Lu = 0 kann auch in der schwachen Form
(Variationsformulierung) angegeben werden.
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κ(x, y) =
∞∑

ν=1

σν ϕν(x)ψν(y) (x ∈ X, y ∈ Y ) (4.27)

mit Singulärwerten σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σν ↘ 0 und Funktionensystemen
{ϕν : ν ∈ N} und {ψν : ν ∈ N}, die jeweils Orthonormalsysteme in L2(X) bzw.
L2(Y ) darstellen (vgl. Satz C.4.1 und Anmerkung C.4.2b).

Wie im Matrixfall ergibt sich die beste k-Term-Approximation als die Teil-
summe

κ
(k)(x, y) =

k∑

ν=1

σν ϕν(x)ψν(y) (x ∈ X, y ∈ Y ), (4.28)

die (4.1) mit ϕ(k)
ν := σνϕν und ψ

(k)
ν = ψν entspricht. Die Fehler sind gemäß

(C.17) und (C.20)

‖KXY −K(k)
XY ‖L2(X)←L2(Y ) = σk+1,

‖κ − κ
(k)‖L2(X×Y ) = ‖KXY −K(k)

XY ‖F =
√∑∞

ν=k+1 σ
2
ν .

(4.29)

Dabei sind KXY und K(k)
XY die Integraloperatoren mit den auf X×Y definier-

ten Kernfunktionen κ und κ
(k):

(KXY u) (x) :=
∫

Y

κ(x, y)u(y)dy,

(K(k)
XY u)(x) :=

∫

Y

κ
(k)(x, y)u(y)dy

(x ∈ X) (4.30)

(vgl. Fußnote 22 auf Seite 18). Es gibt kein κ
(k) von der Form (4.1),

das in (4.29) bessere Abschätzungen erzielen kann (vgl. Satz C.4.6).
Damit bestimmen allein die Singulärwerte σν die bestmöglichen Fehler
‖KXY −K(k)

XY ‖L2(X)←L2(Y ) und ‖κ − κ
(k)‖L2(X×Y ) .

Im Allgemeinen ist die Entwicklung (4.27) nicht zugänglich. Interessant ist
aber bereits das asymptotische Verhalten der Singulärwerte σν . Falls beispiels-
weise |σν | ≈ c′1 exp (−c′2να) gilt, wäre eine separable Entwicklung mit dem
Fehlerverhalten (4.5) (bei gleichem α) asymptotisch optimal.

4.4 Diskretisierung von Integraloperatoren mit
separablen Kernfunktionen

4.4.1 Einführung: Separable Entwicklung und
Galerkin-Diskretisierung

Zum Zwecke der Einführung nehmen wir die folgende Situation an:

1. Die quadratische Matrix K ∈ R
I×I werde auf einen zulässigen Block

b = τ × σ (τ, σ ⊂ I) beschränkt.
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2. Die Funktion κ(x, y) sei für x, y ∈ Γ definiert. Gegeben Teilbereiche X
und Y von Γ, betrachten wir im Folgenden die Beschränkung von κ(x, y)
auf X×Y und die hierdurch definierten Integraloperatoren KXY und K(k)

XY

aus (4.30).
3. Der Zusammenhang von K und κ(x, y) sei durch (1.28) gegeben:

Kij =
∫

Γ

∫
Γ

κ(x, y)φi(x)φj(y)dxdy (φi für i ∈ I sind die Basisfunktionen
des Galerkin-Verfahrens, vgl. (1.22a)). Die Voraussetzung an die
Indexteilmengen τ, σ ist, dass sie im folgenden Sinne zu X,Y passen:

Träger(φi) ⊂ X für i ∈ τ und Träger(φj) ⊂ Y für j ∈ σ. (4.31)

Damit lässt sich der Integrationsbereich von Γ ×Γ auf X ×Y reduzieren:

Kij =
∫

X

∫

Y

κ(x, y)φi(x)φj(y)dxdy für alle i ∈ τ, j ∈ σ. (4.32)

4. Zu einem k sei eine Approximation κ
(k)(x, y) =

∑k
ν=1 ϕ

(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y)
gemäß (4.1) gegeben.

In (4.32) ersetzen wir κ durch κ
(k) und erhalten

K
(k)
ij :=

∫

X

∫

Y

κ
(k)(x, y)φi(x)φj(y)dxdy für alle i ∈ τ, j ∈ σ. (4.33)

Dies definiert den Matrixblock K(k)|τ×σ, vorausgesetzt dass die Mengen X,Y
aus (4.31) die Zulässigkeitsbedingung aus §4.1.3 erfüllen16.

Der Fehler K(k)|τ×σ −K|τ×σ hängt offenbar eng mit κ − κ
(k) zusammen

und wird in §4.5 diskutiert werden. Die folgende Feststellung ist einfach, aber
fundamental.

Satz 4.4.1. Wenn κ
(k) ein separabler Ausdruck der Form (4.1) ist, gehört

K(k)|τ×σ zu R(k, τ, σ).

Beweis. Für i ∈ τ und j ∈ σ ist

K
(k)
ij =

∫

X

∫

Y

κ
(k)(x, y)φi(x)φj(y)dxdy

=
k∑

ν=1

∫

X

∫

Y

ϕ(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y)φi(x)φj(y)dxdy =

=
k∑

ν=1

∫

X

ϕ(k)
ν (x)φi(x)dx

︸ ︷︷ ︸
=: aiν

∫

Y

ψ(k)
ν (y)φj(y)dy

︸ ︷︷ ︸
=: bjν

=
k∑

ν=1

aiνbjν

=
(
AB�)

i,j
.

16 Mit der später eingeführten Notation wird dies als τ×σ ∈ P+ geschrieben. Es wird
auch (kleine) Blöcke b = τ × σ ∈ P− geben, die nicht notwendigerweise zulässig
sind und für die die exakten Matrixwerte K(k)|b = K|b verwendet werden.
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Damit ist offenbar K(k)|τ×σ = AB� eine Matrix aus R(k, τ, σ).
Somit ist anhand der Galerkin-Diskretisierung illustriert, wie man von

der Existenz einer separablen Approximation vom Separationsrang k zu einer
R(k, τ, σ)-Matrix geführt wird17. Diese Implikation ist nicht auf die Galerkin-
Diskretisierung beschränkt, wie man in §4.4.2 sehen wird.

4.4.2 Separable Entwicklung und allgemeine Diskretisierungen ∗

Seien K|b die Untermatrix zum Indexblock b = τ × σ und κ(·, ·) : Γ ×Γ → R

die Integralkernfunktion des Integraloperators K aus (1.25b), wobei Γ eine
Oberfläche oder ein Teilbereich von R

d sein kann.
Wir betrachten die Funktion κ nur in dem Teilbereich

κ : X × Y → R,

in dem die separable Entwicklung (4.1) gelte (hierzu wird im Allgemeinen
vorausgesetzt, dass X,Y ⊂ Γ einer der Zulässigkeitsbedingungen (4.8a-d)
genügen). Die Beschränkung aufX×Y definiert den IntegraloperatorKXY aus
(4.30). KXY kann als Abbildung zwischen den Hilbert18-Räumen L2(Y ) und
L2(X) angesehen werden kann (vgl. Definition C.3.7). Wir gehen im Folgenden
von einer separablen Entwicklung κ

(k) gemäß (4.1) aus und definieren hierzu
den Integraloperator K(k)

XY wie in (4.30).
Gemäß (1.33a,b) lassen sich alle Diskretisierungen von K als K = Λ1KΛ∗

2

schreiben, wobei Λi : L2(Γ ) → R
n (i = 1, 2) lineare Abbildungen sind. Die

Komponenten Λ1,j von Λ1 sind Funktionale. Die Beschränkung auf τ ergibt
Λ1|τ := (Λ1,j)j∈τ (gleiche Notation wie in (1.12)). Analog sei Λ2|σ definiert.

Wie in (4.31) setzen wir voraus, dass

Träger(Λ1,i) ⊂ X für i ∈ τ, Träger(Λ2,j) ⊂ Y für j ∈ σ (4.34)

(vgl. Definition C.3.2). Eine triviale Folge ist

Kij = (Λ1KΛ∗
2)ij = Λ1,iKΛ∗

2,j = Λ1,iKXY Λ∗
2,j für i ∈ τ, j ∈ σ, (4.35a)

oder

K|b = Λ1|τ K (Λ2|σ)∗ = Λ1|τ KXY (Λ2|σ)∗ für b = τ × σ. (4.35b)

Approximation von κ durch κ
(k) liefert

K
(k)
ij := Λ1,iK(k)

XY Λ∗
2,j für i ∈ τ, j ∈ σ (4.35c)

17 Man beachte, dass der Rang kleiner ausfallen darf: Der Fall Rang(K(k)|τ×σ) < k
kann auch dann auftreten, wenn k in (4.1) minimal ist.

18 David Hilbert, am 23. Januar 1862 in Königsberg (Preußen) geboren und am 14.
Februar 1943 in Göttingen gestorben.
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oder in kompakter Form19

K(k)|b = Λ1|τ K(k)
XY (Λ2|σ)∗ mit

{
Λ1|τ = (Λ1,i)i∈τ ,
Λ2|σ = (Λ1,j)j∈σ .

(4.35d)

Mit Hilfe der Übung C.3.3 erhält man die

Anmerkung 4.4.2. a) Galerkin: Für die Abbildungen Λ1 = Λ2 des Galerkin-
Verfahrens gilt

Träger(Λ1,j) = Träger(Λ2,j) = Träger(φj) (4.36a)

(φj : Basisfunktion aus (1.28)).
b) Kollokation: Für das Kollokationsverfahren in den Kollokationspunkten

xi ist
Träger(Λ1,i) = {xi} (xi aus (1.30)), (4.36b)

während (4.36a) für Λ2 zutrifft.
c) Nystrøm: Der Punktwert (4.36b) gilt auch für die beiden zum Nystrøm-

Verfahren gehörenden Abbildungen Λ1 und Λ2.
d) Die Bedingungen (4.34) erfordern daher

Galerkin-Verfahren:
Träger(φi) ⊂ X für i∈ τ, Träger(φj) ⊂ Y für j ∈ σ,

(4.37a)

Kollokationsverfahren:
xi ∈ X für i ∈ τ, Träger(φj) ⊂ Y für j ∈ σ,

(4.37b)

Nystrøm-Verfahren:
xi ∈ X für i ∈ τ, xj ∈ Y für j ∈ σ. (4.37c)

Die Verallgemeinerung des Satzes 4.4.1 lautet wie folgt.

Satz 4.4.3. Sei b = τ × σ ein Indexblock.

Λ1|τ : L2(X) → R
τ und Λ2|σ : L2(Y ) → R

σ

seien lineare Abbildungen mit der Trägereigenschaft (4.31). Der separable
Ausdruck κ

(k) sei von der Form (4.1), und der zugehörige Integraloperator
K(k)

XY sei durch (4.30) definiert. Dann liefert

K(k)|b = (Λ1|τ )K(k)
XY (Λ2|σ)∗ =

k∑

ν=1

Λ1|τ (ϕ(k)
ν )

(
Λ2|σ(ψ(k)

ν )
)�

(4.38)

=
k∑

ν=1

aνb
�
ν

19 Die Schreibweise K(k)|b = Λ1|τ K(k) (Λ2|σ)∗ mit K(k) statt K(k)
XY wäre nicht

korrekt, da K(k) als Operator von L2(Γ ) nach L2(Γ ) nicht definiert ist. Nur
wenn Γ × Γ in disjunkte Teilbereiche der Form X × Y zerlegt ist und auf allen
Teilbereichen eine Approximation κ

(k) definiert ist, lässt sich K(k) erklären.
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mit aν = Λ1|τ (ϕ(k)
ν ) ∈ R

τ und bν = Λ2|σ(ψ(k)
ν ) ∈ R

σ eine Darstellung als
Rang-k-Matrix.

Beweis. a) Wegen (4.31) sind die Funktionale Λ1,i(ϕ
(k)
ν ) (i ∈ τ) und Λ2,j(ψ

(k)
ν )

(j ∈ σ) wohldefiniert und ergeben die Vektoren aν ∈ R
τ und bν ∈ R

σ.

b) Definitionsgemäß ist bν = Λ2|σ(ψ(k)
ν ) ∈ R

σ, sodass für alle u ∈ R
σ gilt:

b�ν u = (bν , u)
Rσ =

(
Λ2|σ ψ(k)

ν , u
)

Rσ
=
(
ψ(k)

ν , (Λ2|σ)∗ u
)

L2(Y )

=
∫

Y

ψ(k)
ν (y)

(
(Λ2|σ)∗ u

)
(y) dy. (4.39)

Für x ∈ Y und u ∈ R
σ folgt

(
K(k)

XY (Λ2|σ)∗u
)

(x) =
∫

Y

κ
(k)(x, y)

(
(Λ2|σ)∗u

)
(y) dy

=
∫

Y

( k∑

ν=1

ϕ(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y)
) (

(Λ2|σ)∗u
)
(y) dy

=
k∑

ν=1

ϕ(k)
ν (x)

∫

Y

ψ(k)
ν (y)

(
(Λ2|σ)∗ u

)
(y) dy =

(4.39)

k∑

ν=1

ϕ(k)
ν (x) b�ν u,

also
(
K(k)

XY (Λ2|σ)∗
)

(x) =
∑k

ν=1 ϕ
(k)
ν (x) b�ν . Anwendung von Λ1|τ liefert

K(k)|b = Λ1|τK(k)
XY (Λ2|σ)∗ = Λ1|τ

(
k∑

ν=1

ϕ(k)
ν b�ν

)

=
k∑

ν=1

Λ1|τ (ϕ(k)
ν ) b�ν =

k∑

ν=1

aνb
�
ν .

4.5 Approximationsfehler ∗

4.5.1 Operatornormen

In diesem Abschnitt werden wir den Fehler K|b −K(k)|b eines Matrixblockes
zu b = τ × σ studieren, der durch die Approximation von κ durch κ

(k) her-
vorgerufen wird. Der Fehler der Gesamtmatrix K(k) wird später in §6.5.4
diskutiert werden, nachdem die Partition der Matrix in Teilblöcke festgelegt
worden ist.

Drei mathematische Objekte können Gegenstand der Fehlerbetrachtung
sein:
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• der Fehler K|b −K(k)|b der Matrixblöcke,
• die Differenz KXY −K(k)

XY der Operatoren oder
• die Differenz κ − κ

(k) der Kernfunktionen,

wobei die letzten beiden Größen eineindeutig aufeinander bezogen sind. Für
alle genannten Größen bieten sich mehrere Normen an. Eine bequeme Norm
für KXY − K(k)

XY ist die Hilbert-Schmidt20-Norm ‖·‖F (vgl. (C.19)), denn es
gilt der definitionsgemäße Zusammenhang

‖KXY −K(k)
XY ‖F = ‖κ − κ

(k)‖L2(X×Y ). (4.40a)

Naheliegender ist oft die Operatornorm von L(L2(Y ), L2(X)) (vgl. §C.3 zur
Definition der Norm). Aufgrund der Ungleichung

‖KXY −K(k)
XY ‖L2(X)←L2(Y ) ≤ ‖KXY −K(k)

XY ‖F (4.40b)

gelingt die Kombination mit (4.40a).
Diese auf L2-Normen basierenden Abschätzungen sind für das Galerkin-

Verfahren geeignet. Bei der Kollokation verlangt die Punktauswertung
bezüglich x zumindest Stetigkeit in x, sodass ‖K − K(k)‖C(X)←L2(Y )

naheliegt. Im Nystrøm-Fall ist Stetigkeit in beiden Variablen notwendig:
‖K − K(k)‖C(X)←C(Y ). Auch hier lassen sich leicht die Zusammenhänge
zwischen KXY −K(k)

XY und κ − κ
(k) beschreiben, z.B. gilt

‖KXY −K(k)
XY ‖C(X)←L2(Y ) = sup

x∈X
‖κ(x, ·)− κ

(k)(x, ·)‖L2(Y ). (4.40c)

Auch diese Norm kann zur Abschätzung von ‖·‖L2(X)←L2(Y ) verwendet
werden (μ(X): Maß von X):

‖KXY −K(k)
XY ‖L2(X)←L2(Y ) ≤

√
μ(X) ‖KXY −K(k)

XY ‖C(X)←L2(Y ). (4.40d)

4.5.2 Matrixnormen

Der interessante Zusammenhang ist der zwischen K|b − K(k)|b einerseits
und KXY − K(k)

XY bzw. κ − κ
(k) andererseits. Wir werden uns hier auf das

Galerkin-Verfahren konzentrieren, für das in §C.5.2 die Prolongation P, die
Restriktion R und die Gramsche21 (Masse-)Matrix M eingeführt werden. Für
das Galerkin-Verfahren gilt gemäß (1.33b) und Anmerkung 4.4.2, dass die die
Diskretisierung charakterisierenden Abbildungen Λ1, Λ2

R = Λ1 = Λ2, P = Λ∗
1 = Λ∗

2

lauten (vgl. (C.24)). Für die Beschränkungen R|τ notieren wir kürzer Rτ .
Entsprechend ist Pσ := P |σ = R∗

σ.

20 Erhard Schmidt, geboren am 13 Januar 1876 in Dorpat (jetzt Tartu, Estland),
gestorben am 6 Dezember 1959 in Berlin.

21 Jörgen Pedersen Gram, geboren am 27. Juni 1850 in Nustrup (Dänemark), ge-
storben am 29. April 1916 in Kopenhagen.
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Lemma 4.5.1. R, K|b und K(k)|b seien mittels der Galerkin-Diskretisierung
definiert. a) Es gilt:

‖Rτ‖2 := ‖Rτ‖Rτ←L2(X) = ‖Mτ‖1/2
2 , ‖Rσ‖2 = ‖Mσ‖1/2

2 , (4.41a)

wobei Mτ := M |τ×τ die Beschränkung der Gramschen Matrix (1.24) ist. Ent-
sprechend ist Mσ = M |σ×σ.
b) Bezüglich der Spektralnorm gilt

∥∥∥K|b −K(k)|b
∥∥∥

2
≤ ‖Rτ‖2 ‖Rσ‖2 ‖K − K(k)‖L2(X)←L2(Y ). (4.41b)

c) Komponentenweise gilt

|Kij−K(k)
ij | ≤ ‖κ−κ

(k)‖L2(Träger(φi)×Träger(φj))‖φi‖L2(X)‖φj‖L2(Y). (4.41c)

d) Die Frobenius-Norm wird abgeschätzt durch
∥∥∥K|b −K(k)|b

∥∥∥
F
≤ ‖κ − κ

(k)‖L2(X×Y ) ‖Mτ‖1/2
2 ‖Mσ‖1/2

2 . (4.41d)

Beweis. a) Teil a) folgt aus Lemma C.5.1b.
b) Folgerung aus K|b −K(k)|b =

(C.33) und (4.35b)
RτKPσ − RτK(k)Pσ =

Pσ=(Rσ)∗

Rτ

(
K −K(k)

)
(Rσ)∗ und der Abschätzung der Faktoren.

c) Man wende die Schwarzsche22 Ungleichung an auf

Kij −K
(k)
ij =

∫

X×Y

(
κ − κ

(k)
)
(x, y)φi(x)φj(y)dxdy.

d) Die lineare Abbildung λ : L2(X × Y ) → R
b sei mittels

λ(g) = (γij)(i,j)∈b mit γij =
∫

X×Y

g(x, y)φi(x)φj(y)dxdy

definiert, sodass Kij − K
(k)
ij = λ

(
κ − κ

(k)
)
. Wie in a) gilt ‖λ‖22 = ‖λλ∗‖2.

λλ∗ ist das Tensorprodukt Mτ ⊗ Mσ und daher ‖λλ∗‖2 = ‖Mτ‖2‖Mσ‖2
(vgl. Übung 15.3.2).

Übung 4.5.2. Man zeige ‖Mτ‖2 ≤ ‖
∑

j∈τ μ(Träger(φj))|φj |2‖∞,X , wobei μ
das entsprechende Flächen-, Volumen- oder Oberflächenmaß und ‖·‖∞,X die
Maximumnorm in X sind.

22 Hermann Amandus Schwarz, geboren am 25. Januar 1843 in Hermsdorf, gestorben
am 30. November 1921 in Berlin.



4.5 Approximationsfehler ∗ 81

4.5.3 Sachgerechte Normen

Die Normen ‖K|b − K(k)|b‖2 oder ‖K|b − K(k)|b‖F sind nicht die besten
Beschreibungen des Fehlers. Beispielsweise können Matrizen verschiedener
Diskretisierungsarten verschieden skaliert sein (die Koeffizienten Kij der
Galerkin- und der Nystrøm-Diskretisierung unterscheiden sich um den Faktor
h2d, wobei h die Schrittweite sei und d die Dimension des Integrations-
bereichs). Bei ungleichmäßigen Schrittweiten, beispielsweise bei lokaler
Gitterverfeinerung, ist die Galerkin-Matrix in verschiedenen Bereichen unter-
schiedlich skaliert. Eine Standardmatrixnorm nimmt hierauf keine Rücksicht.
Bessere Matrixnormen basieren auf der Norm ||| · ||| aus §C.5.3.

Die Galerkin-Diskretisierung kann mit Hilfe der orthogonalen Projektio-
nen Πτ ,Πσ, die auf den Ansatzraum span{φj : j ∈ σ} ⊂ L2(Y ) bzw. den
Testraum span{φj : j ∈ τ} ⊂ L2(X) abbilden, definiert werden. Das nach-
folgende Lemma stellt die Zusammenhänge zwischen K|b, KXY , Πτ ,Πσ, der
Prolongation Pσ und den Massematrizen Mτ = P ∗

τ Pτ und Mσ = P ∗
σPσ her.

Die Aussage ergibt sich aus Lemma C.5.6. Man beachte den Zusammenhang
von Pσ = (Λ2|σ)∗ mit Rτ = Λ1|τ (Λi aus Anmerkung 4.4.2, R vom Beginn
dieses Unterkapitels) mittels R|τ = Rτ und Pτ = R∗

τ .
Die Darstellung K|b = R∗

τ KPσ und die Definition der Projektionen
Πτ ,Πσ ergeben das nächste Lemma.

Lemma 4.5.3. In der Galerkin-Diskretisierung besteht zwischen K und K der
Zusammenhang

Pτ M
−1
τ K|b M−1

σ P ∗
σ = Πτ K Πσ ,

wobei Pτ : R
τ → L2(X) mit x = (xj)j∈τ ∈ R

τ �→
∑

j∈τ xjφj und Πτ =
PτM

−1
τ P ∗

τ . Die Abbildungen Πτ und Πσ sind die orthogonalen Projektionen
auf span{φj : j ∈ τ} bzw. span{φj : j ∈ σ}. Ebenso gilt

Pτ M
−1
τ K(k)|b M−1

σ P ∗
σ = Πτ K(k) Πσ .

Die Norm ‖PτM
−1
τ K|bM−1

σ P ∗
σ‖L2(X)←L2(Y ) entspricht im Wesentlichen

der Norm von K und ist insbesondere invariant gegenüber der Basiswahl,
gegenüber Skalierungen der φj bzw. gegenüber unterschiedlichen Gittergrößen
bei lokal verfeinerten Triangulationen. Deshalb ist diese Norm den vorher-
gehenden vorzuziehen. Dies legt die Verwendung der folgenden Operatornorm
nahe (vgl. auch §C.5.3):

|||A||| := ‖M−1/2
τ A M−1/2

σ ‖2 für A ∈ R
τ×σ. (4.42)

Auf Grund von (C.29d) gilt die Identität

‖PτM
−1
τ K|b M−1

σ P ∗
σ‖L2(X)←L2(Y ) = ‖M−1/2

τ K|b M−1/2
σ ‖2. (4.43)

Satz 4.5.4. Für die Galerkin-Diskretisierung gilt die Identität und Ab-
schätzung
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|||K|b −K(k)|b||| = ‖Πτ

(
K −K(k)

)
Πσ‖L2(X)←L2(Y ) (4.44)

≤ ‖K −K(k)‖L2(Xτ )←L2(Xσ) ≤ ‖K −K(k)‖L2(X)←L2(Y )

mit Xτ ⊂ X und Xσ ⊂ Y aus (5.5a,b).

Beweis. Analog zu (C.34) gilt

Πτ

(
K −K(k)

)
Πσ = PτM

−1
τ

(
K|b −K(k)|b

)
M−1

σ P ∗
σ .

Die L(L2(Y ), L2(X))-Norm des letzten Ausdruckes ist gemäß (4.43)
gleich |||K|b − K(k)|b|||. Die letzte Ungleichung in (4.44) ist Folge von
‖Πτ‖L2(X)←L2(X) = ‖Πσ‖L2(Y )←L2(Y ) = 1.

Übung 4.5.5. Wie ist ||| · ||| für die Fälle der Kollokations- bzw. Nystrøm-
Diskretisierung zu definieren?

Aus diesem und dem vorigen Abschnitt lassen sich die folgenden Schlüsse
ziehen:

• Eine separable Approximation κ
(k)(x, y) =

∑k
ν=1 ϕ

(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y) in
X × Y führt auf eine Rang-k-Matrix K(k)|b in b = τ × σ, wenn die
Trägerbedingung aus (4.37a-c) zutrifft.

• Der Matrixfehler K|b −K(k)|b gemessen in der Norm ||| · ||| ist beschränkt
durch den Operatornormfehler ‖K − K(k)‖L2(X)←L2(Y ).

Es bleibt die prinzipielle Aufgabe, Approximationen κ
(k) mit Separa-

tionsrang k zu finden, sodass ‖K − K(k)‖L2(X)←L2(Y ) möglichst klein ist.
Die bestmögliche Approximation ergibt sich wieder durch die Singulärwert-
entwicklung (4.28). Konkrete Approximationen sind in §§4.2-4.3 konstruiert
worden.

Im nachfolgenden Kapitel wird die Matrix in Unterblöcke partitioniert.
Die obigen Fehlerabschätzungen für K|b−K(k)|b können für alle Blöcke b der
Partition angewandt werden. Die Abschätzungen für die Gesamt-H-Matrix
findet sich dann in §6.5.4.



5

Matrixpartition

5.1 Einleitung

5.1.1 Ziele

Am einfachsten wäre es, wenn die gesamte Matrix M ∈ R
I×J durch eine Rang-

k-Matrix approximiert werden könnte. Da dies in der Praxis selten möglich
ist, wurde schon in §1.7.1 angekündigt, dass stattdessen Untermatrizen M |b
bei geeigneter Auswahl der Blöcke b ⊂ I × J durch Rang-k-Matrizen er-
setzt werden. Im einführenden Beispiel von §3 wurde im Falle der Indexmenge
I = J = {1, . . . , n = 2p} eine Zerlegung der Matrix in 3n − 2 Untermatrizen
angegeben (vgl. (3.4)). Wir nennen dies eine Blockpartition der Matrix (kurz:
“Partition”; genauer gesagt ist es eine Partition der zugrundeliegenden Index-
paarmenge I×J). Die exakte Definition einer Blockpartition P von I×J wird
in Definition 1.3.6 gegeben.

Im Folgenden sammeln wir Wünsche an eine solche Partition:

1. Die Partition P soll möglichst wenige Blöcke enthalten, da eine Erhöhung
der Anzahl den Speicheraufwand wachsen lässt. Eine Anzahl #P =
O(max{#I,#J}) wie im einführenden Beispiel wäre wünschenswert.

Da alle Blöcke zusammen #I·#J Einträge enthalten, d.h.
∑

b∈P #b = #I·#J ,
ist eine möglichst kleine Blockanzahl mit der nächsten Forderung äquivalent:

2. Die Blöcke b ∈ P der Partition P müssen möglichst groß sein. Zudem gibt
es eine Mindestgröße, da die Ersetzung einer Untermatrix M |b mit b =
τ ×σ durch eine Rang-k-Matrix nur Sinn macht, wenn k < min{#τ,#σ};
noch besser wäre k � min{#τ,#σ}.

3. Zu große Blöcke b enthalten Untermatrizen M |b, deren Approximation
durch eine Rang-k-Matrix vielleicht ein zu großes k verlangt. Daher
müssen die Blöcke b ∈ P der Partition P klein genug sein, sodass M |b
noch durch eine Rang-k-Matrix mit relativ kleinem k gut approximierbar
ist.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 5,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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4. Die Blockstruktur der Blockpartition muss so geartet sein, dass die
Matrixoperationen wie im einführenden Beispiel von §3 möglichst billig
durchführbar sind.

Offensichtlich sind die 2. und 3. Bedingung gegenläufig. Die Wünsche
nach geringen Speicherkosten und hoher Approximationsgenauigkeit sind
nicht gleichzeitig realisierbar. Die richtige Balance wird mit Hilfe der
Zulässigkeitsbedingung aus §5.2 erreicht werden.

Die 4. Bedingung wendet sich gegen eine Blockzerlegung wie z.B. in

M =

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .
. Hier wäre eine Multiplikation M ·M sehr erschwert, da die

Zeilen- und Spaltenindex-Untermengen der Blöcke nicht richtig zusammen-
passen. Eine geeignete Blockstruktur der Partition muss wie in §3 aus einer
hierarchischen Konstruktion hervorgehen. Dies wird Gegenstand von §§5.3-5.4
sein.

§5.3 liefert eine Menge T (I) von Blöcken (die sogenannten “Cluster”), die
Teilmengen der Indexmenge I sind. Diese Blöcke können benutzt werden, um
einen Vektor x ∈ R

I in einen Blockvektor zu zerlegen. Der “Clusterbaum”
T (I) wird Blöcke jeder Größenordnung enthalten, sodass sowohl grobe als
auch feine Blockstrukturen zur Verfügung stehen.

Da die Matrixeinträge durch Indexpaare (i, j) ∈ I × J indiziert werden,
braucht man für Matrizen den “Blockclusterbaum” T (I × J). Dieser wird in
§5.5 eingeführt.

Im Folgenden werden wir eine Teilmenge (ein “Cluster”) der allgemeinen
Indexmenge I mit dem griechischen Buchstaben τ bezeichnen (τ wird Element
des Baumes T (I) sein). Für Paare von Clustern werden im Allgemeinen die
Notationen τ und σ (z.B. in τ × σ) gewählt. Der Block b = τ × σ ist Element
des Blockclusterbaums T (I × J).

5.1.2 Eindimensionales Modellbeispiel

Zur Illustration der folgenden Konstruktionen wird eine eindimensionale
Integralgleichung als Modellbeispiel verwendet:

u(x) +
∫ 1

0

log |x− y|u(y)dy = g(x) für x ∈ [0, 1]. (5.1)

Das Intervall B = [0, 1] wird äquidistant in n = 2p Teilintervalle

Ji = [(i− 1)h, ih], 1 ≤ i ≤ n,

der Länge h = 1/n unterteilt. Die stückweise konstanten Funktionen

φi(x) =
{

1 für x ∈ Ji,
0 sonst

}
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definieren den Unterraum Vn = span{φ1, . . . , φn}. Dazu werden die Kolloka-
tionspunkte ξi =

(
i− 1

2

)
h gewählt. Die Indexmenge ist demnach

I = {1, 2, . . . , n} (5.2)

Das Kollokationsverfahren lautet:

Man suche u ∈ Vn mit u(ξi) +
∫ 1

0

log |ξi − y|u(y)dy = g(ξi) für i ∈ I.

Macht man den Ansatz u =
∑

i∈I xiφi, erhält man für x = (xj)j∈I ∈ R
I das

Gleichungssystem

x +Kx = g (5.3)

mit Kij :=
∫ jh

(j−1)h

log |ξi − y|dy, g = (gi)i∈I , gi := g(ξi)

(vgl. (1.29) und (1.30)). Um an die Notation K = Λ1KΛ∗
2 aus (1.33a) anzu-

knüpfen, wählt man die Funktionale1 Λ1,i und Λ2,i (Komponenten von Λ1, Λ2)
als

Λ1,i(u) = u(ξi), Λ2,j(u) =
∫ jh

(j−1)h

u(y)dy (i, j ∈ I).

Im Falle des Galerkin-Verfahrens wäre Λ1,i(u) =
∫ ih

(i−1)h
u(y)dy von der

gleichen Gestalt wie Λ2,j . Die Approximation des Integrals durch eine 1-
Punkt-Gauß-Quadratur liefert Λ1,i(u) = hu(ξi) . Somit führt die Galerkin-
Diskretisierung mit dieser Quadratur zu den Gleichungen aus (5.3) multi-
pliziert mit dem Faktor h.

Für die Träger der Funktionale gilt

Träger(Λ1,i) = {ξi}, Träger(Λ2,j) = Jj = [(j − 1)h, jh]. (5.4)

Es wird sich herausstellen, dass für diese Matrix die Blockstruktur aus
Abbildung 5.1 die am besten geeignete ist.

5.2 Zulässige Blöcke

5.2.1 Metrik der Cluster

Sei τ ⊂ I eine beliebige Teilmenge (“Cluster”) der Indexmenge. Zu jedem
i ∈ τ gehöre wie in (5.4) eine Teilmenge Xi ⊂ R

d. Xi kann eine Punktmenge
sein (z.B. Xi = {ξi} wie links in (5.4)) oder eine Teilmenge mit positivem
Volumen (z.B. Xi = [(i− 1)h, ih] wie rechts in (5.4)). Die Standardwahl im
zweiten Fall ist

Xi = Träger(φi), (5.5a)

1 Die Kollokation Λ1 ist auf V = L2(B) nicht definierbar. Hier nutzt man jedoch
aus, dass die rechte Seite g ∈ L2(B) in (5.1) zu einer Lösung u ∈ H1(B) ⊂ C(B)
führt. Damit gilt u ∈ C(B), und Λ1 : C(B) → R

n ist wohldefiniert.
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Abb. 5.1. Blockstruktur aus der
Rekursion (5.15) für eine 128 ×
128-Matrix

wobei φi die Basisfunktion zu i ist.

Beispiel 5.2.1. In dem Beispiel aus §5.1.2
liegt eine quadratische Matrix vor, aber
wegen der unterschiedlichen Träger in (5.4)
sollte die Matrix K aus (5.3) als Element
von R

I×J betrachtet werden, wobei I und J
zwar isomorph sind, aber als elementfremd
behandelt werden. Dann sind Xi = {ξi} für
i ∈ I und Xj = [(j − 1)h, jh] für j ∈ J wohl-
unterscheidbar.

Für jede Teilmenge τ von I definieren wir

Xτ :=
⋃

i∈τ

Xi ⊂ R
d (τ ⊂ I) . (5.5b)

Wir nennen Xτ den Träger der Teilmenge τ.
Damit lassen sich der Durchmesser eines Clusters τ und der Abstand zweier
Cluster τ und σ (bezüglich der Euklidischen Norm) definieren:

diam(τ) := max{‖x′ − x′′‖ : x′, x′′ ∈ Xτ}, τ ⊂ I, (5.6a)
dist(τ, σ) := min{‖x− y‖ : x ∈ Xτ , y ∈ Xσ}, τ ⊂ I, σ ⊂ J, (5.6b)

wobei J eine zweite Indexmenge ist (eventuell mit I = J).
Selbst wenn Xi = {ξi} einfache Punktmengen sind, kann die Berechnung

von diam(τ) aufwändig werden. Ein einfacher Fall liegt dagegen für Quader
vor. Zur Vereinfachung werden daher wie im folgenden Lemma Quader als
Obermengen gewählt.

Lemma 5.2.2. a) Wenn Xτ ⊂ R
d im Quader Qτ =

∏d
i=1[ai, bi] enthalten

ist, gilt

diam(τ) ≤ diam(Qτ ) =

√∑d

i=1
(bi − ai)

2 (5.7a)

(analog gilt diam∞(τ) ≤ diam∞(Qτ ) = maxd
i=1 (bi − ai) bezüglich der Maxi-

mumnorm).
b) Wenn Xτ ⊂ Qτ =

∏
[aτ

i , b
τ
i ] und Xσ ⊂ Qσ =

∏
[aσ

i , b
σ
i ], lässt sich die

Distanz durch

dist(τ, σ) ≥ dist(Qτ , Qσ) =

√∑d

i=1
dist2([aτ

i , b
τ
i ], [aσ

i , b
σ
i ]) (5.7b)

abschätzen (analog gilt dist∞(τ, σ) ≥ maxd
i=1 dist([aτ

i , b
τ
i ], [aσ

i , b
σ
i ]) bezüglich

der Maximumnorm).
c) Der kleinste Quader mit Xτ ⊂ Qτ heißt Minimalquader Qmin(Xτ )

(“bounding box”). Sei Xj = {ξj} oder sei Xj (z.B. Quader, Tetraeder usw.)
die konvexe Hülle mehrerer {ξj}. Die benötigten Punkte seien (ξk

j )k=1,...,K mit
K = O(#τ). Dann ist der Minimalquader mit O(#τ) Operationen berechen-
bar.
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Beweis zu c). Die ai, bi in der Darstellung Qτ =
∏d

i=1[ai, bi] des Minimal-
quaders sind das Minimum bzw. Maximum der Komponenten (ξj)i bzw. (ξk

j )i,
1 ≤ k ≤ K, über alle j ∈ τ. Diese Extrema werden mit O(#τ) Operationen
berechnet. �

Es sei bemerkt, dass die Definition der Quader von der Achsenorientierung
abhängig ist. Die Definition geeigneter Quader Qτ ⊃ Xτ beliebiger Orien-
tierung wäre möglich, würde aber die Berechnung wesentlich komplizierter
gestalten. Die nächste Anmerkung soll darauf aufmerksam machen, dass Qτ

sich deutlich von Teilmengen des Integrationsbereiches B unterscheiden kann.

Anmerkung 5.2.3. Wenn der Integrationsbereich B ⊂ R
d eine (d − 1)-

dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt, ist Xτ von der Dimension d − 1, die
Obermenge Qτ aber von der Dimension d.

5.2.2 Zulässigkeit

Für Matrizen in R
I×J sind die Blöcke durch das Produkt τ × σ der Cluster

τ ⊂ I und σ ⊂ J charakterisiert. In Anlehnung an Definition 4.1.7 gilt die

Definition 5.2.4 (η-Zulässigkeit eines Blockes). Sei η > 0. Zu den
Clustern τ ⊂ I und σ ⊂ J seien die Träger Xτ und Xσ assoziiert. Der
Block b = τ × σ heißt η-zulässig, wenn

min{diam(τ),diam(σ)} ≤ η dist(τ, σ) (5.8)

im Sinne von (5.6a,b).

X Xτ σ

σdiam(X  )τdiam(X  )

dist(X ,Y )στ

Abb. 5.2. Clusterträger
Xτ und Xσ

Die Abbildung 5.2 entspricht der Abbildung 4.1
mit X und Y durch Xτ und Xσ ersetzt.

Anmerkung 5.2.5. a) Wenn der spezielle Wert von
η nicht explizit betont werden soll oder η aus
dem Zusammenhang hervorgeht, wird nur von der
Zulässigkeit von b gesprochen.

b) In Analogie zu (4.8d) und (4.8a,b) gibt es die folgenden Varianten der
η-Zulässigkeit:

max{diam(τ),diam(σ)} ≤ η dist(τ, σ), (5.9a)
diam(τ) ≤ η dist(τ, σ), (5.9b)
diam(σ) ≤ η dist(τ, σ). (5.9c)

Da die exakte Berechnung von diam(τ), diam(σ), dist(τ, σ) sehr aufwändig
wäre, ist die folgende Aussage hilfreich, die aus den Ungleichungen (5.7a,b)
abgeleitet wird.
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Lemma 5.2.6. Sei b = τ × σ, und Xτ ⊂ Qτ und Xσ ⊂ Qσ gelte mit
den (Minimal-)Quadern aus Lemma 5.2.2. Dann folgt die η-Zulässigkeits-
bedingung (5.8) aus

min{diam(Qτ ),diam(Qσ)} ≤ η dist(Qτ , Qσ). (5.10)

Analog folgen (5.9a-c) aus den entsprechenden Ungleichungen für Qτ und Qσ.

Das Ziel der Charakterisierung eines zulässigen Blocks ist, hierdurch in-
direkt Blöcke zu identifizieren, die gut durch Rang-k-Matrizen approximiert
werden können. Wie der nächste Satz zeigt, ist die Zulässigkeitsbedingung
(5.8) auf asymptotisch glatte Kernfunktionen zugeschnitten.

K sei ein Integraloperator (1.25b) mit asymptotisch glatter Kernfunktion
κ(x, y) in X × Y ⊂ R

d × R
d. Die Diskretisierung von K ergebe die Matrix

K ∈ R
I×I . Für den η-zulässigen Block b = τ × σ ⊂ I × I gelte Xτ ⊂ X und

Xσ ⊂ Y . Aufgrund der η-Zulässigkeit ist

min{diam(Xτ ),diam(Xσ)} ≤ η dist(Xτ ,Xσ).

O.B.d.A.2 sei das Minimum für diam(Xτ ) angenommen. Damit sind Xτ und
Xσ η-zulässig im Sinne der Definition 4.1.7. Für die verschiedenen Konstruk-
tionen separabler Entwicklungen κ

(k) sind in §4.2 Abschätzungen der Art

‖κ − κ
(k)‖∞,Xτ×Xσ

≤ c1

[
c2 · diam(Xτ )
dist(Xτ ,Xσ)

]m

≤ c1 (c2η)
m (5.11)

nachgewiesen worden, wobei k = k(m − 1, d) = O(md) der Separationsrang
ist. In (5.11) lässt sich der Exponent m auch als O(k1/d) ausdrücken.

Nach Satz 4.4.3 gehört zu κ
(k) der Matrixblock K(k)|b ∈ R

b, der eine
Rang-k-Matrix darstellt. Satz 4.5.4 garantiert die Fehlerabschätzung

|||K|b −K(k)|b||| ≤ ‖K − K(k)‖L2(Xτ )←L2(Xσ) (b = τ × σ). (5.12)

Da ‖K−K(k)‖L2(Xτ )←L2(Xσ) ≤
√
μ(Xτ )μ(Xσ)‖κ−κ

(k)‖∞,Xτ×Xσ
(μ(·): Maß

passend zum Integrationsgebiet) eine triviale Abschätzung ist, liefert die Kom-
bination von (5.11) und (5.12) die Fehlerschranke

|||K|b −K(k)|b||| ≤ c1
√
μ(Xτ )μ(Xσ) (c2η)

m (k = k(m− 1, d) = O(md)).

Damit fällt der Fehler exponentiell mit m, vorausgesetzt dass η < 1/c2. Die
Beschränkung von η entfällt, wenn die verschärften Ungleichungen (4.17)
oder (4.23) gelten, in denen statt c2η zum Beispiel 1/

[
1 + 2 dist(Xτ ,Xσ)

γ diam(Xτ )

]
≤

1/
[
1 + 2

γη

]
< 1 auftritt.

2 Sonst ist die Interpolation bzw. Taylor-Entwicklung bezüglich y vorzunehmen.
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Satz 5.2.7. K sei ein Integraloperator (1.25b) mit asymptotisch glatter Kern-
funktion κ(x, y) in Γ × Γ ⊂ R

d × R
d. Die Diskretisierung von K ergebe

die Matrix K ∈ R
I×I . Die obigen Konstruktionen mögen die Approxima-

tion K(k)|b für einen η-zulässigen Block b = τ × σ definieren. Dann gelten
Ungleichungen der Form

|||K|b −K(k)|b||| ≤ c1
√
μ(Xτ )μ(Xσ) (c2η)

c3k1/d

.

5.2.3 Verallgemeinerte Zulässigkeit

Die Zulässigkeitsbedingung (5.8) ist die passende Beschreibung, wenn in einer
Ungleichung wie (5.11) der Quotient diam(Xτ )/dist(Xτ ,Xσ) die kritische
Größe ist. Für Kernfunktionen, deren Eigenschaften von den asymptotisch
glatten Funktionen stark abweichen, sind aber auch andere Charakterisierun-
gen denkbar.

Die Zulässigkeitsbedingung ist kein Selbstzweck, sondern nur ein beque-
mes Hilfsmittel, um a priori Informationen über die Approximierbarkeit eines
Matrixblockes M |b durch R(k, b)-Matrizen zu erhalten. Erhält man diese In-
formationen oder Zusatzinformationen auf andere Weise, sollte man dies in
die Definition der Zulässigkeit einbauen. Ist z.B. nur eine einzige Matrix M
als hierarchische Matrix darzustellen und ist bekannt, dass M |b = 0 ein Null-
block ist, so sollte b als zulässig erklärt werden, damit keine unnötigen Block-
zerlegungen auftreten. Dieser Fall tritt beispielsweise bei der LU-Zerlegung
auf, bei der bestimmte Nullblöcke der schwach besetzten Ausgangsmatrix M
während der LU-Zerlegung nicht aufgefüllt werden, sodass L|b = U |b = 0 für
die Faktoren von M = LU gilt (vgl. §9.2.6).

Für die weiteren Überlegungen kann die konkrete Zulässigkeitsbedingung
(5.8) durch eine allgemeine Boolsche Funktion

Adm : P(Rd)× P(Rd) → {true, false} (5.13a)

(P(Rd) ist die Potenzmenge: Menge der Teilmengen von R
d) ersetzt werden,

die die folgende Monotonie-Eigenschaft besitzen soll:

(X ⊂ X ′ ∧ Y ⊂ Y ′ ∧Adm(X ′, Y ′) = true) ⇒ Adm(X,Y ) = true, (5.13b)

d.h. Untermengen zulässiger Mengen seien ebenfalls zulässig. Eventuell muss
auch die Symmetrie

Adm(X,Y ) ⇐⇒ Adm(Y,X) (5.13c)

vorausgesetzt werden, die für (5.8) und (5.9a) zutrifft, nicht aber für (5.9b,c).

Anmerkung 5.2.8. Im Falle der Zulässigkeitsbedingung (5.8) wurde die
Monotonie-Eigenschaft (5.13b) in Lemma 5.2.6 ausgenutzt. Mit (5.13b)
ist es auch für die allgemeine Zulässigkeitsbedingung (5.13a) möglich, die
Zulässigkeit anhand einfacherer Obermengen zu prüfen.
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5.2.4 Erläuterung am Beispiel aus §5.1.2

Sei h = 1/n. Die Matrix K = (Kij)i∈I,j∈J aus (5.3) führt gemäß (5.4) auf die
Trägermengen3

Xτ =
{
(i− 1

2 )h : i ∈ τ
}
⊂ [0, 1],

Xσ = [minj∈σ (j − 1)h,maxj∈σ jh] ⊂ [0, 1].
(5.14)

In §3 wurde in (3.3) für n = 4 die Blockmatrix verwendet. Wir

prüfen den oberen rechten Block b = τ × σ mit τ = {1, 2}, σ = {3, 4}. Die
zugehörigen Trägermengen sind Xτ = {1/8, 3/8} und Xσ = [1/2, 1], sodass
min{diam(τ),diam(σ)} = diam(τ) = 1/4 und dist(τ, σ) = 1/8. Für beliebiges
n = 2p ergibt sich für den oberen rechten Block min{diam(τ),diam(σ)} =
diam(τ) = diam({h/2, 3h/2, . . . , (n

2 −
1
2 )h}) = 1/2 − h und dist(τ, σ) = h/2,

sodass
min{diam(τ),diam(σ)}

dist(τ, σ)
=

1/2− h

h/2
=

1
h
− 2

nicht gleichmäßig durch ein η abgeschätzt werden kann. Damit erfüllt dieser
Block nicht die Zulässigkeitsbedingung (5.8). Infolgedessen ist die Partition
aus §3 nicht zulässig im Sinne der späteren Definition 5.5.6b.

Eine Abhilfe sieht wie folgt aus. Die Rekursion Hp =
[
Hp−1 Rp−1

Rp−1 Hp−1

]
aus

(3.2d) wird ersetzt durch

Hp =
[
Hp−1Np−1

N ∗
p−1Hp−1

]
, Np =

[
Rp−1Rp−1

Np−1Rp−1

]
, N ∗

p =
[
Rp−1N ∗

p−1

Rp−1Rp−1

]
. (5.15)

Diese führt auf die Blockstruktur aus Abbildung 5.1 von Seite 86. Für den
Block links von dem rechts oben liegenden Block in Abbildung 5.1 gilt τ =
{1, . . . , 32} und σ = {65, . . . , 96}, sowie min{diam(τ),diam(σ)} = diam(τ) =
1/4− h, dist(τ, σ) = 1/4 + h/2. Die Ungleichung

min{diam(τ),diam(σ)} ≤ η dist(τ, σ) mit η = 1 (5.16)

ist nicht nur für diesen Block erfüllt, sondern für alle Blöcke in Abbildung 5.1,
ausgenommen die 1 × 1-Blöcke im Tridiagonalband. Damit sind alle Blöcke
bis auf die genannten Ausnahmen η-zulässig mit η = 1.

Es ist leicht nachzuprüfen, dass auch Matrizen vom Format (5.15) Kosten
der gleichen Größenordnung wie für (3.2d) verursachen (vgl. Hackbusch [69]).
Damit bleiben die günstigen Eigenschaften hinsichtlich der formatierten
Matrixoperationen erhalten.

Dass das Matrixformat (5.15) die Eigenschaft (5.16) für alle Blöcke außer-
halb des Tridiagonalbandes besitzt, liegt an zwei Gegebenheiten:
3 Damit die Darstellung für Xσ richtig ist, muss angenommen werden, dass σ alle

Indizes j min := min{j ∈ σ}, j min + 1, j min + 2, . . ., j max := max{j ∈ σ} mit
Träger in diesem Intervall enthält (vgl. (5.21)).



5.3 Clusterbaum T (I) 91

a) Das Matrixformat ist regelmäßig und die Schrittweite in §5.1.2 äquidistant.
b) Das Modellproblem ist eindimensional, sodass der Indexabstand im Wesent-
lichen proportional zum Abstand der Träger ist.

Da wir aber auch für nichtregelmäßige Diskretisierungen und höherdimen-
sionale Probleme ein passendes Blockformat konstruieren wollen, brauchen
wir Verfahren, die anhand der Diskretisierung die Blockzerlegung automatisch
finden. Dies ist das Thema der beiden folgenden Unterkapitel.

5.3 Clusterbaum T (I)

Die konkrete Konstruktion eines Clusterbaums wird in §5.4 nachgeholt. In
diesem Abschnitt wird nur der Rahmen in Form einer formalen Definition ge-
geben. Die grundlegenden Begriffe zu Bäumen (Wurzel, Söhne, Blätter, usw.)
sind in Anhang A erklärt.

5.3.1 Definitionen

Wir gehen von einer (endlichen) Indexmenge I aus. Der Clusterbaum T (I) ist
erklärt als Zerlegungsbaum der Menge I im Sinne der Definition A.4.1. Dazu
seien die Elemente von T (I) mit τ notiert. S(τ) sei die Menge der Söhne von τ.
Mit L(T (I)) wird die Menge der Blätter bezeichnet: L(T (I)) = {τ : S(τ) = ∅}.
Die Bedingungen an T (I) lauten dann

I ∈ T (I) ist die Wurzel des Baumes T (I), (5.17a)

für alle τ ∈ T (I)\L(T (I)) ist
⋃

σ∈S(τ)

σ = τ disjunkte Vereinigung (5.17b)

(vgl. §A.4). Anwendung von (5.17b) auf τ = I zeigt induktiv, dass τ ⊂ I für
alle τ ∈ T (I) gilt (d.h. T (I) ⊂ P(I) ). Zusätzlich sei τ = ∅ ausgeschlossen:

T (I) ⊂ P(I)\{∅}. (5.17c)

Da Teilmengen τ ⊂ I “Cluster” (von Indizes aus I) genannt werden, erklärt
sich der Name “Clusterbaum”.

Eventuell möchte man zu kleine bzw. hinreichend große Cluster kennzeich-
nen und führt deshalb die folgende Boolsche Funktion ein:

GrösseT (I) : P(I) → {true, false} mit den Eigenschaften:

GrösseT (I)(τ) = true und τ ′ ⊃ τ ⇒ GrösseT (I)(τ ′) = true,

GrösseT (I)(τ) = false für alle τ ∈ L(T (I)).

(5.18)

Die erste Bedingung bedeutet: Ist τ hinreichend groß, so auch jede Ober-
menge. Die zweite Bedingung besagt, dass Blatt-Cluster hinreichend klein
sein müssen. Eine Verschärfung der Bedingungen wird in Anmerkung 5.3.7
eingeführt.
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Beispiel 5.3.1. Sei nmin ∈ N fixiert. Die Standarddefinition von GrösseT (I)

lautet
GrösseT (I)(τ) := (#τ > nmin) . (5.19)

Sie genügt der Bedingung (5.18), vorausgesetzt die Blätter von T (I) enthalten
höchstens nmin Elemente.

Anmerkung 5.3.2. Die gewählte Beschreibung kann auf das folgende Problem
führen. Falls ein τ ∈ T (I) nur einen Sohn besitzt, muss nach Eigenschaft
(5.17b) für den Sohn σ ∈ S(τ) die Gleichheit τ = σ gelten, was im Wider-
spruch dazu steht, dass der Sohn und der Vater zwei verschiedene Elemente
des Baumes sein müssen. Diese Schwierigkeit lässt sich auf mehrere Weisen
vermeiden:

1) Man führt die präzise, aber umständlichere Schreibweise aus Definition
A.4.1 ein, bei der man zwischen den Baumknoten v ∈ T (I) und den Bezeich-
nungen (Clustern) μ(v) ∈ P(I)\{∅} unterscheidet, oder

2) man ersetzt τ durch das Paar (τ, �) ∈ T (�)(I), wobei � die Stufe bezeich-
net (vgl. (A.2)), oder

3) man verbietet den Konfliktfall durch die Vorschrift

#S(τ) = 1 für alle τ ∈ T (I). (5.17d)

Im Folgenden verwenden wir die einfachere Notation aus (5.17a-c). Falls
(5.17d) nicht gilt, fällt es nicht schwer, je nach Zusammenhang τ ∈ T (I) als
Baumelement bzw. als Cluster (eigentlich μ(τ)) zu interpretieren. Die Sohn-
funktion S(τ) bezieht sich zum Beispiel stets auf τ als Baumelement.

Schließlich sei daran erinnert, dass zu jedem τ ∈ T (I) eine Trägermenge
Xτ gehört. Die Definition (5.5b) zusammen mit (5.17b) liefert

Xτ =
⋃

σ∈S(τ)

Xσ für τ ∈ T (I)\L(T (I)). (5.20)

5.3.2 Beispiel

Im Modellbeispiel aus §5.1.2 ist J = {1, . . . , n}. Für eine Zweierpotenz n = 23

bietet sich ein binärer Clusterbaum an:

J = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} Stufe 0
/ \

{1, 2, 3, 4} {5, 6, 7, 8} Stufe 1
/ \ / \

{1, 2} {3, 4} {5, 6} {7, 8} Stufe 2
/ \ / \ / \ / \
{1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} Stufe 3

(5.21)

Die zugehörigen Träger Xτ (zweiter Fall in (5.14)) sind die Intervalle
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[0,1] Stufe 0

/ \
[0, 12 ] [ 12 ,1] Stufe 1

/ \ / \
[0, 14 ] [ 14 , 12 ] [ 12 , 34 ] [ 34 ,1] Stufe 2

/ \ / \ / \ / \
[0, 18 ] [ 18 , 14 ] [ 14 , 38 ] [ 38 , 12 ] [ 12 , 58 ] [ 58 , 34 ] [ 34 , 78 ] [ 78 ,1] Stufe 3

Im Falle von n = 2L besteht der binäre Baum T (J) aus den Clustern
{τ �

i : 0 ≤ � ≤ L, 1 ≤ i ≤ 2�} , wobei

τ �
i =

{
(i− 1) · 2L−� + 1, (i− 1) · 2L−� + 2, . . . , i · 2L−�

}

(0 ≤ � ≤ L, 1 ≤ i ≤ 2�).
(5.22)

J ist die Wurzel. Die Cluster der Stufe L bilden die Blätter. Da #τL
i = 1,

erfüllen die Blätter die Bedingung (5.19) für jedes nmin ∈ N. Die Söhne
von τ �

i (� < L) sind τ �+1
2i−1 und τ �+1

2i . Die Träger und ihre Durchmesser bzw.
Abstände sind

Xτ = [(i− 1) · 2−�, i · 2−�] für τ = τ �
i ,

diam(τ �
i ) = 2−�, dist(τ �

i , τ
�
j ) = 2−� max{0, |i− j| − 1}.

(5.23)

5.3.3 Blockzerlegung eines Vektors

Der Clusterbaum T (I) kann genutzt werden, um einen Vektor x ∈ R
I

als Blockvektor zu strukturieren. Dazu ist I als disjunkte Vereinigung von
Clustern τi ∈ T (I) (1 ≤ i ≤ p) darzustellen. Die Definition 1.3.2 einer Partiti-
on P ist dazu um die Bedingung P ⊂ T (I) zu ergänzen. Im Folgenden wählen
wir hierfür die Formulierung “P ⊂ T (I) sei eine Partition (von I)”.

Wählt man z.B. τ1 = {1}, τ2 = {2}, τ3 = {3, 4} und τ4 = {5, 6, 7, 8} aus
(5.21), erhält man den Blockvektor

x� = x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

zur Partition P = {τ1, τ2, τ3, τ4}. Die wichtigen Merkmale sind: 1) Die Blöcke
können verschieden groß sein. 2) Es sind nur Blöcke τ ∈ T (I) zugelassen.
Wegen des zweiten Punktes sollte der Baum T (I) Cluster der verschiedensten
Größenordnungen anbieten.

Eine Partition lässt sich auch anders charakterisieren. Im Falle des ge-
gebenen Beispiels betrachten wir den Teilbaum

I = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} Stufe 0
/ \

{1, 2, 3, 4} {5, 6, 7, 8} Stufe 1
/ \

{1, 2} {3, 4} Stufe 2
/ \
{1} {2} Stufe 3
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mit der gleichen Wurzel I (vgl. Anmerkung A.3.2). Seine Blätter stimmen mit
der Partition P überein. Dies führt zu dem Isomorphismus, der in Lemma 5.3.5
beschrieben wird.

Notation 5.3.3 Sei T (I, P ) der Teilbaum im Sinne der Anmerkung A.3.2,
der aus allen Vorgängern v ∈ T (I) von Clustern τ ∈ P besteht.

Übung 5.3.4. Man zeige: a) Der Teilbaum T (I, P ) ist auch eindeutig be-
schrieben durch die Eigenschaften I ∈ T (I, P ) ⊂ T (I) und L(T (I, P )) = P.

b) Erfüllt T (I) die Bedingungen (5.17a-c) [und eventuell (5.17d)], so auch
T (I, P ).

Das folgende Lemma besagt, dass jede Partition P ⊂ T (I) als Blatt-
menge von T (I, P ) beschrieben werden kann. Umgekehrt führt jeder Teil-
baum T ′(I) ⊂ T (I) (im Sinne der Anmerkung A.3.2) zu einer Partition
P := L(T ′(I)) von I im Sinne von (1.11).

Lemma 5.3.5. Ein Zerlegungsbaum T (I) sei gegeben. Zwischen allen Parti-
tionen P ⊂ T (I) und allen Teilzerlegungsbäumen T ′(I) ⊂ T (I) (mit gleicher
Wurzel I) besteht der Isomorphismus

Φ : P �→ T ′(I) := T (I, P ) und Φ−1 : T ′(I) �→ P := L(T ′(I)).

5.3.4 Speicherkosten für T (I)

Sei n = #I. Dann gibt es höchstens n Blätter (im maximalen Fall wären
diese wie in (5.21) einelementige Cluster). Für die Zahl der Baumknoten gilt
im Falle von (5.17d)

#T (I) ≤ 2#L(T (I))− 1 ≤ 2n− 1

(vgl. Lemma A.3.4a). Damit sind O(n) Cluster zu verwalten. Dies führt mit
der nachfolgenden Konstruktion 5.3.6 zu einem Speicheraufwand von O(n).
Falls (5.17d) nicht gilt, kann #T (I) beliebig groß werden4. Falls die Baumtiefe
gegeben ist, liefert Lemma A.3.4b eine Abschätzung.

Es bleibt die Aufgabe, jeden Cluster mit einem Speicheraufwand von O(1)
zu verwaltet. Eine mögliche Implementierung wird nachfolgend beschrieben.
Zunächst sind Anmerkungen zur Anordnung der Baumknoten (Cluster) vor-
auszuschicken. Zum Begriff des Vorgängers vergleiche man §A.2.

Sei T ein Baum mit der Eigenschaft, dass für alle τ ∈ T die Söhne aus
S(τ) angeordnet sind (Schreibweise: τ ′ < τ ′′ für τ ′, τ ′′ ∈ S(τ), wenn τ ′ vor
τ ′′ angeordnet ist). Damit wird die nachfolgende Anordnung des gesamten
Baumes induziert. Für zwei Knoten τ, σ ∈ T mit τ = σ trifft genau einer der
folgenden drei Fälle zu:
4 Beispiel in der 2. Notation der Bemerkung 5.3.2: L ∈ N sei beliebig gewählt. Die

Wurzel sei (I, 0) , jeder Knoten (I, �) habe (I, � + 1) als Sohn (0 ≤ � ≤ L). Damit
ist #T (I) = L + 1.
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(i) σ ist Vorgänger von τ. Dann gelte σ < τ.
(ii) τ ist Vorgänger von σ. Dann gelte τ < σ.
(iii) Es gibt ρ ∈ T und τ ′, σ′ ∈ S(ρ) mit τ ′ = σ′, sodass τ ′ Vorgänger5 von τ

und σ′ Vorgänger von σ (ρ ist der nächste gemeinsame Vorgänger von τ
und σ, vgl. Abbildung 5.3). Hier wird die Anordnung der Sohnmenge S(ρ)
verwendet: Falls τ ′ < σ′ [bzw. σ′ < τ ′], wird τ < σ [bzw. σ < τ ] gesetzt.

ρ
/ \

τ ′ σ′

| |
τ σ

Abb. 5.3. zu (iii)

Die Anordnung der Knoten von T (I) induziert insbeson-
dere eine Anordnung der Blätter in L(T (I)). Die folgende
Konstruktion definiert Anfangs- und Endindizes α(τ) und
β(τ) zu jedem τ ∈ T (I). Im Teil c) werden diese Indizes
für alle Blätter und danach in d) induktiv für alle übrigen
Cluster definiert.

Konstruktion 5.3.6 a) Die Indexmenge I braucht keine Anordnung zu be-
sitzen. Falls I angeordnet ist, wird diese Anordnung im Folgenden ignoriert.

b) Die Söhne σ ∈ S(τ) aller τ ∈ T (I) werden in beliebiger Weise ange-
ordnet: S(τ) = {σ1, . . . , σ#S(τ)}. Damit ergibt sich ein angeordneter Baum
(siehe oben); insbesondere sind die Blätter L(T (I)) angeordnet. Diese werden
als {τ1, . . . , τ#L(T (I))} geschrieben (innere Knoten von T (I)\L(T (I)) werden
bei dieser Nummerierung ignoriert!).

c) Da I =
⋃#L(T (I))

i=1 τi eine disjunkte Vereinigung ist (vgl. Lemma
A.4.2a), brauchen nur noch die Indizes innerhalb der Teilmengen τi ⊂ I an-
geordnet werden, um zu einer Anordnung innerhalb von I zu kommen. Man
nummeriere die Indizes der Elemente von τ1, . . . , τ#L(T (I)) in beliebiger Weise
durchgehend:

τ1 = {iν : α(τ1) ≤ ν ≤ β(τ1)} mit
{
α(τ1) := 1,
β(τ1) := α(τ1)− 1 + #τ1,

τj = {iν : α(τj) ≤ ν ≤ β(τj)} mit

⎧
⎨

⎩

α(τj) := β(τj−1) + 1,
β(τj) := α(τj)− 1 + #τj

für 2 ≤ j ≤ #L(T (I).

Damit lassen sich alle Blätter τj durch die Paare (α(τj), β(τj)) ∈ N
2 eindeutig

charakterisieren.
d) Die Darstellung der Cluster τ ∈ T (I)\L(T (I)) geschieht rekur-

siv: Sind σ1, . . . , σ#S(τ) die Söhne aus S(τ), so besteht τ aus allen
{iν : α(τ) ≤ ν ≤ β(τ)} mit α(τ) := α(σ1) und β(τ) := β(σ#S(τ)), sodass das
Paar (α(τ), β(τ)) den Cluster τ eindeutig repräsentiert.

Insgesamt ist ein n-Tupel {i1, . . . , in} und je ein Paar aus N
2 pro τ ∈ T (I)

abzuspeichern. Wegen #T (I) ≤ O(n) ist der Gesamtaufwand proportional zu
n = #I.

5 Die Definition des Vorgängers schließt die Fälle τ ′ = τ bzw. σ′ = σ ein.
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Um die Kosten für die Abspeicherung von T (I) und spätere Kosten für die
Suche in T (I) gering zu halten, sollte die Tiefe des Baumes auf das notwendige
Minimum beschränkt werden. Hierauf bezieht sich die

Anmerkung 5.3.7. Falls es einen Cluster τ ∈ T (I)\L(T (I)) mit Grösse(τ) =
false gibt, gilt er als “klein” und wird in den späteren Anwendungen nicht
mehr zerlegt. Daher sind Söhne aus S(τ) ohne Interesse. Folglich kann der
Baum T (I) durch den Teilbaum T (I)\

⋃
τ ′∈S(τ) T (τ ′) ersetzt werden (zu T (τ ′)

vgl. Anmerkung A.3.3). Nach einer entsprechenden Verkürzung des Baumes
gilt die Äquivalenz:

für alle τ ∈ T (I) gilt: Grösse(τ) = false ⇐⇒ τ ∈ L(T (I)) . (5.24)

Beweis. a) τ ∈ L(T (I)) ⇒ Grösse(τ) = false: Diese Eigenschaft gilt gemäß
(5.18) für T (I) vor der Kürzung. Da S(τ) nur dann aus T (I) entfernt wird,
wenn Grösse(τ) = false, bleibt diese Eigenschaft erhalten.

b) Grösse(τ) = false ⇒ τ ∈ L(T (I)): Wäre τ /∈ L(T (I)), könnte auch
S(τ) noch entfernt werden.

Die Anwendung der Anmerkung auf das Beispiel aus (5.21) bedeutet:
Wenn Grösse mittels (5.19) und nmin = 2 definiert ist, müssen alle Cluster
der Stufe 3 in (5.21) gestrichen werden.

5.4 Konstruktion des Clusterbaums T (I)

Dieses Kapitel ist für die praktische Implementierung essentiell, kann aber im
ersten Durchgang überschlagen werden. Die nachfolgenden Definitionen sind
von diesem Kapitel unabhängig.

5.4.1 Notwendige Daten

Gegeben seien

• I: nichtleere Indexmenge, deren Elemente nicht angeordnet sein müssen.
• Adm : eine Zulässigkeitsbedingung (5.13a,b) für Paare von Teilmengen von

I. Letztere erfordert üblicherweise die folgenden geometrischen Daten:
• Xi : Teilmenge des R

d zugeordnet zu i ∈ I (z.B. Xi = {ξi}). Hieraus wird
Xτ erklärt (vgl. (5.5b)).

• Grösse(τ): Bewertungsfunktion; nur wenn Grösse(τ) = true, soll τ in
Teilcluster (die Söhne) zerlegt werden (vgl. (5.18)).

Man beachte, dass Adm nicht die spezielle Form (5.8), (5.9a-c) haben
muss. Unter Umständen können die Geometriedaten Xi sogar entfallen (vgl.
§9.2.9).
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5.4.2 Geometriebasierte Konstruktion mittels Minimalquader

5.4.2.1 Knoten ξi

Der einfachste Fall der zugeordneten Teilmenge ist Xi = {ξi}. Falls Xi mehr
als einen Punkt enthält, da Xi z.B. Träger einer Basisfunktion ist, wählt man
einen Ersatzpunkt ξi (“Knotenpunkt” zu i ∈ I), wofür in Anmerkung 5.4.1b
ein Vorschlag gemacht wird. Als (achsenparallelen) Minimalquader (“boun-
ding box”) zu einer Menge X ⊂ R

d definieren wir den kleinsten6 Quader
Q =

∏d
i=1[ai, bi] mit der Eigenschaft Q ⊃ X. Für den Minimalquader zu X

verwenden wir die Schreibweise Qmin(X).

Anmerkung 5.4.1. a) Ist X konvexe Hülle der Punkte {x1, . . . , xq}, so gilt
Qmin(X) = Qmin({x1, . . . , xq}). Die Bestimmung von Qmin für eine endliche
Punktmenge wird in (5.29) beschrieben werden.

b) Da man in der Praxis nur Minimalquader für Punktmengen bestimmen
möchte, wird die Trägermenge Xi (i ∈ I) in folgender Weise durch eine ein-
elementige Menge X̂i := {ξi} ersetzt. Für jedes i ∈ I sei Qi := Qmin(Xi)
der Minimalquader zu Xi (vgl. Abbildung 5.4). Dann definiere man ξi als
Mittelpunkt von Qi. In diesem Falle gilt

Qi ⊃ Xi, Qi ⊃ X̂i = {ξi} und
max{|ξi − x| : x ∈ Xi} ≤ 1

2 diamQi ≤
√

d
2 diam(Xi).

(5.25)

c) Eine andere, etwas aufwändigere Wahl wäre das Čebyšev-Zentrum ξi von
Xi (vgl. Anmerkung 4.2.2).

Im Weiteren nehmen wir an, dass Xi und Xτ durch

X̂i = {ξi} (i ∈ I), X̂τ = {ξi : i ∈ τ} (τ ⊂ I) (5.26)

ersetzt werden (falls Xi schon einelementig ist, wird X̂i := Xi gesetzt).

Abb. 5.4. Äußeres
Rechteck: Minimal-
quader Qτ ⊃ Xτ ,
Kreise: X̂τ , inneres
Rechteck: Q̂τ ⊃ X̂τ

Für unterschiedliche Indizes i1, . . . , im kann der
Knotenpunkt ξi1 = ξi2 = . . . mehrfach auftreten. Bei-
spiele sind i) Finite-Element-Ansätze, die im gleichen
Knotenpunkt Basisfunktionen sowohl für den Wert als
auch für Ableitungen besitzen, oder ii) Systeme von
Differentialgleichungen, bei denen Basisfunktionen im
gleichen Punkt für verschiedene Komponenten des Sys-
tems auftreten. Sei m die maximale Anzahl überein-
stimmender Knotenpunkte:

m := max
{
# {j ∈ I : ξj = x} : x ∈ R

d
}
. (5.27a)

Bei der geometrie-basierten Konstruktion werden Indizes nur aufgrund ihrer
Knotenpunkte ξj bewertet, sodass Indizes mit übereinstimmenden ξj nicht
6 Eine formale Definition ist z.B. Q :=

⋂
{Q′ ⊃ X : Q′ achsenparalleler Quader}.



98 5 Matrixpartition

getrennt werden können. Dies induziert die folgende Forderung an die Be-
wertungsfunktion Grösse:

#τ ≤ m ⇒ Grösse(τ) = false. (5.27b)

Im Standardfall (5.19) muss somit nmin ≥ m gewählt werden.
Die folgenden Konstruktionen werden Cluster τ und zugehörige Quader

Q̂τ erzeugen, sodass (vgl. Abbildung 5.4)

X̂τ ⊂ Q̂τ , wobei Q̂τ =
{
QI

τ gemäß §5.4.2.2 oder
QII

τ gemäß §5.4.2.3. (5.28)

Wir fassen zusammen:

Xi,Xτ : exakte Cluster, X̂i, X̂τ : Ersatzcluster,
Qi, Qτ : Quader zu Xi,Xτ , Q̂i, Q̂τ : Quader zu X̂i, X̂τ .

Falls Xi = X̂i, treten keine weiteren Fragen auf. Andernfalls wird in §5.4.5
diskutiert, welche Ungenauigkeiten durch X̂i erzeugt werden bzw. wie diese
zu korrigieren sind.

5.4.2.2 Erste Variante: Regelmäßige Teilquader QI
τ

Der (achsenparallele) Minimalquader zu einem Cluster τ (Teilmenge von I)
ergibt sich als Resultat von

function Minimalquader(τ);
begin for i = 1 to d do {d ist Dimension des R

d}
begin a[i] := minj∈τ ξj,i;

b[i] := maxj∈τ ξj,i {ξj ist das Element von X̂j = {ξj}}
end;
Minimalquader :=

∏d
i=1[a[i], b[i]]

end;

(5.29)

Im Folgenden bezeichnen Q, QS[1], QS[2] achsenparallele Quader. Die
folgende Prozedur zerlegt sowohl einen Quader Q in Teilquader QS[1], QS[2]
als auch den Cluster τ in die Söhne σ[1] und σ[2]. Für die Eingabeparameter
Q, τ wird vorausgesetzt, dass ξj ∈ Q für alle j ∈ τ. Nach Ausführung der
Prozedur gilt dann σ[1]∪̇σ[2] = τ und ξj ∈ QS[i] für alle j ∈ σ[i] (i =
1, 2). Man beachte, dass die Halbierung des Quaders in Richtung der längsten
Ausdehnung stattfindet (vgl. j aus Zeile 4 der nachfolgenden Prozedur).
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procedure ZerlegungGeometrisch(Q,QS, τ, σ);
{Q, τ Eingabe, QS[1 : 2], σ[1 : 2] Ausgabe}
begin {sei Q =

∏d
i=1[ai, bi] mit ai ≤ bi}

bestimme ein j mit bj − aj = max
1≤i≤d

bi − ai

QS[1] :=
∏j−1

i=1 [ai, bi]× [aj , aj + 1
2 (bj − aj)]×

∏d
i=j+1[ai, bi];

QS[2] :=
∏j−1

i=1 [ai, bi]× [aj + 1
2 (bj − aj) , bj ]×

∏d
i=j+1[ai, bi];

σ[1] := ∅; σ[2] := ∅;
for all j ∈ τ do
if ξj ∈ QS[1] then σ[1] := σ[1] ∪ {j} else σ[2] := σ[2] ∪ {j}

end;

(5.30)

Falls ξj ∈ QS[1]∩QS[2], ist die Zuordnung zu σ[1] bzw. σ[2] beliebig; o.B.d.A.
wird hier σ[1] gewählt.

Ein Baum ist durch die Angabe von V (Knotenmenge), root(T ) (Wurzel)
und der Sohnabbildung S definiert (vgl. Definition A.2.1). Die Sohnmengen
werden in der nachfolgenden Prozedur als Feld S[τ ] über alle Indizes τ ∈ V
beschrieben und definiert.

procedure SohnCluster(τ,Q, V, S);
{Eingabe: τ : Cluster, Q: zugehöriger Quader,

Ausgabe: V : Clustermenge, S: Feld der Sohnmengen}
begin S[τ ] := ∅; {S ist Sohnmenge}

if Grösse(τ) then
begin ZerlegungGeometrisch(Q,QS[1 : 2], τ, σ[1 : 2]);

for i = 1, 2 do if σ[i] = ∅ then
begin V := V ∪ {σ[i]}; S[τ ] := S[τ ] ∪ {σ[i]};

SohnCluster(σ[i], QS[i], V, S)
end end end;

(5.31)

Sei I = ∅. Der Baum T (I) := (V, root(T ), S) bestehend aus der Knoten-
menge V, der Wurzel und der Sohnabbildung S wird definiert mittels

V := {I} ; Q := Qmin(X̂I); root(T ) := I; SohnCluster(I,Q, V, S); (5.32)

Im Folgenden identifizieren wir T (I) wieder mit V und schreiben z.B. τ ∈ T (I)
statt τ ∈ V . Der zu τ konstruierte Quader Q sei mit QI

τ bezeichnet. Aufgrund
der Konstruktion (5.30) hat er die Eigenschaft ξj ∈ QI

τ für alle j ∈ τ, d.h.
X̂τ ⊂ QI

τ wie in (5.28) verlangt.
Die Eigenschaften des Baumes T (I) werden diskutiert in

Anmerkung 5.4.2. Vorausgesetzt sei (5.27b). Dann terminiert der Algorithmus
und produziert einen Baum, wobei für alle Cluster τ ∈ T (I) die Anzahl der
Söhne durch 2 beschränkt ist, aber #S(τ) = 1 nicht ausgeschlossen ist. Seien
δmin := min{‖ξi − ξj‖∞ : i, j ∈ I mit ξi = ξj} und δmax := max{‖ξi − ξj‖∞ :
i, j ∈ I}. Dann ist die Tiefe des Baumes beschränkt durch

depth(T (I)) ≤ d �log2 (δmax/δmin)� . (5.33)
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Beweis. Für den Minimalquader Q zu I (vgl. (5.32)) gilt diam∞(Q) = δmax.
Die Halbierung der Quader entlang der längsten Seite garantiert, dass jeder
Quader nach d Schritten einen halbierten Durchmesser hat. Nach L Schritten
haben alle Quader QI

τ einen Durchmesser diam∞(QI
τ ) = δmax/2L/d�. Für

L = d �log2 (δmax/δmin)� ist δmax/2L/d� ≤ δmin, sodass nach Definition von
δmin jeder Cluster τ identische Knotenpunkte enthalten muss und gemäß
(5.27b) Grösse(τ) = false gilt. Damit induziert die Prozedur SohnCluster
keinen weiteren rekursiven Aufruf.

Anmerkung 5.4.3. Die zu τ ∈ T (I) gehörigen Quader QI
τ entstehen nach Kon-

struktion durch eine regelmäßige Zerlegung. Insbesondere sind alle Quader QI
τ

für Cluster τ ∈ T (�)(I) der gleichen Stufe � bis auf eine Translation identisch.

Auf der anderen Seite sind zwei ungünstige Eigenschaften anzumerken:
1) Die QI

τ sind im Allgemeinen nicht minimal.
2) Teilquader, die von ZerlegungGeometrisch erzeugt werden, entfallen, wenn
diese keinen Knoten von τ enthalten. Dies ist der Grund, dass #S(τ) = 1
auftreten kann. Wegen der Bezeichnungsproblematik im Falle von #S(τ) = 1
sei auf Bemerkung 5.3.2 verwiesen.

5.4.2.3 Zweite Variante: Minimalquader QII
τ

Wenn man die identische Größe der Quader {QI
τ : τ ∈ T (�)(I)} nicht benötigt

und stattdessen eher einen Baum kleinerer Tiefe bevorzugt, sollte man die
Quader zu τ als Minimalquader definieren. Hierzu ersetzt man die Prozedur
ZerlegungGeometrisch in SohnCluster durch die folgende:

procedure ZerlegungGeometrischMinimal(Q,QS, τ, σ);
begin ZerlegungGeometrisch(Q,QS, τ, σ);

for i = 1, 2 do QS[i] := Minimalquader(σ[i])
end;

(5.34)

Die hierdurch erzeugten Quader seien als QII
τ bezeichnet. Die Abbildung 5.5

entspricht der Variante (5.34).

Abb. 5.5. Der linke Minimalquader, der die Knotenpunkte ξi enthält, wird entlang
der x-Achse halbiert (Mitte). Im nächsten Schritt werden die neuen Minimalquader
entlang der y-Richtung zerlegt (rechts).
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Anmerkung 5.4.4. a) Im Falle von (5.34) ist T (I) ein Binärbaum. Seine Tiefe
ist nicht größer als die für T (I) aus (5.33).
b) Die Quader QII

τ sind eindeutig durch die Knotenpunkte {ξi : i ∈ τ} = X̂τ

gegeben, da QII
τ = Qmin(X̂τ ).

c) Die beiden Varianten aus §5.4.2.2 und §5.4.2.3 produzieren Bäume, die im
Allgemeinen verschieden sind. Wie Abbildung 5.5 illustriert, sind die ent-
stehenden Quader QII

τ im Allgemeinen von unterschiedlicher Gestalt und
Größe.

Beweis. a) Sei QII
τ =

∏d
i=1[ai, bi] der Minimalquader. Falls ai = bi für alle

i, wird τ zum Blatt (vgl. (5.27b)). Andernfalls sei i so, dass bi − ai maximal
ist. Sowohl zu ai als auch zu bi muss es nach Definition eines Minimalquaders
Indizes ja und jb aus τ geben, sodass ξja,i = ai und ξjb,i = bi. Eine Halbierung
erzeugt daher zwei Teilquader, denen nichtleere Söhne σ1 und σ2 entsprechen.
Damit kommen nur die Fälle #S(τ) = 0 und #S(τ) = 2 vor.

5.4.3 Kardinalitätsbasierte Konstruktion

Die nachfolgenden Aussagen gelten für den Fall m = 1 in (5.27a). Die Verall-
gemeinerung für m > 1 ist dem Leser überlassen.

Bei der vorherigen Konstruktion spielt die Verteilung der Anzahlen
#σ[1] und #σ[2] keine Rolle. Es kann aber auch eine Zerlegung gewünscht
werden, sodass #σ[1] und #σ[2] ähnlich groß sind (im optimalen Falle
|#σ[1]−#σ[2]| ≤ 1). Hierzu ist die Prozedur ZerlegungGeometrisch in (5.31)
durch die folgende zu ersetzen, wobei #τ ≥ 2 vorausgesetzt ist:

procedure ZerlegungKardinalität(Q,QS, τ, σ);
{Q, τ Eingabe, QS[1 : 2], σ[1 : 2] Ausgabe}
begin {Sei Q =

∏d
i=1[ai, bi] mit ai ≤ bi}

bestimme ein j mit bj − aj = max
1≤i≤d

bi − ai

sortiere τ = {i1, . . . , i#τ} derart, dass
für 1 ≤ k ≤ � ≤ #τ gilt: ξik,j ≤ ξi�,j ;

σ[1] := {i1, . . . , i�#τ/2�}; σ[2] := {i�#τ/2�+1, . . . , i#τ};
for i = 1, 2 do QS[i] := Minimalquader(σ[i])

end;

(5.35)

Der Vorteil der kardinalitätsbasierten Konstruktion liegt in der minimalen
Baumtiefe (d.h. der Baum ist balanciert).

Anmerkung 5.4.5. Bei Verwendung von (5.35) beträgt die Baumtiefe
depth(T (I)) ≤ �log2(#I)� .

5.4.4 Implementierung und Aufwand

Für die Implementierung des Baumes ist die Nummerierung aus Konstruktion
5.3.6 hilfreich. Diese kann parallel zur Erzeugung des Baumes durchgeführt
werden:
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1. I sei beim Start beliebig nummeriert,
2. wird τ in zwei Söhne σ1, σ2 zerlegt, so wird die Anordnung so geändert,

dass alle i ∈ σ1 vor jedem j ∈ σ2 stehen,
3. bei Erreichen der Blätter ist die Nummerierung beendet.

Die Bestimmung des Minimalquaders zu τ kostet O(#τ). Ebenso ist der
Aufwand für ZerlegungGeometrisch(Q,QS, τ, σ) proportional zu #τ. Damit
ist der Gesamtaufwand O(

∑
τ∈T (I) #τ), wobei

∑

τ∈T (I)

#τ =
∑

τ∈L(T (I))

#τ · (level(τ) + 1) ≤ #I · (depth(T (I)) + 1) .

Zum Beweis beachte man, dass jedes τ ∈ L(T (I)) als Teilmenge in level(τ)+1
Vorgängern auftritt und dass

∑
τ∈L(T (I)) #τ = #I.

Im Falle von (5.35) kostet die Sortierung O(#τ · log(#τ)) Operationen.

5.4.5 Auswertung der Zulässigkeitsbedingung

Die Zulässigkeitsbedingung (5.8) verwendet die Größen diam(τ) = diam(Xτ )
und dist(τ, σ) = dist(Xτ ,Xσ). In den obigen Konstruktionen werden die Men-
gen Xτ durch die einfacher zu verwaltenden Mengen X̂τ ersetzt. Während
diam(τ) und dist(τ, σ) im Allgemeinen nicht billig berechnet werden können,
können gemäß (5.7a,b) diam(Q) und dist(Q′, Q′′) für Quader Q,Q′, Q′′ leicht
ausgewertet werden. Im Weiteren sind folgende Fälle zu unterscheiden.

1) Falls Quader Qτ ⊃ Xτ (τ ∈ T (I)) als Obermengen vorliegen, kann
die Zulässigkeitsbedingung anhand dieser Quader bestimmt werden (vgl.
Lemma 5.2.6).

2) Wenn anstelle von Xτ die Ersatzmenge X̂τ aus (5.26) verwendet wird,
gelten die Inklusionen QI

τ ⊃ X̂τ (bei Konstruktion (5.32)) bzw. QII
τ ⊃ X̂τ

(bei Konstruktion (5.34)), aber im Allgemeinen nicht Q̂τ ⊃ Xτ , wobei Q̂τ

je nach Konstruktion für QI
τ oder QII

τ steht.
2a) Entweder ersetzt man die echte Zulässigkeitsbedingung (5.8) durch

min{diam(Q̂τ ),diam(Q̂σ)} ≤ η dist(Q̂τ , Q̂σ)

mit Q̂τ := QI
τ bzw. Q̂τ := QII

τ .
(5.36)

Dann muss man beachten, dass diese Ungleichung im Allgemeinen
nicht (5.8) impliziert.

2b) Oder man führt eine stärkere Ersatz-Zulässigkeitsbedingung ein, die
(5.8) impliziert.

Zunächst wird untersucht, wie groß der Fehler ist, wenn man die “falsche”
Zulässigkeitsbedingung (5.36) verwendet.
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Anmerkung 5.4.6. Sei Qi := Qmin(Xi) wie in Anmerkung 5.4.1b. Dann gelten
die Ungleichungen

diam(τ) ≤ diam(Q̂τ ) + maxj∈τ diam(Qj),

dist(τ, σ) ≥ dist(Q̂τ , Q̂σ)−maxj∈τ∪σ diam(Qj)
(5.37)

für alle Q̂τ ⊃ Qmin(X̂τ ) (vgl. Anmerkung 5.4.4b), wie sie beispielsweise von
(5.34) erzeugt werden. Eine mögliche Wahl von Q̂τ sind die mittels (5.31)
konstruierten Quader QI

τ ⊃ X̂τ .

Beweis. Seien x, y ∈ Xτ . Für geeignete i, j ∈ τ gilt x ∈ Xi ⊂ Qi und y ∈
Xj ⊂ Qj . Mit Hilfe der Quadermittelpunkte schätzen wir ab:

|x− y| ≤ |x− ξi|+ |ξi − ξj |+ |ξj − y|

≤ 1
2

diam(Qi) + |ξi − ξj |+
1
2

diam(Qj)

≤ diam(QII
τ ) + max

j∈τ
diam(Qj),

da ξi, ξj ∈ QII
τ . Entsprechend beweist man die Ungleichung für dist(τ, σ).

Die Abschätzung zeigt, dass diam(τ) und dist(τ, σ) jeweils höchstens um
die Größenordnung diam(Qj) falsch ausgewertet werden. Insbesondere für
größere Cluster ist dies ein vernachlässigbarer Anteil, sodass die Ersetzung
von (5.8) durch (5.36) nicht unvernünftig sein muss.

Im Weiteren werden wir dem obigen Punkt 2b folgen und nach einer
Ersatzbedingung suchen, die (5.8) impliziert. Dazu definieren wir die Größen

d̃iam(τ) := diam(Q̂τ ) + maxj∈τ diam(Qj),

d̃ist(τ, σ) := dist(Q̂τ , Q̂σ)−maxj∈τ∪σ diam(Qj),
(5.38)

wobei Q̂τ ein Quader mit Q̂τ ⊃ Qmin(X̂i) sei und X̂i in (5.26) definiert ist.
Die Ersatz-Zulässigkeitsbedingung lautet

min{d̃iam(τ), d̃iam(σ)} ≤ η d̃ist(τ, σ). (5.39)

Aus (5.37) und (5.39) folgt das

Lemma 5.4.7. (5.39) impliziert die Standard-Zulässigkeitsbedingung (5.8).

Damit kann der Algorithmus (5.53) mit der mittels (5.38) definierten
Ersatz-Zulässigkeitsbedingung Adm durchgeführt werden. Die entstehende
Partition ist zulässig im strengen Sinne von (5.8):

min{diam(τ),diam(σ)} ≤ η dist(τ, σ).
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5.5 Blockclusterbaum T (I × J)

Will man statt Vektoren x ∈ R
I Matrizen M ∈ R

I×J partitionieren, so ist I
durch die Indexmenge I×J zu ersetzen. Man beachte, dass eine Partition von
I×J nicht beliebige Teilmengen, sondern nur solche mit einer Produktstruktur
zulässt (vgl. Definition 1.3.6). Würde man die Konstruktion von §5.3 direkt
übertragen (I × J statt I), ergäbe sich nach Konstruktion 5.3.6 ein Aufwand
von # (I × J) = #I · #J, der im Falle von #I,#J = O(n) viel zu groß
ausfiele. Man kann aber die Abspeicherung des Blockclusterbaums T (I × J)
völlig vermeiden, da die notwendigen Informationen bereits in T (I) und T (J)
enthalten sind.

Wir geben zunächst die Beschreibung des stufentreuen Blockclusterbaums
(vgl. §5.5.1). Hierdurch wird der Blockclusterbaum T (I × J) eindeutig durch
die Clusterbäume T (I) und T (J) definiert. Mögliche Verallgemeinerungen
werden in §5.5.3 behandelt.

5.5.1 Definition des stufentreuen Blockclusterbaums

Seien T (I) und T (J) Clusterbäume im Sinne von (5.17a-c). Außerdem mögen
GrösseT (I) und GrösseT (J) die Bedingungen (5.18) und (5.24) erfüllen. Wir
definieren T (I × J) mittels der Wurzel I × J ∈ T (I × J) und der folgenden
Rekursion, die die Sohnabbildung S = ST (I×J) definiert:

Konstruktion 5.5.1 (stufentreue Blockclusterbaumkonstruktion)
1) Setze I × J als Wurzel.
2) Die Rekursion starte mit b = τ × σ für τ = I und σ = J.

2a) Sei b = τ × σ; definiere die Sohnmenge als

S(b) :=
{
∅, falls ST (I)(τ) = ∅ oder ST (J)(σ) = ∅,
{τ ′ × σ′ : τ ′ ∈ ST (I)(τ), σ′ ∈ ST (J)(σ)} sonst.

2b) Wende 2a) auf alle Söhne von b an, wenn diese existieren.

Die Eigenschaften des entstehenden Baumes T (I × J) sind zusammen-
gefasst in

Satz 5.5.2. a) Für alle b ∈ T (I × J)\L(T (I × J)) ist b =
⋃

b′∈S(b) b
′ eine

disjunkte Vereinigung.
b) Alle b ∈ T (I × J) haben die Gestalt b = τ × σ mit τ ∈ T (I) und

σ ∈ T (J), für die außerdem gilt:

level(b) = level(τ) = level(σ) (“Stufentreue”). (5.40)

c) Definiert man

GrösseT (I×J)(τ × σ) :⇔
(
GrösseT (I)(τ) und GrösseT (J)(σ)

)
, (5.41a)
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so erfüllt GrösseT (I×J) die zu (5.18) analogen Eigenschaften:

GrösseT (I×J) : T (I × J) → {true, false} mit

GrösseT (I)(b) = true und b′ ⊃ b ⇒ GrösseT (I)(b′) = true,
GrösseT (I)(b) = false für alle b ∈ L(T (I × J)), (5.41b)

wobei mit (5.24) auch die umgekehrte Implikation

b ∈ L(T (I × J)) ⇒ GrösseT (I)(b) = false

gilt. Definition (5.41a) impliziert im Falle I = J die Symmetrie:

GrösseT (I×I)(τ × σ) = GrösseT (I×I)(σ × τ).

d) Erfüllt einer der Bäume T (I) oder T (J) die Bedingung (5.17d), so gilt
Entsprechendes für T (I × J), nämlich #ST (I×J)(b) = 1.

e) Für die Baumtiefe gilt

depth(T (I × J)) = min{depth(T (I)),depth(T (J))}.

f) Sind T (I) und T (J) Binärbäume (was der Regelfall ist), so liefert die
stufentreue Konstruktion 5.5.1 einen quaternären Baum (sogenannten “quad-

tree”): Jeder Block wird in zerlegt.

Beweis. a)
⋃
{τ ′×σ′ : τ ′ ∈ ST (I)(τ)} = τ×σ′ gilt wegen (5.17b). Entsprechend

liefert die Vereinigung über σ′ ∈ ST (J)(σ) den Block b = τ × σ. Damit gilt⋃
b′∈S(b)b

′ = b im Sinne der disjunkte Vereinigung.
b) Aussage b) gilt für die Wurzel und vererbt sich auf die Nachfolger.
c) Zum Nachweis von (5.41b) beachte man, dass b = τ × σ ∈ L(T (I × J))

genau dann gilt, wenn entweder τ ∈ L(T (I)) oder σ ∈ L(T (J)).
d) Man verwende #S(b) = #S(τ) ·#S(σ) für b = τ × σ.

Wenn GrösseT (I) und GrösseT (J) wie in Beispiel 5.3.1 mit dem gleichen
nmin definiert sind, ergibt sich die Standarddefinition

GrösseT (I×J)(τ × σ) := (min{#τ,#σ} > nmin) . (5.42)

5.5.2 Verallgemeinerung der Definition

Auch wenn die Konstruktion des stufentreuen Blockclusterbaums in der Praxis
der Regelfall ist, werden nachfolgend alternative Konstruktionen benannt
werden, die etwas allgemeinere Eigenschaften ergeben.

Definition 5.5.3. Der aus T (I) und T (J) erzeugte Blockclusterbaum
T (I × J) soll die folgenden Eigenschaften besitzen, wobei S = ST (I×J) die
Sohnabbildung ist:
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T (I) und T (J) seien Clusterbäume im Sinne von (5.17a-c), (5.43a)

I × J sei Wurzel des Baumes T (I × J), (5.43b)

für alle b ∈ T (I × J)\L(T (I × J)) gelte:⋃
b′∈S(b)

b′ = b ist disjunkte Vereinigung, (5.43c)

alle b ∈ T (I × J) haben die Gestalt
b = τ × σ mit τ ∈ T (I) und σ ∈ T (J), (5.43d)

für b = τ × σ ∈ T (I × J)\L(T (I × J)), b′ = τ ′ × σ′ ∈ S(b) gelte(
τ ′ = τ oder τ ′ ∈ ST (I)(τ)

)
und

(
σ′ = σ oder σ′ ∈ ST (I)(σ)

)
,

(5.43e)

eine Funktion GrösseT (I×J) : P(I × J) → {true, false} existiere mit
GrösseT (I×J)(b) = true und
b′ ⊃ b ⇒ GrösseT (I×J)(b′) = true,

(5.43f)

für alle b ∈ L(T (I × J)) gelte GrösseT (I×J)(b) = false, (5.43g)

für alle b ∈ T (I × J) gelte #S(b) = 1. (5.43h)

Dabei ist die letzte Bedingung (5.43h) wie zuvor (5.17d) keine strikte Bedin-
gung (vgl. nachfolgende Anmerkung 5.5.4a).

Anmerkung 5.5.4. a) Ist (5.17d) weder für T (I) noch T (J) erfüllt, kann der
Fall eintreten, dass (5.43e) notwendigerweise zu b = S(b) und damit zu einer
Verletzung von (5.43h) führt. Für einen Blockclusterbaum macht es aber
wenig Sinn, auf diese Bedingung zu verzichten. Daher ist im Zweifelsfall die
Verkürzung des Baumes gemäß Anmerkung A.4.4 durchzuführen.

b) Eine weitgehende Verallgemeinerung wäre die Streichung der Bedin-
gung (5.43e). Wegen (5.43c) ließe sich dann noch folgern: b = τ × σ ∈
T (I × J)\L(T (I × J)) hat Söhne b′ = τ ′ × σ′, wobei τ ′ Nachfolger von τ
und σ′ Nachfolger von σ sind.

c) Für die durch b �→ S(b) beschriebene Blockzerlegung können im Wesent-
lichen nur die folgenden drei Fälle auftreten:

→ , → , → , (5.44)

wobei die Zweiteilung in den Abbildungen die eventuell allgemeinere
Aufteilung in #S(τ) ≥ 2 bzw. #S(σ) ≥ 2 Teile darstellen möge. Wird

Bedingung (5.43h) nicht gefordert, ist zusätzlich → möglich.

d) Bedingung (5.43d) folgt aus (5.43b,e)

Die Bedingungen (5.43b,c,f,g) stimmen mit denen aus (5.17a,b) und (5.18)
überein. Damit ist der Blockclusterbaum T (I×J) ein Clusterbaum zur Index-
menge I × J im Sinne der Definition aus §5.3.1.

Die Konsistenz zu T (I) und T (J) wird durch (5.43d) garantiert. Die Eigen-
schaft (5.43e) wird später bei der Matrix-Matrix-Multiplikation hilfreich sein
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(vgl. §7.4.2.5). Mit Hilfe von GrösseT (I×J) können kleine Blöcke identifiziert
werden. Bedingung (5.43g) sagt aus, dass die Blätter von T (I × J) “kleine”
Blöcke sind (vgl. (5.42)).

Anmerkung 5.5.5. Der stufentreue Fall

b = τ × σ ∈ T (�)(I × J) ⇒ τ ∈ T (�)(I), σ ∈ T (�)(J)

(vgl. Definition A.2.3) liegt genau dann vor, wenn T (I × J) wie in Konstruk-
tion 5.5.1 gebildet ist.

5.5.3 Alternative Konstruktion von T (I × J) aus T (I) und T (J)

Üblicherweise werden T (I) und T (J) als binäre Bäume konstruiert (vgl. §5.4).
Gemäß Satz 5.5.2f ist der Blockclusterbaum T (I × J) aus Konstruktion 5.5.1
dann ein quaternärer Baum. Auch hier kann man es vorziehen, einen binären
Baum zu bilden. Die entsprechende Variante der Konstruktion 5.5.1 besteht
darin, einen Zwischenschritt einzufügen, in dem ein Block nur in Zeilen- oder
Spaltenrichtung in zwei Blöcke zerlegt wird:

→ → oder → → .

Für die Auswahl zwischen den beiden Möglichkeiten gibt es zwei prinzipielle
Möglichkeiten:

1. Die Zerlegung wird von den individuellen Clustern τ und σ abhängig
gemacht, z.B. wird der Cluster in Richtung der größeren Ausdehnung
zerlegt,

2. die Zerlegungsvariante hängt nur von den Stufenzahlen level(τ) und
level(σ) ab. Beispielsweise entspricht

τ wird zerlegt, falls level(τ) = level(σ),
σ wird zerlegt, falls level(τ) = level(σ) + 1, (5.45a)

dem zweiten Fall.

In allen Fällen wird die Baumtiefe gegenüber der stufentreuen Variante in etwa
verdoppelt. Die Cluster τ, σ zu Blöcken b = τ × σ aus T (�)(I×J) gehören im
Allgemeinen nicht zur Stufe �. Der explizite Algorithmus zur Konstruktion
des Blockclusterbaumes T = T (I × J) mit der Eigenschaft (5.45a) sieht wie
folgt aus:

1) Start: T := {I × J}, � := 0
2) Rekursion für alle b ∈ T (�) mit Grösse(b) = true:

2a1) falls “� gerade” ST (I×J)(b) := {τ ′ × σ : τ ′ ∈ ST (I)(τ)}
2a2) falls “� ungerade” ST (I×J)(b) := {τ × σ′ : σ′ ∈ ST (J)(σ)}
2b) T := T ∪ ST (I×J)(b)
2c) Abbruch, falls ST (I×J)(b) = ∅ für alle b ∈ T (�).

Sonst � := �+ 1 und Wiederholung.

(5.45b)
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Man beachte, dass zum Beispiel {τ ′ × σ : τ ′ ∈ ST (I)(τ)} die leere Menge dar-
stellt, wenn ST (I)(τ) = ∅. Die in Schritt 2c hinzukommenden Knoten gehören
zu T (�+1). Wenn T (I) und T (J) binäre Bäume sind, ist auch T (I × J) binär.

Eine andere Modifikation betrifft den Fall “ST (I)(τ)=∅ oder ST (J)(σ)=∅”,
der in Konstruktion 5.5.1 zu ST (I×J)(b) = ∅ führt. Stattdessen lässt sich
definieren:

ST (I×J)(b) (5.46)

=

⎧
⎨

⎩

{τ ′ × σ : τ ′ ∈ ST (I)(τ)} falls ST (I)(τ) = ∅ und ST (J)(σ) = ∅,
{τ × σ′ : σ′ ∈ ST (J)(σ)} falls ST (I)(τ) = ∅ und ST (J)(σ) = ∅,
∅ falls ST (I)(τ) = ∅ und ST (J)(σ) = ∅.

Alle genannten Modifikationen liefern einen Blockclusterbaum, der der Defi-
nition 5.5.3 genügt.

Die Definition (5.46) wird in §8 für die H2-Matrizen von Interesse sein, da
dort die Blätter b = τ × σ durch

Grösse(b) = false ⇔ Grösse(τ) = Grösse(σ) = false, (5.47)

d.h. im Standardfall durch

max{#τ,#σ} > nmin

festzulegen sind. Daher muss z.B. im Falle b = τ × σ mit S(τ) = ∅, aber
Grösse(σ) = true, σ noch weiter zerlegt werden, wie in (5.46) beschrieben.

5.5.4 Matrixpartition

Die Begriffe “Matrixpartition” und “Blockpartition” werden synonym ver-
wendet und häufig zu “Partition” verkürzt.

Definition 5.5.6 (Matrixpartition, zulässige Partition). Ein Block-
clusterbaum T (I × J) sei gegeben. a) Dann heißt P eine Partition (von
I × J), falls

P ⊂ T (I × J), (Konsistenz zu T (I × J))
b, b′ ∈ P ⇒ (b = b′ oder b ∩ b′ = ∅) (Disjunktheit)
.⋃

b∈P b = I × J (disjunkte Überdeckungseigenschaft)
(5.48)

b) Sei eine Zulässigkeitsbedingung Adm gemäß (5.13a,b) gegeben. Wir
schreiben Adm(b) := Adm(τ, σ) für b = τ ×σ. Eine Partition P heißt zulässig
(präzise: Adm-zulässig), falls

entweder Adm(b) = true
oder GrösseT (I×J)(b) = false

für alle b ∈ P. (5.49)
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Die Bedingung (5.49) besagt, dass alle Blöcke der Partition, die im
Sinne der Funktion GrösseT (I×J) hinreichend groß sind (Grösse(b) = true),
auch zulässig sein müssen. Im Allgemeinen existiert keine Partition P , die
nur aus Adm-zulässigen Blöcken besteht. Daher ist die Hinzunahme der
Charakterisierung mittels GrösseT (I×J)(b) notwendig. Man beachte, dass
P = L(T (I × J)) eine zulässige Partition ist, da GrösseT (I×J)(b) = false
für alle b ∈ L(T (I × J)) (vgl. (5.43g)).

Zur kürzeren Schreibweise von (5.49) führen wir die Boolsche Funktion
Adm∗ ein:

Adm∗(b) :=
(
Adm(b) ∨ ¬GrösseT (I×J)(b)

)
(5.50)

(d.h. Adm∗(b) = true, falls Adm(b) = true oder GrösseT (I×J)(b) = false).
In Lemma 5.3.5 lässt sich I sofort durch I × J austauschen. Dies beweist

das

Lemma 5.5.7. Zu einer Partition P ⊂ T (I×J) sei T (I×J, P ) als Teilbaum

T (I × J, P ) := {b ∈ T (I × J) : b hat Nachfolger b′ ∈ P} (5.51)

definiert. Zwischen allen Partitionen P ⊂ T (I × J) und allen Teilbäumen
T ′(I × J) ⊂ T (I × J) (mit gleicher Wurzel I × J) besteht der folgende Iso-
morphismus:

Φ : P �→ T ′(I×J) := T (I×J, P ) und Φ−1 : T ′(I×J) �→ P := L(T ′(I×J)).

Eine äquivalente Definition ist “T (I × J, P ) besteht aus allen Vorgängern
von Blöcken in P”.

In den nachfolgenden Algorithmen werden sowohl P als auch T (I × J, P )
verwendet. Im einfachsten Fall reicht eine Schleife über alle Blöcke von P. In
anderen Fällen ist es günstiger, den Baum T (I × J, P ) von der Wurzel her
zu durchlaufen, um schließlich zu b ∈ P als den Blättern von T (I × J, P ) zu
gelangen.

In §5.1.1 wurden verschiedene Ziele formuliert. Unter anderem sollte die
Matrix möglichst wenige Blöcke enthalten. Dies führt auf die Aufgabe, eine
zulässige Partition minimaler Kardinalität zu konstruieren.

Übung 5.5.8. Seien P1 und P2 zwei Partitionen P ⊂ T (I×J). Man beweise:

a) T (I×J, P1)∩T (I×J, P2) und T (I×J, P1)∪T (I×J, P2) mit entsprechend
definierten Sohnmengen sind Teilbäume von T (I×J) zur gleichen Wurzel.

b) min{P1, P2} := L (T (I × J, P1) ∩ T (I × J, P2)) ist eine Partition mit den
Eigenschaften:
i) Jeder Block b ∈ min{P1, P2} gehört zu P1 oder P2;
ii) ∀ b′ ∈ P1∪P2 ∀ b ∈ min{P1, P2} : b∩ b′ = ∅ ⇒ b′ ⊂ b (d.h. min{P1, P2}

ist gröber als P1 und P2);
iii) #min{P1, P2} ≤ min{#P1,#P2}.



110 5 Matrixpartition

c) max{P1, P2} := L (T (I × J, P1) ∪ T (I × J, P2)) ist eine Partition mit den
Eigenschaften:
i) Jeder Block b ∈ max{P1, P2} gehört zu P1 oder P2;
ii) ∀ b′ ∈ P1∪P2 ∀ b ∈ max{P1, P2} : b∩b′ = ∅ ⇒ b′ ⊃ b (d.h. max{P1, P2}

ist feiner als P1 oder P2);
iii) #max{P1, P2} ≥ max{#P1,#P2}.

d) Sind P1 und P2 Adm-zulässige Partitionen, so sind auch min{P1, P2} und
max{P1, P2} Adm-zulässig (d.h. die Adm-zulässigen Partitionen bilden
einen Verband).

e) Unter den Adm-zulässigen Partitionen gibt es eine eindeutige Adm-
zulässige Partition Pmin mit minimaler Kardinalität #Pmin.

Das optimale Pmin aus Übung 5.5.8e lässt sich sehr einfach berechnen
durch den Aufruf

Pmin := minimale zulässige Partition(I × J) (5.52)

der folgenden rekursiven Funktion mit dem Wertebereich P(T (I × J)):

function minimale zulässige Partition(b); {b ∈ T (I × J)}
var P ; {P ∈ P(T (I × J) ist Mengenvariable}
begin P := ∅;

if Adm∗(b) then P := {b} {Adm∗ aus (5.50)}
else for all b′ ∈ S(b) do

P := P ∪minimale zulässige Partition(b′);
minimale zulässige Partition := P

end;

(5.53)

Man beachte, dass für Blätter b ∈ L(T (I × J)) der “else”-Fall nicht auftritt,
da

(
¬GrösseT (I×J)(b)

)
= true in (5.50) auf Grund von (5.43g).

Übung 5.5.9. Man formuliere den Algorithmus (5.53) so um, dass der Teil-
baum T (I × J, Pmin) anstelle von Pmin resultiert.

Anmerkung 5.5.10 (Aufwand der Pmin-Berechnung). Der Aufwand von (5.52)
beträgt O(#Pmin) gemessen in der Zahl der Aufrufe von Adm(b) und
GrösseT (I×J)(b).

Definition 5.5.11 (Nah- und Fernfeld). P ⊂ T (I × J) sei eine zulässige
Partition. Dann sind das “Nahfeld” P− und das “Fernfeld” P+ definiert durch

P− := {b ∈ P : GrösseT (I×J)(b) = false}, P+ := P\P−. (5.54)

Übung 5.5.12. Man zeige, dass alle b ∈ P+ zulässig sind (aber b ∈ P− ist
nicht notwendigerweise unzulässig).
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Aufgrund der letzten Aussage wäre es auch möglich, das Fernfeld als
P̂+ := {b ∈ P : Adm(b) = true} und das Nahfeld als P̂− := P\P̂+ zu definie-
ren. Die kleinen, aber zulässigen Blöcke wäre dann in P̂+ statt in P−. Wenn
GrösseT (I×J) so gewählt ist, dass für b ∈ P−∩ P̂+ der Speicheraufwand einer
R(k)-Matrix M |b ähnlich zu dem einer vollen Matrix aus R

b ist, hat die Be-
handlung als volle Matrix den Vorteil, dass kein Genauigkeitsverlust auftritt.
Deshalb ist die Einteilung (5.54) im Zweifelsfall vorzuziehen.

5.5.5 Beispiele
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Abb. 5.6. Markierungen 2,
3: zulässige Blöcke der Stu-
fe 2, 3; Markierung –: nicht-
zulässige 1×1-Blöcke aus P−

Wie schon in §5.2.4 ausgeführt, verwendet das
Modellbeispiel aus §3 eine Partition P , deren
Blöcke nicht zulässig sind. Wenn GrösseT (I×I)

nicht für alle Blöcke den Wert false liefert, folgt
zumindest für hinreichend große Matrizen, dass
P nicht Adm-zulässig im Sinne von Definition
5.5.6b ist.

In §5.2.4 wurde das Format (5.15) definiert.
Im Folgenden gelte die rechte Seite in (5.14)
nicht nur für Xσ, sondern auch für Xτ (Galerkin-
Fall). Für n = 8 sieht diese Blockstruktur wie
in Abbildung 5.6 aus. Verwendet man (5.8) mit
η = 1 als Zulässigkeitsbedingung Adm, so sind
alle mit “2” und “3” gekennzeichneten Blöcke
zulässig. Zum Beispiel gilt für alle 1 × 1-Blöcke
b = τ × σ ∈ T (3)(I × I) (vgl. (A.2)) mit der Markierung “3”, dass diam(τ) =
diam(σ) = 2−3 und dist(τ, σ) ≥ 2−3. Entsprechend ist diam(τ) = diam(σ) =
2−2 und dist(τ, σ) ≥ 2−2 für die Blöcke “2”. Für die Blöcke “–” ergibt sich
der Abstand dist(τ, σ) = 0, da sich die Träger zu τ und σ entweder berühren
oder übereinstimmen. Damit ist die η-Zulässigkeit (5.8) für kein η > 0 erfüllt.

Wählen wir GrösseT (I×J) wie in (5.42) mit nmin := 1, so gilt
GrösseT (I×J)(b) = false für alle 1 × 1-Blöcke. Damit ergibt (5.49),
dass die obige Partition zulässig ist.

Übung 5.5.13. Adm sei mittels (5.8) mit η = 1 gewählt, während
GrösseT (I×J) wie in (5.42) mit nmin := 1 definiert sei. Man zeige, dass für
alle n = 2p die aus (5.15) entstehenden Partitionen die Zulässigkeitsbedingung
(5.49) erfüllen.

Dass nmin = 1 eine zu kleine Wahl ist, sieht man daran, dass eine
2 × 2-Rang-1-Matrix ebenso wie eine volle 2 × 2-Matrix vier Speicher-
einheiten benötigt. Die Wahl nmin = 2 bedeutet, dass alle auftretenden
2 × 2-Untermatrizen als volle Matrizen behandelt werden und nicht in
1× 1-Matrizen aufgespalten werden.
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5.6 Alternative Clusterbaumkonstruktionen und
Partitionen

Die bisherigen Konstruktionen ergaben binäre Clusterbäume T (I). In §9.2.4
wird ein ternären Clusterbaum T (I) beschrieben, der auf Anwendungen mit
schwach besetzten Matrizen zugeschnitten ist.

Die Partition hängt wesentlich von der Zulässigkeitsbedingung ab. In §9.3
wird eine sogenannte schwache Zulässigkeit eingeführt, die gröbere Partitionen
liefert.



6

Definition und Eigenschaften der
hierarchischen Matrizen

Übersicht über die Inhalte der nachfolgenden Abschnitte:

• §6.1: Die Menge H(k, P ) der hierarchischen Matrizen (H-Matrizen) wird
definiert. Geeignete Teilmatrizen erben die H-Matrixstruktur.

• §6.2: Die H-Matrixstruktur ist gegen Transformation mit Diagonal-
matrizen und gegen Transposition invariant.

• §6.3: Der Speicheraufwand einer n × n-H-Matrix ist O(n log∗ n). Die
genaue Abschätzung inklusive der Konstanten wird in §6.3.2 mithilfe der
Größe Csp aus (6.4b) ermöglicht.

• §6.4: In diesem technischen Kapitel wird gezeigt: Matrizen, die von einer
Finite-Element-Diskretisierung stammen, führen auf eine Konstante Csp,
die nur von der Formregularität der finiten Elemente abhängt.

• §6.5: Es wird die Frage beantwortet, wie sich die Approximationsfehler
der Teilmatrizen auf die Gesamtmatrix auswirken.

• §6.6: In der Definition von H(k, P ) kann k als fest vorgegebener lokaler
Rang verstanden werden. Für die Praxis interessanter ist eine adaptive
Rangfestlegung.

• §6.7: Die a-priori -Wahl des lokalen Ranges k kann zu groß ausfallen. Des-
halb ist in der Praxis eine weitere Rangverkleinerung (“Rekompression”)
empfehlenswert.

• §6.8: Hier wird beschrieben, wie Gleichungsnebenbedingungen, Positi-
vitäts- oder Orthogonalitätsbedingungen berücksichtigt werden können.

6.1 Menge H(k, P ) der hierarchischen Matrizen

In der folgenden Definition ist P eine beliebige Partition, obwohl wir später
nur an zulässigen Partitionen interessiert sind. P+ ist die Teilmenge von P
mit GrösseT (I×J)(b) = true (d.h. Teilmenge der hinreichend großen Cluster,
vgl. Definition 5.5.11).

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 6,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Definition 6.1.1 (hierarchische Matrix). Seien I und J Indexmengen,
T (I × J) ein Blockclusterbaum und P eine Partition. Ferner sei eine lokale
Rangverteilung

k : P → N0 (6.1)

gegeben. Dann besteht die Menge H(k, P ) ⊂ R
I×J der hierarchischen Matrizen

(zur Partition P und zur Rangverteilung k) aus allen M ∈ R
I×J mit

Rang(M |b) ≤ k(b) für alle b ∈ P+. (6.2)

Genauer soll für alle Blöcke b ∈ P+ gelten, dass M |b ∈ R(k(b), I, J)
(vgl. Definition 2.2.3a), d.h. die Faktoren Ab, Bb der Darstellung M |b = AbB

�
b

sind explizit gegeben. Die Matrixblöcke M |b mit b ∈ P− werden als volle
Matrizen implementiert: M |b ∈ V(b) (vgl. (2.2)).

Statt von “hierarchischen Matrizen” werden wir auch kurz von “H-
Matrizen” sprechen, die nicht mit den H-Matrizen (vgl. [66, Definition 6.6.7])
verwechselt werden sollten, die eine Verallgemeinerung der M-Matrizen sind.
Wir werden von H(k, P ) auch als dem H-Matrixformat sprechen.

Die Notation R(k, I, J) gibt die Indexmengen I, J direkt als Parameter
an. In der Notation H(k, P ) sind I, J indirekt mittels

⋃
b∈P = I×J enthalten

und werden deshalb nicht noch einmal explizit erwähnt.
Die Implementierung der Speicherplatzanforderungen für die Faktoren

Ab, Bb ist geeignet vorzunehmen, da sonst die Speicherverwaltung insbeson-
dere bei parallelen Anwendungen ungünstige Laufzeiten ergeben kann (vgl.
Kriemann [103]).

Anmerkung 6.1.2. a) Die Standardwahl von (6.1) ist eine Konstante k ∈ N0.
Wir sprechen dann von hierarchischen Matrizen mit dem lokalen Rang k.

b) Häufig wird ein variables k(b) verwendet. Wenn k(b) nur von der Stufen-
zahl � = level(b) abhängt (vgl. §8.6), schreiben wir k� statt k(b).

Die Beschränkung einer hierarchischen Matrix auf einen Blockbereich
τ × σ ∈ T (I × J, P ) ist wieder eine hierarchische Matrix:

Übung 6.1.3. Sei P ⊂ T (I×J) eine Partition und τ ×σ ∈ T (I × J, P ) (vgl.
Lemma 5.5.7). Die Partition

P |τ×σ := P ∩ P(τ × σ) = {b ∈ P : b ⊂ τ × σ} (6.3)

von τ×σ sei als “Beschränkung” von P auf T (τ×σ) (Teilbaum von T (I×J))
definiert. Man zeige,

a) dass P |τ×σ eine Partition von τ × σ ist, die zulässig ist, wenn P eine
zulässige Partition ist, und

b) dass jedes M ∈ H(k, P ) zu einer hierarchischen Untermatrix M |τ×σ ∈
H(k, P |τ×σ) führt,

c) dass die Definition (6.3) für allgemeine Blöcke τ × σ ⊂ I × J genau
dann eine Partition von τ × σ darstellt, wenn τ × σ konsistent zu P ist, das
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soll heißen: τ × σ ist darstellbar als Vereinigung von Teilblöcken von P . Die
Konsistenz impliziert, dass τ ∈ T (I) und σ ∈ T (J).

d) Sei τ ×σ nicht konsistent im obigen Sinne. Man formuliere eine analoge
Aussage M |τ×σ ∈ H(k, P ′) mit geeignetem P ′.

6.2 Elementare Eigenschaften

Anmerkung 6.2.1 (Diagonalinvarianz). a) Ist M ∈ H(k, P ) (P ⊂ T (I × J) )
und haben D1 ∈ R

I×I und D2 ∈ R
J×J Diagonalgestalt, so gehören D1M ,

MD2 und D1MD2 ebenfalls zu H(k, P ).
b) Man streiche in T (I) alle kleinen, nicht in P auftretenden Cluster:

T ′(I) := {τ ∈ T (I) : es gibt ein τ∗ ∈ T (I) und ein τ∗ × σ ∈ P mit τ∗ ⊂ τ}.
Die Blattmenge π := L (T ′(I)) beschreibt eine Vektorpartition und π×π eine
Tensor-Matrixpartition. Falls D1 bezüglich π × π blockdiagonal ist
(d.h. D1|α×β = 0 für alle α, β ∈ π mit α = β), gilt die Aussage a)
ebenfalls. Ebenso darf D2 im analogen Sinne blockdiagonal sein.

Beweis. Es ist nur die triviale Eigenschaft nachzuprüfen, dass Rang-
k-Matrizen und volle Matrizen nach Diagonalskalierung ihre Struktur
beibehalten. Die Aussage für Blockdiagonalmatrizen ist eine einfache
Verallgemeinerung.

Man beachte, dass andere Struktureigenschaften wie z.B. die Toeplitz-
Struktur durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix zerstört werden.

Anmerkung 6.2.2 (Invarianz gegen Transposition). Die Zulässigkeits-
bedingung Adm und die Funktion Grösse seien symmetrisch (vgl. (5.13c)
und Satz 5.5.2c). Ist M ∈ H(k, P ) (P ⊂ T (I × J)), so gilt M� ∈ H(k′, P ′)
mit der adjungierten Partition P ′ := {σ × τ : τ × σ ∈ P} ⊂ T (J × I) und
k′(σ × τ) := k(τ × σ).

Beweis. Symmetrie von Adm und Grösse sichert, dass P ′ die minimale zu-
lässige Partition für M� ist.

Diese triviale Eigenschaft ist von Bedeutung für Varianten der
Konjugierten-Gradienten-Verfahren, in denen auch die Matrix-Vektor-
Multiplikation M�x auftritt.

Bisher wurde noch nicht von der möglichen Symmetrie einer Matrix Ge-
brauch gemacht. Hierfür lässt sich der Speicheraufwand im Prinzip halbieren.

Anmerkung 6.2.3. Es sei vorausgesetzt, dass P symmetrisch sei, d.h. P = P ′

mit P ′ aus der letzten Anmerkung. Ist dann M ∈ H(k, P ) eine symmetrische
Matrix, so brauchen für b = τ × σ und b′ = σ × τ die Faktoren Ab, Bb von
M |b = AbB

�
b und M |b′ = (M |b)� = BbA

�
b nur einmal gespeichert werden.

Gleiches gilt für die vollen Matrixblöcke.
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6.3 Schwachbesetztheit und Speicherbedarf

Im Folgenden wird die Größe Csp eingeführt, die wesentlich in die Abschätzung
des Speicherbedarfs einer H-Matrix und der Kosten der später erklärten
Matrixoperationen auftreten wird.

6.3.1 Definition

Der Index “sp” der Größe Csp steht für “sparsity”. Für schwach besetzte
Matrizen aus §1.3.2.5 ist die maximale Anzahl maxi∈I #{j ∈ J : Mij = 0}
der Nichtnullelemente pro Zeile ein mögliches Schwachbesetztheitsmaß, das
als Faktor C in die Abschätzung S ≤ C#I für den Speicherbedarf bzw.
in NMV ≤ 2C#I für die Matrix-Vektor-Multiplikationskosten eingeht. Bei
den hierarchischen Matrizen wird der Begriff “Schwachbesetztheit” in einem
anderen Sinne angewandt.

Seien T (I × J) der Blockclusterbaum zu T (I), T (J) und P die Partition.
Für σ ∈ T (J) sollten nur wenige Blöcke b ∈ P auftreten, die σ als Faktor
enthalten. Die Größen

Csp,l (τ, P ) := #{σ ∈ T (J) : τ × σ ∈ P} für τ ∈ T (I),
Csp,r (σ, P ) := #{τ ∈ T (I) : τ × σ ∈ P} für σ ∈ T (J) (6.4a)

beschreiben, wie häufig die Cluster τ und σ als Spalten- bzw. Zeilenblock in
der Partition P auftreten. Sei

Csp (P ) := max
{

max
τ∈T (I)

Csp,l (τ, P ) , max
σ∈T (J)

Csp,r (σ, P )
}
. (6.4b)

Die Größe Csp = Csp (P ) wurde von Grasedyck [50] eingeführt; ähnliche
Größen findet man auch in [81, 86].

Allgemeiner kann man für jede Teilmenge X ⊂ T (I × J) die Größen

Csp,l (τ,X) := #{σ ∈ T (J) : τ × σ ∈ X} für τ ∈ T (I),
Csp,r (σ,X) := #{τ ∈ T (I) : τ × σ ∈ X} für σ ∈ T (J),
Csp (X) := max

{
maxτ∈T (I) Csp,l (τ,X) ,maxσ∈T (J) Csp,r (σ,X)

} (6.5)

definieren. Dabei ist insbesondere der Fall X = T (I×J, P ) (vgl. (5.51)), aber
auch X = P+ und X = P− von Interesse. Offenbar gilt

Csp

(
P±) ≤ Csp (P ) ≤ Csp (T (I × J, P )) . (6.6)

A A A

B B

Die Partition aus Abbildung 5.1 gehört zum Block-
clusterbaum T (I × I) mit T (I) aus §5.3.2 zur Format-
beschreibung (5.15). Die rechte Skizze zeigt drei mit
‘A’ gekennzeichnete Blöcke τ × σ, die zum gleichen τ
gehören, sodass Csp,l (τ, P+) = Csp,l (τ, P ) = 3. Die mit
‘B’ gekennzeichneten Blöcke τ × σ gehören zu einem τ mit
Csp,l (τ, P+) = Csp,l (τ, P ) = 2. Für die kleinsten Blöcke findet man bis auf
die ersten und letzten beiden Zeilen, dass Csp,l (τ, P−) = Csp,l (τ, P ) = 6.
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Übung 6.3.1. a) Für das Format aus (5.15) beweise man

Csp(T (I × I, P )) = Csp(P ) = Csp(P−) = 6, Csp(P+) = 3

sowie im Falle von #I = 2L

Csp,l/r (τ, P ) = Csp,l/r (τ, P+) ≤ 3,
Csp,l/r (τ, P−) = 0 für τ mit level(τ) < L,

Csp,l/r (τ, P+) ≤ 3,
Csp,l/r (τ, P ) = Csp,l/r (τ, P−) = 6 für τ mit level(τ) = L.

b) Für das einfachere Format aus §3.1 zeige man Csp(T (I×I, P )) = Csp(P ) =
Csp(P−) = 2 und Csp(P+) = 1.

In der nachfolgenden Übung wird der Cluster τ in der rechten Seite von
(6.4a) durch einen Vorgänger τ ′ ⊃ τ ersetzt.

Übung 6.3.2. Seien τ ∈ T (I) und σ ∈ T (J). Man zeige für beliebige Teil-
mengen X ⊂ T (I × J, P ) (z.B. X = P oder X = T (I × J, P )), dass

C⊂
sp,l (τ,X) := #{σ ∈ T (J) : τ ′ × σ ∈ X mit τ ⊂ τ ′ ∈ T (I)}

≤ (level(τ) + 1)Csp (P ) ,
C⊂

sp,r (σ,X) := #{τ ∈ T (I) : τ × σ′ ∈ X mit σ ⊂ σ′ ∈ T (J)}
≤ (level(σ) + 1)Csp (P ) .

(6.7)

Es sei an grad(T (I)) aus Definition A.2.4 erinnert.

Übung 6.3.3. T (I × J) sei stufentreu (vgl. Konstruktion 5.5.1). Ferner sei
T := T (I × J, P ) . Dann gelten die Abschätzungen

Csp,l (T ) ≤ C̃sp,l (T ) := grad(T (J)) · max
σ∈T (J), τ×σ∈T\P nicht Adm-zulässig

#σ,

Csp,r (T ) ≤ C̃sp,r (T ) := grad(T (I)) · max
τ∈T (I), τ×σ∈T\P nicht Adm-zulässig

#τ,

Csp (T ) ≤ max
{
C̃sp,l (T ) , C̃sp,r (T )

}
.

Beweis. Sei τ ∈ T (�)(I). Falls � = 0, ist C̃sp,l (τ, T ) = 1. Für � > 0 sei τ ′

der Vater: τ ∈ ST (I)(τ ′). Zu jedem nicht Adm-zulässigen τ ′ × σ′ ∈ T gehören
grad(σ) Elemente σ ∈ T (J) aus {σ ∈ T (J) : τ × σ ∈ T}, somit ist

Csp,l (τ, T ) = #{σ ∈ T (J) : τ × σ ∈ T}
≤ grad(T (J)) ·#{σ′ ∈ T (J) : τ ′ × σ′ ∈ T\P nicht Adm-zulässig}.

Damit folgen die weiteren Abschätzungen.
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6.3.2 Speicherbedarf einer hierarchischen Matrix

Zunächst wird die Zahl der Blöcke abgeschätzt (diese Größe charakterisiert
u.a. den Aufwand für die Verwaltung von P ).

Lemma 6.3.4. Die Zahl der Blöcke ist beschränkt durch

#P ≤ (2min{#I,#J} − 1)Csp (P ) .

Beweis. a) Es ist

#P =
∑

τ×σ∈P

1 =
∑

τ∈T (I)

#{σ ∈ T (J) : τ × σ ∈ P} ≤
∑

τ∈T (I)

Csp (P )

≤ (2#I − 1)Csp (P ) .

Durch Vertauschen der Rollen von τ und σ lässt sich ebenso die Schranke
(2#J − 1)Csp (P ) zeigen.

b) In Teil a) wurde #T (I) ≤ 2#I − 1 verwendet (vgl. (A.3a)). Dies
erfordert die Annahme #S(v) = 1. Falls diese Annahme falsch ist,
ersetze man T (I), T (J) und T (I, J) durch die reduzierten Bäume gemäß
Anmerkung A.4.4. Da diese Modifikation nichts an P und Csp (P ) ändert,
folgt die Behauptung.

Anmerkung 6.3.5. Die Abschätzung von #T (I) durch 2#I − 1 kann ver-
bessert werden, wenn die Blätter τ ∈ L(T (I)) zum Beispiel die Bedingung
1
2nmin ≤ #τ ≤ nmin erfüllen. Dann folgt #T (I) ≤ (4#I/nmin − 1) und da-
mit #P ≤ (4min{#I,#J}/nmin − 1)Csp (P ).

Als Nächstes wollen wir den Speicherbedarf SH(k, P ) für hierarchische
Matrizen aus H(k, P ) mit Partition P und lokalem Rang k (k ist hier als eine
Konstante angenommen) abschätzen. Es sei daran erinnert, dass der Matrix-
block M |b entweder eine Rang-k-Matrix aus R(k, τ, σ) (falls b = τ × σ ∈ P+)
oder eine volle Matrix aus V(τ × σ) ist (falls b = τ × σ ∈ P−). Eine Rang-k-
Matrix aus R(k, τ, σ) benötigt den Speicherbedarf SR(τ, σ, k) = k (#τ + #σ)
(vgl. Anmerkung 2.2.5), während volle Matrizen aus V(τ × σ) den Speicher
SV(τ, σ) = #τ#σ (vgl. §1.3.2.4) erfordern. Nachfolgend spalten wir SH(k, P )
noch einmal in SH(k, P ) = SH(k, P+) + SH(P−) für den Fern- und Nahfeld-
bereich auf. Die Abschätzung des Speicherbedarfs

SH(k, P ) = SH(k, P+) + SH(P−) mit (6.8)

SH(k, P+) = k
∑

b=τ×σ∈P+

(#τ + #σ) , SH(P−) =
∑

b=τ×σ∈P−

#τ#σ

ist direkt mit dem Schwachbesetztheitsmaß Csp (P ) verbunden:
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Lemma 6.3.6 (Speicherbedarf). nmin erfülle die Bedingung (5.42). Dann
beträgt der Speicheraufwand für Matrizen aus H(k, P )

SH(k, P ) (6.9a)
≤ Csp (P ) ·max{nmin, k} · [(depth(T (I)) + 1) #I + (depth(T (J)) + 1) #J ] .

Falls die reduzierten Versionen der Bäume T (I), T (J) nach Anmerkung A.4.4
zu einer kleineren Tiefe führen, dürfen diese in (6.9a) eingesetzt werden. Die
in (6.9a) auftretende Tiefe kann noch etwas reduziert werden: Es gilt

SH(k, P ) ≤ Csp (P ) ·max{nmin, k} · (#LI#I + #LJ#J) , (6.9b)

wobei

LI := {� ∈ N0 : es gibt b = τ × σ ∈ P mit τ ∈ T (�)(I)},
LJ := {� ∈ N0 : es gibt b = τ × σ ∈ P mit σ ∈ T (�)(J)}.

Beweis. SH(k, P ) ist die Summe des Speicherbedarfs aller Blöcke
b = τ × σ ∈ P :

SH(k, P ) =
∑

τ×σ∈P+

SR(τ, σ, k) +
∑

τ×σ∈P−

SV(τ, σ)

= k
∑

τ×σ∈P+

(#τ + #σ) +
∑

τ×σ∈P−

#τ ·#σ.

Wegen (7.4) ist

#τ#σ = min{#τ,#σ}max{#τ,#σ}
≤ min{#τ,#σ} (#τ + #σ) ≤ nmin (#τ + #σ) .

Also
SH(k, P ) ≤ max{nmin, k}

∑
τ×σ∈P

(#τ + #σ) .

Nach Definition von Csp,l (τ, P ) und Csp (P ) gilt

∑

τ×σ∈P

#τ =
∑∗

τ∈T (I)

(
#τ

∑

σ:τ×σ∈P

1

)
=
∑∗

τ∈T (I)
#τCsp,l (τ, P )

≤ Csp (P )
∑∗

τ∈T (I)
#τ = Csp (P )

∑

�∈LI

∑

τ∈T (�)(I)

#τ ,

wobei die Summen
∑∗

τ∈T (I) nur über die τ zu führen sind, für die
mindestens ein σ mit τ × σ ∈ P existiert. Nach Korollar A.4.3b ist∑

τ∈T (�)(I) #τ ≤ #I, sodass
∑

τ×σ∈P #τ ≤ Csp (P ) #LI#I. Ebenso ist∑
τ×σ∈P #σ ≤ Csp (P )#LJ#J. Zusammen ist die Behauptung (6.9b)

bewiesen.
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Da LI ⊂ {0, . . . ,depth(T (I))}, ist #LI ≤ depth(T (I)) + 1. Die analoge
Ungleichung #LJ ≤ depth(T (J)) + 1 zeigt (6.9a).

Für die Baumtiefen erwartet man depth(T (I)) = O(log #I) und
depth(T (J)) = O(log #J) (dies folgt für balancierte Bäume). Damit ist der
Speicherbedarf von der Größenordnung O((#I + #J) log (#I + #J)) wie in
(3.5) im Falle des Modellproblems.

Die Größen Csp,l (τ, P ) und Csp,r (σ, P ) sind, wie man an Übung 6.3.1
sieht, deutlich größer, wenn unzulässige Blöcke τ × σ ∈ P auftreten. Deshalb
lässt sich die Abschätzung verbessern, wenn man die Blöcke aus P+ und
P− getrennt zählt. Der Beweis des folgenden Lemmas benutzt die gleiche
Argumentation wie der Beweis zu Lemma 6.3.6.

Korollar 6.3.7. Seien

L±
I := {� ∈ N0 : es gibt b = τ × σ ∈ P± mit τ ∈ T (�)(I)}

und L±
J analog definiert. Dann ist der Speicheraufwand für Matrizen aus

H(k, P ) abschätzbar durch

SH(k, P ) ≤ Csp

(
P+

)
k
(
#L+

I #I + #L+
J #J

)

+ Csp

(
P−)nmin

(
#L−

I #I + #L−
J #J

)
.

Im Modellfall von Übung 6.3.1 gilt I = J, L+
I = {1, . . . , L − 1} und

L−
I = {L} , sodass #L+

I = #L+
J = L− 1 und #L−

I = #L−
J = 1 zusammen

mit nmin = 1 zu folgender Ungleichung mit n = 2L führt:

SH(k, P ) ≤
[
2Csp(P+)k (L− 1) + 2Csp(P−)

]
n = [6k (L− 1) + 12]n.

Anmerkung 6.3.8. Im Falle der stufentreuen Konstruktion des Block-
clusterbaumes (vgl. §5.5.1) treten nur Blöcke b = τ × σ und damit
auch nur Cluster τ und σ der Stufe ≤ min {depth(T (I)),depth(T (J))}
auf (siehe Satz 5.5.2e). Daher kann die eckige Klammer in (6.9a) durch
(min {depth(T (I)),depth(T (J))}+ 1) (#I + #J) ersetzt werden.

6.4 Abschätzung von Csp
∗

Hier soll untersucht werden, wie die Größe Csp ihrerseits abgeschätzt werden
kann.

6.4.1 Erster Zugang

Eine erste, allgemeine Argumentation ist durch die Abbildung 6.1 illustriert.
Die Cluster τ1, τ2, τ3 sind durch Dreiecke dargestellt. ρ1 ist der Čebyšev-Radius
des Clusters τ1. Damit der Block τ1 × τ2 zulässig ist, muss der Abstand hin-
reichend groß sein. Sobald τ2 außerhalb des Kreises mit dem Radius ρ2 liegt,
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beträgt der Abstand mindestens ρ2 − ρ1. Für geeignetes ρ2 ist die Zulässig-
keit garantiert. Wenn der Abstand allerdings einen kritischen Wert übersteigt
und τ3 in den Bereich jenseits des Radius ρ3 hineinreicht, besitzen (unter
geeigneten Voraussetzungen) auch die Väter τ∗1 und τ∗3 von τ1 und τ3 einen
hinreichenden Abstand, sodass der Block τ∗1 × τ∗3 zulässig ist.

2ρ 3ρ1ρ

3τ2τ

τ1

Abb. 6.1. Čebyšev-Kreis um τ1,
Radius ρ2 für Zulässigkeit und Ra-
dius ρ3 für Zulässigkeit der Eltern-
cluster

Für die Bestimmung von Csp,l (τ1, P )
sind nur die σ = τ2 wesentlich, die ganz
im Kreisring {x : ρ2 ≤ |x| ≤ ρ3} liegen.
Außerdem müssen (bei der stufentreuen
Konstruktion) die τ2 die gleiche Stufen-
zahl wie τ1 besitzen. Unterstellt man für
die gleiche Stufenzahl eine vergleichbare
Fläche, kann man das Argument anwenden,
dass der Kreisring nur eine bestimmte Zahl
von Clustern enthalten kann.

Im Weiteren werden die Voraus-
setzungen präzisiert, die man für die
Schlussfolgerung benötigt. Die Zulässigkeit
Adm ist die übliche η-Zulässigkeit nach
(5.8). Die stufentreue Konstruktion 5.5.1
sei vorausgesetzt.

Abb. 6.2. Duale Zelle X̌i

(schraffiert) um den Knoten-
punkt ξi in der Mitte

Zum Argument der “vergleichbaren Flächen”
sind zwei Fälle zu unterscheiden. Die Träger Xi

einer Basisfunktion sind im Allgemeinen nicht
disjunkt. Nur für stückweise konstante Basis-
funktionen haben verschiedene Xi höchstens
einen Durchschnitt vom Maß null. Andernfalls
muss Xi zu einem kleineren Bereich X̌i reduziert
werden, sodass X̌i ∩ X̌j das Maß null für i = j
besitzt. Im Falle von stückweise linearen finiten
Elementen φi auf Dreiecken ist X̌i die Zelle um
den Knotenpunkt ξi, die sich durch Verbinden der
Dreiecksschwerpunkte und der Dreiecksseitenmitten ergibt (vgl. Abbildung
6.2). Wie man leicht sieht, können sich die Zellen X̌i höchstens am Rand
überschneiden.

Die genaue Voraussetzung lautet: Für alle i ∈ I∪J existiere eine Teilmenge
X̌i ⊂ Xi ⊂ R

d, sodass gilt:

X̌i ∩ X̌j hat Maß null für alle i = j mit i, j ∈ I oder i, j ∈ J. (6.10a)

Für τ ∈ T (I) sei X̌τ :=
⋃

i∈τ X̌i. Die Durchmesser und Volumina der X̌τ seien
im Wesentlichen durch die Stufenzahl festgelegt:

diam(X̌τ ) ≤ diam(Xτ ) ≤ Cd2−�

2−�d/Cv ≤ vol(X̌τ )
für τ ∈ T (�)(I) ∪ T (�)(J), (6.10b)

wobei das Volumen als d-dimensionales Maß zu verstehen ist.
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Satz 6.4.1. P ⊂ T (I × J) sei eine η-zulässige Partition. Die Bereiche
X̌i ⊂ R

d (i ∈ I ∪ J) bzw. X̌τ (τ ∈ T (I)) und X̌σ (σ ∈ T (J)) mögen (6.10a,b)
erfüllen. Dann gilt

Csp (P ) ≤ ωd

(
1− 2−d

)
Cv

(
2 (2 +

1
η
)Cd

)d

,

wobei ωd das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis. a) ρ1 sei der Čebyšev-Radius des Clusters τ ∈ T (I). Seien ρ2

wie in Abbildung 6.1 und K(ρ2) :=
{
x ∈ R

d : ‖x− ξτ‖ < ρ2

}
die Kugel

um das Čebyšev-Zentrum ξτ von τ ∈ T (�)(I). Für ein σ ∈ T (�)(J) gelte
X̌σ∩K(ρ2) = ∅. Für den Abstand folgt dist(Xτ , X̌σ) ≥ ρ2−ρ1. Da ein x̌ ∈ X̌σ

und ein x ∈ Xσ den Abstand diam(Xσ) ≤ Cd2−� besitzen können, folgt
dist(Xτ ,Xσ) ≥ ρ2 − ρ1 − Cd2−� . Damit ist wegen ρ1 ≤ diam(τ) ≤ Cd2−�

diam(τ)
dist(τ, σ)

≤ Cd2−�

ρ2 − 2Cd2−�
≤ η.

Für die Wahl

ρ2 :=
(

2 +
1
η

)
Cd2−�

folgt diam(τ)
dist(τ,σ) ≤ η, d.h. alle außerhalb K(ρ2) gelegenen X̌σ führen zu η-

zulässigen Blöcken τ × σ.
b) Sei τ∗ ∈ T (�−1)(I) der Vater von τ ∈ T (�)(I). Entsprechend sei

σ∗ ∈ T (�−1)(J) mit σ ∈ ST (J)(σ∗) ∈ T (�)(J). Xτ∗ in K(Cd21−�) enthalten.
Falls X̌σ ∩ K(ρ3) = ∅, gibt es einen Punkt y ∈ X̌σ ⊂ Xσ ⊂ Xσ∗ in K(ρ3).
Wegen diam(σ∗) ≤ Cd21−� erhält man für den Abstand

dist(τ∗, σ∗) ≥ ρ3 − 2Cd21−�.

Für die Wahl ρ3 := 2ρ2 folgt

diam(τ∗)
dist(τ∗, σ∗)

≤ Cd21−�

ρ3 − 2Cd21−�
≤ η,

d.h. der Block τ × σ tritt nicht in der Partition P auf, da bereits τ∗ × σ∗

η-zulässig ist.
c) Der Kreisring KRing := K(ρ3)\K(ρ2) hat das Volumen ωd

(
ρd
3 − ρd

2

)
=

ωdρ
d
2

(
2d − 1

)
. Eine Obermenge von {σ ∈ T (J) : τ × σ ∈ P} ist nach a) und

b) Σ := {σ ∈ T (J) : X̌σ ⊂ KRing}. Da die X̌σ nach Voraussetzung disjunkt
sind, folgt ωdρ

d
2

(
2d − 1

)
= vol(KRing) ≥ vol

(⋃
σ∈Σ X̌σ

)
=

∑
σ∈Σ vol X̌σ ≥

#Σ · 2−�d/Cv, sodass

#Σ ≤ ωd

(
2d − 1

)
Cv

(
2�ρ2

)d
= ωd

(
2d − 1

)
Cv

(
(2 +

1
η
)Cd

)d
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die Ungleichung Csp,l (τ, P ) ≤ #Σ [in analoger Weise Csp,r (σ, P ) ≤ #Σ] und
so die Behauptung beweist.

Es wurde vorausgesetzt, dass die Träger Xi ein positives d-dimensionales
Maß besitzen. Dies schließt Randelemente auf einer (d− 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeit aus. Eine analoge Argumentation für diesen Fall findet man
in Hackbusch-Nowak [90].

6.4.2 Abschätzung zu Konstruktion (5.30)

Abb. 6.3.
Gitter mit her-
vorgehobenem
Träger Xi

In §6.4.1 wurden naheliegende Eigenschaften der Cluster
vorausgesetzt. Allerdings wurde keine Konstruktion des
Clusterbaumes gegeben, die diese Eigenschaften garantiert. In
diesem Abschnitt wird der umgekehrte Weg beschritten. Es
wird angenommen, dass ein Finite-Element-Problem vorliegt,
zu dem mit Hilfe der Konstruktion (5.30) der Clusterbaum
T (I) konstruiert wird. Zudem ist J = I angenommen.

6.4.2.1 Voraussetzungen

Die Konstruktion (5.30) arbeitet mit den Ersatzpunkten ξi. Mit dem
Test (5.39) auf Zulässigkeit ist eine stärkere Bedingung gegeben als durch
die η-Zulässigkeit. Die Ersatz-Zulässigkeitsbedingung (5.39) erfordert eine
weitere Voraussetzung, die besagt, dass in einer bestimmten Umgebung der
Trägermenge Xi nur wenige Xj liegen. Die exakte Bedingung lautet: Es gebe
eine sogenannte Separationskonstante Csep, sodass

{j ∈ I : dist(Xi,Xj) ≤ diam(Xi)/Csep} ≤ nmin für alle i ∈ I. (6.11)

Dabei ist nmin die Konstante aus der Definition (5.19) von GrösseT (I) und
der Definition (5.42) von GrösseT (I×I). Im Zweifelsfall ist nmin zu erhöhen,
damit (6.11) erfüllt ist.

Mit Hilfe von Csep werden wir Csp abschätzen können. Zuvor soll aber
untersucht werden, wie Csep von anderen Problemparametern abhängt.

6.4.2.2 Diskussion von Csep für Finite-Element-Gitter

Wir gehen von einer üblichen Finite-Element-Diskretisierung mit einer Trian-
gulation (Gitter) T des Grundgebietes Ω ⊂ R

2 aus. Die Menge T besteht
aus abgeschlossenen Dreiecken. Zwei Dreiecke t, t′ heißen benachbart, falls
t ∩ t′ = ∅. Im Allgemeinen verlangt man eine zulässige Triangulation, d.h.
benachbarte Dreiecke aus T sind entweder gleich oder ihr Schnitt besteht aus
einer (vollständigen) Seite beider Dreiecke oder einem gemeinsamen Eckpunkt
(vgl. Abbildung 6.3).
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Eine Standardvoraussetzung ist die Formregularität, d.h. der minimale
Innenwinkel aller Dreiecke aus T sei durch einen positiven Winkel nach unten
beschränkt:

Es gibt γmin > 0, sodass γ ≥ γmin

für alle Innenwinkel γ der Dreiecke t ∈ T . (6.12a)

Eine äquivalente Forderung lautet: Der Durchmesser des größten Innenkreises
von t ∈ T und der Durchmesser diam(t) haben ein in beide Richtungen be-
schränktes Verhältnis.

Der Träger Xi einer Finite-Element-Basisfunktion φi (i ∈ I) ist eine Ver-
einigung von Dreiecken t ∈ T . Abbildung 6.3 zeigt hervorgehoben den Träger
einer stückweise linearen Basisfunktion zum Knotenpunkt x0. Allgemein
fordern wir, dass Xi zusammenhängend sei und dass die Zahl der Dreiecke
in Xi eine Schranke K1 besitze:

Xi zusammenhängend und es gibt K1 ∈ N mit
# {t ∈ T : t ⊂ Xi} ≤ K1 für alle i ∈ I.

(6.12b)

Anmerkung 6.4.2. a) Es gelte (6.12a). Im Falle der stückweise linearen Basis-
funktionen ist (6.12b) mit K1 = "2π/γmin# erfüllt.

b) In seltenen Fällen könnte # {t ∈ T : t ⊂ Xi} auch noch Dreiecke außer-
halb des schraffierten Bereichs von Abbildung 6.3 enthalten, sodass sich K1

erhöht. Die Existenz der Schranke K1 in (6.12b) ist u.a. ein Grund für den
Namen “finite Elemente”.

c) Die Eigenschaft “zusammenhängend” kann ebensogut im Sinne der
Nachbarschaftsbeziehung der Dreiecke {t ∈ T : t ⊂ Xi} interpretiert werden.

Eine weitere Forderung lautet:

Es gibt ein K2 ∈ N mit # {i ∈ I : t ⊂ Xi} ≤ K2 für alle t ∈ T , (6.12c)

d.h. ein Dreieck kommt in höchstens K2 Trägern Xi vor.

Anmerkung 6.4.3. a) Wenn es pro Eckpunktsknoten nur einen Freiheitsgrad
gibt und die linearen Basisfunktionen verwendet werden, ist K2 = 3.

b) Wenn ein Differentialgleichungssystem mit m Komponenten diskreti-
siert wird, kann die gleiche Basisfunktion für alle m Komponenten auftreten,
sodass die identische Trägermenge Xi für m verschiedene i ∈ I vorliegt und
sich die Schranke K2 entsprechend erhöht.

c) Bei Finite-Element-Ansätzen mit höheren Polynomgraden hängt K2

auch vom Polynomgrad ab.

Ein besonderer Vorteil der Finite-Element-Methode ist die Flexibilität des
Gitters für Zwecke der lokalen Gitterverfeinerung. Damit ist durchaus be-
absichtigt, dass verschiedene Dreiecke aus T sehr verschiedene Größe haben
können. Allerdings soll kein starker Größenunterschied zwischen benachbarten
Dreiecken herrschen:

Es gibt K3 > 0 mit
{

1/K3 ≤ diam(t)/diam(t′) ≤ K3

für alle benachbarten t, t′ ∈ T . (6.12d)
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Anmerkung 6.4.4. a) Wenn (6.12d) mit K = K3 zutrifft, spricht man von
einem K-Gitter. Es muss stets K ≥ 1 gelten. K = 1 charakterisiert regel-
mäßige Gitter (alle Dreiecke haben gleichen Durchmesser).
b) Für eine zulässige Triangulation T mit der Formregularitätseigenschaft
(6.12a) gilt (6.12d).

Abb. 6.4. Verfeinertes
Finite-Element-Gitter mit
K3 = 2 in (6.12d)

Der extreme Fall einer exponentiell abfallenden
Schrittweitenfolge ist in Abbildung 6.4 wieder-
gegeben. Hier gilt K3 = 2.

Zunächst sei die Schreibweise A � B erklärt,
die wir im nachfolgenden Beweis benutzen.

Notation 6.4.5 Die Schreibweise A �α,β,... B
bedeutet, dass es eine nur von α, β, . . . abhängige
Konstanten c gibt, sodass A ≤ cB. Die Un-
gleichung A �α,β,... B ist gleichbedeutend zu
B �α,β,... A. Die Schreibweise A ∼α,β,... B bedeu-
tet, dass sowohl A �α,β,... B als auch A �α,β,... B
gelten.

Lemma 6.4.6. Es gelte (6.12a,b,d). Dann folgt aus dist(Xi,Xj) > 0 für ein
ρ = ρ(K1,K3, γmin) > 0 die Ungleichung

dist(Xi,Xj) ≥ ρdiam(Xi) für alle i, j ∈ I. (6.13)

Beweis. a) Sei t ⊂ Xi für ein t ∈ T und ein i ∈ I. Wegen (6.12b,d) gilt
diam(t) �K1,K3 diam(Xi).

b) Sei t′ ∈ T ein Nachbar von t. Die K-Gittereigenschaft (6.12d) beweist
diam(t′) �K3 diam(t).

c) Sei λ(t) die minimale Höhe eines Dreiecks t (vgl. Abbildung 6.5). Mit
der Formregularität (6.12a) folgt λ(t′) �γmin diam(t′) .

d) Wenn dist(Xi,Xj) > 0, gibt es Punkte x ∈ Xi und y ∈ Xj mit
|x− y| = dist(Xi,Xj). Dabei muss einer der Punkte x, y ein Eckpunkt
eines Dreiecks t′ sein, das weder in Xi noch Xj liegt, aber Nachbar eines
t ⊂ Xi ∪Xj ist. Die Strecke xy muss t′ von diesem Eckpunkt bis zur gegen-
überliegenden Seite durchqueren. Daher ist |x− y| ≥ λ(t′).

e) Die Ungleichungskette dist(Xi,Xj) = |x− y| ≥ λ(t′) �γmin

diam(t′) �K3 diam(t) �K1,K3 diam(Xi) beweist diam(Xi) ≤ cdist(Xi,Xj)
mit einer nur von K1,K3, γmin abhängigen Konstanten c. Damit ist (6.13)
mit ρ := 1/c > 0 erfüllt.

Lemma 6.4.7. Es gelte (6.12a-c). Dann gibt es ein N = N(K1,K2, γmin) ∈
N, sodass

# {j ∈ I : Xi ∩Xj = ∅} ≤ N für alle i ∈ I. (6.14)

Beweis. a) Seien i ∈ I und t ⊂ Xi. Die Zahl der j ∈ I mit t ⊂ Xj ist durch K2

beschränkt (vgl. (6.12c)). Die Zahl der möglichen t ⊂ Xi ist nach (6.12b) durch
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K1 beschränkt. Es bleibt der Fall, dass sich Xi und Xj nur im Rand schneiden.
Aus (6.12a) schließt man, dass auch # {t ∈ T : Xj ∩ t = ∅} �K1,γmin 1. Mit
# {j ∈ I : Xi ∩Xj = ∅} �K1,K2,γmin 1 ist die Behauptung bewiesen.

Damit kommen wir zur Hauptaussage:

Satz 6.4.8. Es gelte (6.12a-d). Sei Csep > 1/ρ, wobei ρ aus (6.13) nur von
K1,K3, γmin abhängt. Wenn nmin ≤ N für N = N(K1,K2, γmin) aus (6.14),
ist die Bedingung (6.11) erfüllt.

Beweis. Die Ungleichung dist(Xi,Xj) ≤ diam(Xi)/Csep hat zur Folge, dass
dist(Xi,Xj) < ρdiam(Xi). Aus Lemma 6.4.6 folgt dist(Xi,Xj) = 0, d.h.
Xi ∩ Xj = ∅. Damit ist Lemma 6.4.7 anwendbar und zeigt zusammen mit
nmin ≤ N die Ungleichung (6.11).

t’

Abb. 6.5. Abstand zweier Träger-
mengen Xi, Xj . λ(t′) ist die kleinste
Höhe des Dreiecks t′.

Die Überlegungen dieses Abschnittes
können sinngemäß auf Ω ⊂ R

d für d = 2
übertragen werden.

6.4.2.3 Abschätzungen mittels Csep

Im Weiteren gehen wir von Situationen
aus, in denen die Bedingung (6.11) mit
einer Konstanten Csep erfüllt ist. Ferner
setzen wir voraus, dass die Partition zulässig im Sinne der Bedingung (5.39)
mit der Größe η > 0 ist, wie es das Resultat der Konstruktion (5.30) ist. Zu-
dem gehen wir von der Annahme aus, dass die Knotenpunkte ξi (Mittelpunkte
aus Qi = Qmin(Xi)) aus Anmerkung 5.4.1 selbst zu Xi gehören:

ξi ∈ Xi für alle i ∈ I. (6.15)

Eine unmittelbare Folge dieser Annahme ist X̂τ ⊂ Xτ für alle τ ∈ T (I) (vgl.
Anmerkung 5.4.1 zu X̂τ ).

Lemma 6.4.9 (Csp-Abschätzung). Es gelte (6.11) und (6.15). Der Baum
T (I) sei mit Hilfe der Konstruktion (5.30) erzeugt. Der Blockclusterbaum
T (I × I) sei durch die stufentreue Konstruktion 5.5.1 entstanden, wobei die
Blöcke der Partition P die Ersatz-Zulässigkeitsbedingung (5.39) mit einem
η > 0 erfüllen. Dann gilt

Csp ≤
[
4 + 8

√
d

(
2
1 + Csep

η
+ Csep

)]d

.

Beweis. Der Beweis findet sich in [56, Lemma 4.5], wobei η wegen einer anderen
Skalierung durch η/2 zu ersetzen ist.

Es gibt allerdings Fälle, in denen eine anisotrope Verfeinerung optimal
ist. Hier treten Dreiecke mit extrem kleinen Winkeln oder extrem gestreckte
Rechtecke auf. Für Randelement-Anwendungen ist eine solche Situation
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in Graham-Grasedyck-Hackbusch-Sauter [49] beschrieben: Die übliche
Zulässigkeitsbedingung führt zu einem nicht-konstanten Csp und damit zu
einem nicht-optimalen Aufwand, aber nach einer speziellen Behandlung der
kritischen Matrixelemente lässt sich wieder eine fast lineare Komplexität
erreichen.

6.4.3 Anmerkung zu Konstruktion (5.34)

Die Konstruktion (5.34) ist einerseits günstiger, da die Verwendung der
Minimalquader zu einer gleichmäßigeren Halbierung der Cluster führt.
Andererseits haben die Quader QII

τ im Gegensatz zu (5.30) keine regelmäßige
Struktur (vgl. Anmerkung 5.4.4). Dies führt dazu, dass sich eine gleichmäßige
Schranke für Csp nicht beweisen lässt. Ein Gegenbeispiel ist in Abbildung 6.6
illustriert.

τR

Abb. 6.6. Gegenbeispiel zu beschränktem
Csp im Falle der Konstruktion (5.34)

Sei der Startquader QII
I wie in

der Abbildung 6.6. Auf der linken
Seite ergebe sich eine regelmäßige
Situation: Die rekursiv halbierten
Quader seien zugleich die Minimal-
quader, sodass sich das hervorge-
hobene Rechteck R = [−a, 0]×[b, c]
als Cluster τR der Stufe � = 7 er-
gibt. Die rechte Hälfte des Qua-
ders QII

I enthalte nur einen Punkt
ξi am rechten Rand1, alle weiteren
Indizes mögen in dem schmalen
Rechteck [d, d + ε] × [b, c] mit

d := (c− b) 22.5−� und 0 ≤ ε < d/
√

2 liegen, das damit den Abstand d vom
Rechteck R hat. Der Minimalquader der Stufe 1 ist das gestrichelte Recht-
eck. Nach einer weiteren Halbierung ergibt sich auf der Stufe 2 einerseits der
Punkt ξi (wird Blatt in T (I)) und andererseits das Rechteck [d, d+ ε]× [b, c].
Alle weiteren Halbierungen verlaufen in waagerechter Richtung. Auf der Stufe
� = 7 erhält man die Minimalquader

[d, d+ ε]× [b+ ν22−� (c− b) , b+ (ν + 1) 22−� (c− b)] für ν = 0,. . ., 2�−2−1.

Die zugehörigen Cluster seien τν . Ihre Durchmesser sind kleiner oder gleich
[
(
22−� (c− b)

)2 + ε2]1/2 ≤ d, während ihr Abstand von R gerade d beträgt.
Für die Wahl η = 1 sind alle Blöcke τR × τν zulässig. Weil ihre Väter nicht
zulässig sind, ergibt sich Csp,l(τR, P ) = 2�−2. Da die Stufe � = 7 beliebig
erhöht werden kann, kann Csp,l beliebig groß werden.

1 Damit QII
I ein Minimalquader ist, muss mindestens ein Punkt am rechten Rand

liegen.
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6.5 Fehlerabschätzungen

Die Approximationsfehler sind mit den Blöcken M |b, b ∈ P, assoziiert. Hier
wird diskutiert, wie sich diese lokalen Fehler zu einem globalen Fehler von M
zusammensetzen. Dabei hängt das Resultat wesentlich von der Wahl der ver-
wendeten Norm ab. Im Folgenden werden die Frobenius-Norm, die Spektral-
norm und die spezielle Norm ||| · ||| aus §C.5.3 untersucht.

6.5.1 Frobenius-Norm

Die bequemste Norm im Umgang mit H-Matrizen ist die Frobenius-Norm,
denn es gilt

‖M‖F =
√∑

b∈P

‖M |b‖2F für alle M ∈ H(k, P ).

Zur Frobenius-Norm von M |b vergleiche man Übung 2.2.7b.

6.5.2 Vorbereitende Lemmata

6.5.2.1 Problemstellung

Für die Spektralnorm und verwandte Normen gibt es keinen so einfachen Zu-
sammenhang zwischen den lokalen Matrixblöcken M |b und der Gesamtmatrix
A ∈ R

I×J . Die Resultate unterscheiden sich, je nachdem wie die Größen-
ordnung der Normen ‖M |b‖ verteilt ist. Drei Fälle werden unterschieden:

1. Alle Normen ‖A|b‖ sind vergleichbar groß und werden durch ihr Maximum
abgeschätzt (vgl. Lemma 6.5.7). Die resultierende Abschätzung für die
Spektralnorm stammt von Grasedyck [50].

2. Die Normen nehmen mit zunehmender Stufenzahl ab: ‖A|b‖ ≤ Cq�−1 für
b ∈ P ∩ T (�)(I × J, P ) (vgl. Lemma 6.5.6).

3. Die Normen sind derart, dass
∑

b∈P ‖A|b‖2 gut abschätzbar (vgl. §6.5.2.2).

Da die Resultate für die Spektralnorm ‖·‖2 als auch für ||| · ||| aus §4.5.3
angewandt werden sollen, wird zunächst ein allgemeinerer Rahmen gewählt.
Jedem τ ∈ T (I) wird ein Hilbert-Raum Xτ =

(
R

τ , ‖·‖Xτ

)
zugeordnet, wobei

die Norm ‖·‖Xτ
von der üblichen Euklidischen Norm abweichen kann. Die

Dualnorm zu ‖·‖Xτ
ist

‖uτ‖X ′
τ

:= sup{|(uτ , vτ )| / ‖vτ‖Xτ
: 0 = vτ ∈ R

τ} für alle uτ ∈ R
τ (6.16a)

und führt zum Dualraum X ′
τ =

(
R

τ , ‖·‖X ′
τ

)
. Aus Xτ ergeben sich die Produkt-

räume

X� :=
∏

τ∈T (�)(I)
Xτ , X :=

∏
τ∈T (I)

Xτ =
∏

�
X� (6.16b)
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mit den zugehörigen Normen
∥∥∥(u

τ
)τ∈T (�)(I)

∥∥∥
X�

=
√ ∑

τ∈T (�)(I)

‖u
τ
‖2Xτ

,

∥∥∥(u
τ
)τ∈T (I)

∥∥∥
X�

=

√√√√
depth(T (I×J,P ))∑

�=0

‖u
�
‖2X�

=
√ ∑

τ∈T (I)

‖u
τ
‖2Xτ

.

Die Dualräume X ′,X ′
σ und X ′

� besitzen Dualnormen, die wie oben aus den
komponentenweisen Dualnormen gebildet werden.

Analog seien zur Indexmenge J und zu σ ∈ T (J) die Räume Y,Yσ,Y� und
die entsprechenden Normen eingeführt.

Die Spezialfälle σ = I und τ = J in Xσ und Yσ ergeben die Räume XI

und YJ . Die Matrix A ∈ R
I×J wird im Folgenden als Abbildung von YJ nach

X ′
I aufgefasst.

Der Operator A : Y → X ′ zur Matrix A ∈ R
I×J bestehe aus den Kompo-

nenten

Ab : Yσ → X ′
τ für b = τ × σ ∈ T (I)× T (J), (6.16c)

wobei Ab :=
{
A|b für b ∈ P,
0 für b /∈ P.

Man beachte, dass auch Blöcke b = τ × σ auftreten, die nicht zu T (I × J)
gehören, da T (I)×T (J) � T (I×J). Diese sind jedoch null, da gemäß (6.16c)
nichttriviale Einträge nur für b ∈ P auftreten. Die Matrix A : YJ → X ′

I lässt
sich aus A mittels

A =
(
SI

)∗ASJ mit SI : XI → X , SJ : YJ → Y (6.16d)

rekonstruieren, wobei

SI =

⎛

⎝
SI

0

SI
1...

⎞

⎠ , SJ =

⎛

⎝
SJ

0

SJ
1...

⎞

⎠ , (6.16e)

mit

{
SIu : =

(
SI

� u
)depth(T (I×J,P ))

�=0
, SI

� u := (uτ )τ∈T (�)(I) ,

SJu : =
(
SI

� u
)depth(T (I×J,P ))

�=0
, SJ

� u := (uσ)σ∈T (�)(J) .

Anmerkung 6.5.1. Für stufentreue Blockclusterbäume ist A blockdiagonal:

A = diag {A� : 0 ≤ � ≤ depth(T (I × J, P ))} . (6.17a)

Dabei enthält A� die Komponenten Ab für b ∈ T (�)(I)× T (�)(J). Es gilt

A =
depth(T (I×J,P ))∑

�=0

A�, wobei A� :=
(
SI

�

)∗A�S
J
� . (6.17b)

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen den Normen ‖A‖X ′
I←YJ

und ‖Ab‖X ′
τ←Yσ

diskutiert.
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6.5.2.2 Fall 3

Zuerst sei der dritte Fall von Seite 128 untersucht, in dem die Abschätzung
mit der Frobenius-artigen Norm

√∑
b∈P ‖A|b‖2 durchgeführt werden soll. Zur

Vereinfachung der Notation sei die Menge

L(τ) := {τ ′ ∈ L(T (I)) : τ ′ ⊂ τ} (6.18)

aller Blätter von T (I) eingeführt, die Nachfolger von τ sind. Entsprechend ist
L(σ) für σ ∈ T (J) eine Teilmenge von L(T (J)).

Lemma 6.5.2. Für alle u ∈ XI und alle Komponenten uτ von

SIu = (uτ )τ∈T (I)

sei

1
C0

‖uτ‖2Xτ
≤

∑

τ ′∈L(τ)

‖uτ ′‖2Xτ′ ≤ C0 ‖uτ‖2Xτ
für alle τ ∈ T (I) (6.19)

vorausgesetzt. Entsprechendes gelte für die Komponenten uσ von SJu. Dann
gilt

‖A‖X ′
I←YI

≤ C2
0

√ ∑

b=τ×σ∈P

‖A|b‖2X ′
τ←Yσ

. (6.20)

Bevor wir das Lemma beweisen, sei zunächst der Fall der Euklidischen
Norm diskutiert.

Anmerkung 6.5.3. Es sei vorausgesetzt, dass die Normen ‖·‖Xτ
usw. mit der

Euklidischen Norm übereinstimmen: ‖uτ‖2Xτ
= ‖uτ‖22 =

∑
i∈τ |uτ,i|2 .

a) Es gilt ‖uτ‖22 =
∑

τ ′∈L(τ) ‖uτ ′‖22, sodass die Ungleichung (6.19) mit

C0 = 1 erfüllt ist. Wegen der analogen Identität ‖u‖22 =
∑

τ∈T (�)(I) ‖uτ‖22 ist∥∥SI
�

∥∥
2

=
∥∥SJ

�

∥∥
2

= 1 für alle �.
b) ‖Ab‖X ′

τ←Yσ
= ‖Ab‖2 ist die Spektralnorm. Falls ‖A|b‖2 relativ zu der

Größe des Blockes b abgeschätzt werden kann, d.h.

‖A|b‖2 ≤ ε
√

#b/#I#J für alle b ∈ P, (6.21a)

folgt ∑

b∈P

‖A|b‖22 ≤ ε2. (6.21b)

Ungleichung (6.21a) ergibt sich beispielsweise aus der komponentenweisen
Ungleichung |Aij | ≤ ε/

√
#I#J .

c) Xτ und Xσ seien gemäß (5.5a,b) definiert. Gilt die Ungleichung

‖A|b‖2 ≤ ε ‖ω‖L2(Xτ×Xσ) (b = τ × σ ∈ P ) (6.21c)
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für eine geeignete Funktion ω ∈ L2(X × Y ), so folgt
√∑

b∈P
‖A|b‖22 ≤ ε

√
M1M2 ‖ω‖L2(X×Y ) (6.21d)

mit
{
M1 := maxx∈X #{i ∈ I : x innerer Punkt von Xi ⊂ X},
M2 := maxy∈Y #{i ∈ I : y innerer Punkt von Xj ⊂ Y }.

Die Zahlen M1 und M2 beschreiben den maximalen Überlapp der Träger Xi

bzw. Xj und sind für formreguläre Finite-Element-Gitter stets beschränkt.

Beweis. Zu b) Die Definition einer Partition P impliziert
∑

b∈P #b = #I#J.
Hiermit folgt (6.21b) sofort aus (6.21a).

Zu c) Sei χτ die charakteristische Funktion zu Xτ . Dann gilt
‖ω‖L2(Xτ×Xσ) = ‖χτχσω‖L2(X×Y ) . Summation der Quadrate liefert

∑

b∈P

‖A|b‖22 ≤ ε2
∑

b=τ×σ∈P

‖χτ (x)χσ(y)ω(x, y)‖2L2(X×Y )

= ε2
∥∥∥

∑

b=τ×σ∈P

χτ (x)χσ(y)ω(x, y)
∥∥∥

2

L2(X×Y )
.

Mit χτ ≤
∑

i∈τ χi (χi ist charakteristische Funktion zu Xi aus (5.5a)) folgt

∑

b∈P

‖A|b‖22 ≤ ε2
∫∫

X×Y

∑

b=τ×σ∈P

∑

i∈τ

∑

j∈σ

χi(x)χj(y) |ω(x, y)|2 dxdy.

Wegen der Partitionseigenschaft von P stimmt die Summe
∑

b=τ×σ∈P

∑
i∈τ

∑
j∈σ

überein mit
∑

i∈I

∑

j∈J

χi(x)χj(y) |ω(x, y)|2 =
[∑

i∈I

χi(x)
][∑

j∈J

χj(y)
]
|ω(x, y)|2 .

Die eckigen Klammern sind durch M1 bzw. M2 beschränkt, sodass∑
b∈P ‖A|b‖22 ≤ ε2M1M2 ‖ω‖2L2(X×Y ) .

Aus den Beispielen (6.21a) und (6.21c) erkennt man, dass das Lemma
6.5.2 auf den Fall zugeschnitten ist, dass kleine Blöcke b ∈ P auch kleine
Fehler ‖A|b‖2 besitzen. Enthalten alle Blöcke ähnliche Fehler, so enthält die
Ungleichung

∑
b∈P ‖A|b‖22 ≤ #P max ‖A|b‖22 einen Faktor #P der Größen-

ordnung der Indexmengen #I,#J. Für diesen Fall sind die Abschätzungen
des nachfolgenden Unterabschnittes günstiger.
Beweis zu Lemma 6.5.2. Die Norm ‖A‖X ′

I←YJ
ist das Supremum des Eukli-

dischen Skalarproduktes |(Au, v)| über alle u ∈ YJ , v ∈ XI mit ‖u‖YJ
=

‖v‖XI
= 1. Auf Grund der Darstellung A =

(
SI

)∗ASJ (vgl. (6.16d)) ist(
(SI)∗ASJu, v

)
=
(
ASJu, SIv

)
zu untersuchen. Mit uσ, vτ aus (6.16e) folgt

(
ASJu, SIv

)
=
∑

b=τ×σ∈P
(Abuσ, vτ )
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(hier wurde ausgenutzt, dass (Abuσ, vτ ) = 0 für b /∈ P wegen Ab = 0 gilt).
Blockweise Abschätzung liefert
∣∣(ASJu, SIv

)∣∣ ≤
∑

b=τ×σ∈P

|(Abuσ, vτ )| ≤
∑

b=τ×σ∈P

‖Ab‖X ′
τ←Yσ

‖uσ‖Yσ
‖vτ‖Xτ

.

Die Schwarzsche Ungleichung ergibt

∣∣(ASJu, SIv
)∣∣2 ≤

(
∑

b=τ×σ∈P

‖Ab‖2X ′
τ←Yσ

)(
∑

b=τ×σ∈P

‖uσ‖2Yσ
‖vτ‖2Xτ

)
. (6.22a)

Mit der ersten Ungleichung in (6.19) lässt sich ‖uσ‖2Yσ
≤ C0

∑
σ′∈L(σ) ‖uσ′‖2Yσ′

ableiten. Entsprechend ist ‖vτ‖2Xτ
≤ C0

∑
τ ′∈L(τ) ‖vτ ′‖2Xτ′ , sodass

∑

b=τ×σ∈P

‖uσ‖2Yσ
‖vτ‖2Xτ

≤ C2
0

∑

b=τ×σ∈P

∑

σ′∈L(σ)

∑

τ ′∈L(τ)

‖uσ′‖2Yσ′ ‖vτ ′‖2Xτ′ .

Induktion über den Baum T (I × J, P ) beweist
∑

b=τ×σ∈P

∑
σ′∈L(σ)

∑
τ ′∈L(τ)

=
∑

σ′∈L(T (J))

∑
τ ′∈L(T (I))

. Somit ist

∑

b=τ×σ∈P

‖uσ‖2Yσ
‖vτ‖2Xτ

≤ C2
0

[ ∑

σ′∈L(T (J))

‖uσ′‖2Yσ′

][ ∑

τ ′∈L(T (I))

‖vτ ′‖2Xτ′

]
.

Die zweite Ungleichung aus (6.19) zeigt
[∑

σ′∈L(T (J)) ‖uσ′‖2Yσ′

]
≤ C0 ‖uJ‖2YJ

und liefert die entsprechende Ungleichung für den zweiten Klammerausdruck,
sodass

∑

b=τ×σ∈P

‖uσ‖2Yσ
‖vτ‖2Xτ

≤ C4
0 ‖uJ‖2YJ

‖vI‖2XI
= C4

0 ‖u‖
2
YJ
‖v‖2XI

. (6.22b)

Die letzte Gleichheit nutzt aus, dass uJ = u für die Komponente uJ von
SJu = (uτ )τ∈T (J) und analog vI = v.

Kombination der Ungleichungen (6.22a,b) liefert

|(Au, v)| =
∣∣(ASJu, SIv

)∣∣ ≤ C2
0

√∑
b=τ×σ∈P

‖Ab‖2X ′
τ←Yσ

‖u‖YJ
‖v‖XI

,

woraus die Behauptung (6.20) folgt.

6.5.2.3 Fälle 1 und 2

Die Blockdiagonalstruktur von A erlaubte die Darstellung A = S∗AS =∑
� S

∗
�A�S�. Die weiteren Überlegung beruhen auf



6.5 Fehlerabschätzungen 133

‖A‖X ′
I←YJ

≤
∑

�

∥∥(SI
� )∗A�S

J
�

∥∥
X ′

I←YJ
(6.23a)

≤
∑

�

∥∥(SI
� )∗

∥∥
X ′

I←X ′
�

‖A�‖X ′
�←Y�

∥∥SJ
�

∥∥
Y�←YJ

=
∑

�

‖A�‖X ′
�←Y�

∥∥SI
�

∥∥
X�←XI

∥∥SJ
�

∥∥
Y�←YJ

,

indem ‖A�‖X ′
�←Y�

abgeschätzt wird. Wie im Beweis von Lemma 6.5.2 ist
|(A�u�, v�)| zu untersuchen, wobei u� := SJ

� u = (uσ)σ∈T (�)(J) und v� := SI
� v =

(vτ )τ∈T (�)(I) . Wie oben ist

|(A�u�, v�)| ≤
∑

b=τ×σ∈T (�)(I)×T (�)(J)

|(Abuσ, vτ )| (6.23b)

≤
∑

b=τ×σ∈T (�)(I)×T (�)(J)

‖Ab‖X ′
τ←Yσ

‖uσ‖Yσ
‖vτ‖Xτ

.

Sei nun eine Matrix A ∈ R
T (�)(I)×T (�)(J) mittels Aτ,σ := ‖Aτ×σ‖Xτ←Yσ

definiert. Ferner seien die Vektoren v ∈ R
T (�)(I), u ∈ R

T (�)(J) komponenten-
weise als uσ := ‖uσ‖Yσ

und vτ := ‖vτ‖Xτ
erklärt. Dann lautet die rechte Seite

in (6.23b) 〈Au,v〉 mit dem Euklidischen Skalarprodukt des R
T (�)(I).

Für die Abschätzung der Spektralnorm ‖A‖2 verwenden wir Anmerkung
C.1.3 g: ‖A‖2 ≤

√
‖A‖∞ ‖A�‖∞. Die Zeilensummen von A zu τ ∈ T (�)(I)

sind ∑

σ∈T (�)(J)

‖Aτ×σ‖X ′
τ←Yσ

=
∑

σ∈T (�)(J) mit b=τ×σ∈P

‖Ab‖X ′
τ←Yσ

,

da Ab = 0 für b = τ × σ /∈ P. Die Zahl der Summanden ist gemäß (6.4a,b)
Csp,l (τ, P ) ≤ Csp,�(P ) für alle τ ∈ T (�)(I), sodass ‖A‖∞ ≤ Csp,�(P )α� mit

α� := max
{
‖Ab‖X ′

τ←Yσ
: b = τ × σ ∈ P ∩ T (�)(I × I)

}
, (6.23c)

Csp,�(P ) := Csp(P ∩ T (�)(I × J)) (6.23d)

= max
{

max
τ∈T (�)(I)

Csp,l (τ, P ) , max
σ∈T (�)(J)

Csp,r (σ, P )
}
.

Analog lautet die Zeilensumme von A� zu σ ∈ T (�)(J)
∑

τ∈T (�)(I)

‖Aτ×σ‖X ′
τ←Yσ

=
∑

τ∈T (�)(I) mit b=τ×σ∈P

‖Ab‖X ′
τ←Yσ

und ist durch Csp,r (σ, P ) ≤ Csp,�(P ) für alle σ ∈ T (�)(I) beschränkt, sodass
auch ‖A�‖∞ ≤ Csp,�(P )α�. Zusammen folgt

‖A‖2 ≤ Csp,�(P )α�. (6.23e)
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Weiterhin ist |〈Au,v〉| ≤ ‖A‖2 ‖u‖2 ‖v‖2 . Nach Definition der u,v und der
Normen in X� und Y� ist

‖u‖22 =
∑

σ
|uσ|2 =

∑
σ
‖uσ‖2Yσ

= ‖u�‖2Y�
und ‖v‖22 = ‖v�‖2X�

. (6.23f)

Kombination von (6.23b-e) zeigt

|(A�u�, v�)| ≤ |〈Au,v〉| ≤ Csp,�(P )α� ‖u�‖Y�
‖v�‖X�

für alle u� ∈ Y�, v� ∈ X�

und damit
‖A�‖X ′

�←Y�
≤ Csp,�(P )α�. (6.23g)

Diese Ungleichung ist die Grundlage der folgenden Lemmata.
Der Fall I × J ∈ P (Matrix vom globalen Rang k) ist eher selten. Damit

dieser Fall im Weiteren ausgeschlossen werden kann, sei er zuerst behandelt:

Anmerkung 6.5.4. Falls I × J ∈ P, ist b = I × J der einige Block in P, sodass
‖A‖X ′

I←YJ
=

∑
b∈P

‖A|b‖X ′
I←YJ

.

Lemma 6.5.5. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I × J /∈ P.
Dann gilt

‖A‖X ′
I←YJ

≤
depth(T (I×J,P ))∑

�=0

Csp,�(P ) · max
b∈P∩T (�)(I×J)

‖A|b‖X ′
τ←Yσ

·
∥∥SI

�

∥∥
X�←XI

∥∥SJ
�

∥∥
Y�←YJ

,

wobei Csp,�(P ) das Schwachbesetztheitsmaß der Stufe � ist (vgl. (6.23d) und
§6.3).

Lemma 6.5.6. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I × J /∈ P.
Die Abschätzung

‖A|b‖X ′
τ←Yσ

≤ CA q�−1 für alle b ∈ P ∩ T (�)(I × I) und geeignetes q < 1

beschreibe, wie sich die Schranke für steigende Stufenzahl � verbessert. Dann
gilt

‖A‖X ′
I←YI

≤
Csp (P ) CA max

1≤�≤depth(T (I×I,P ))

{
‖SI

� ‖X�←XI
‖SJ

� ‖Y�←YJ

}

1− q

unabhängig von der Tiefe des Baumes T (I × J, P ).

Beweis. Für � = 0 gibt es keinen Beitrag. Die übrigen Stufen liefern
für ‖A�‖X�←Y�

‖SI
� ‖X�←XI

‖SJ
� ‖Y�←YJ

eine geometrische Summe. Es wird
Csp,�(P ) ≤ Csp (P ) verwendet.
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Lemma 6.5.7. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I × J /∈ P.
Dann gilt

‖A‖X ′
I←YJ

≤ Csp (P ) · depth(T (I×J, P )) · max
b∈P

‖Ab‖X ′
τ←Yσ

· max
1≤�≤depth(T (I×J,P ))

‖SI
� ‖X�←XI

‖SJ
� ‖Y�←YJ

.

Beweis. Für die Stufe � = 0 gibt es keinen Beitrag. Die Summation der übrigen
Stufen führt zum Faktor depth(T (I × J, P )) .

6.5.3 Spektralnorm

Lemma 6.5.8 (Spektralnormabschätzung [50], [56]). P ⊂ T (I × J) sei
eine stufentreue Partition. Dann gilt für alle Matrizen A ∈ R

I×J die Un-
gleichung

‖A‖2 ≤
depth(T (I×J,P ))∑

�=0

Csp,�(P ) max
b∈P∩T (�)(I×J,P )

‖A|b‖2 (6.24a)

≤ max {1, Csp(P ) · (depth(T (I × J, P )))} ·max
b∈P

‖A|b‖2 (6.24b)

zwischen der globalen und den blockweisen Spektralnormen, wobei Csp,�(P )
wie in Lemma 6.5.5 definiert ist. Die Adaption der Abschätzungsvariante aus
Lemma 6.5.6 ist offensichtlich.

Beweis. Die Xτ - und Yσ-Normen sind als Euklidische Norm zu wählen.
Nach Anmerkung 6.5.3a ist ‖SI

� ‖X�←XI
= ‖SJ

� ‖Y�←YJ
= 1. Der Wert 1 in

max {1, . . .} entspricht dem Sonderfall I × J ∈ P mit depth(T (I × J, P )) = 0,
andernfalls sind Lemma 6.5.5 bzw. Lemma 6.5.7 anzuwenden und ergeben
(6.24a,b).

Der Faktor depth(T (I×J, P )) hat für #I,#J = O(n) die Größenordnung
log(n). Dass die erste Ungleichung in (6.24a) scharf ist, zeigt das folgende
Beispiel.

Übung 6.5.9. Sei P die Partition aus Abbildung 3.1 für das Modellformat
Hp (p > 0) aus §3. Dann gilt Csp,0(P ) = 0, Csp,�(P ) = 1 für 1 ≤ � ≤ p−1 und
Csp,p(P ) = 2 für � = p. Man definiere die Matrix Mp ∈ Hp rekursiv durch
M0 = 1 und

Mp =
[
Mp−1 Rp−1

Rp−1 Mp−1

]
mit Rp = 2−p11� ∈ Rp,

wobei 1 der nur aus Einsen bestehende Vektor ist, und zeige Mp1 = (p+ 1)1.
Man folgere
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‖Mp‖2 ≥ p+ 1 =
p−1∑

�=1

max
b∈P�

‖M |b‖2 + 2max
b∈P�

‖M |b‖2

=
depth(T (I×I,P ))∑

�=0

Csp,�(P )max
b∈P�

‖M |b‖2

für P� := P ∩ T (�)(I × J, P ). Hinweis: ‖M |b‖2 = 1 für alle b ∈ P.

Die mögliche Anwendung von Lemma 6.5.2 ist bereits in der Anmerkung
6.5.3 gegeben worden:

Lemma 6.5.10. a) Es sei ‖A|b‖2 ≤ ε
√

#b/#I#J für alle b ∈ P voraus-
gesetzt. Dann gilt ‖A‖2 ≤ ε.

b) Sei ω ∈ L2(X × Y ). Es gelte ‖A|b‖2 ≤ ε ‖ω(·, ·)‖L2(Xτ×Xσ) für alle
b ∈ P . Dann ist

‖A‖2 ≤ εM ‖ω(·, ·)‖L2(X×Y )

mit M := M1M2, wobei

M1 :=
√

max
x∈X

#{i ∈ I : x innerer Punkt von Xi},

M2 :=
√

max
y∈Y

#{j ∈ J : y innerer Punkt von Xj}.

6.5.4 Norm ||| · |||

Die Fehleruntersuchungen in §4.5 haben gezeigt, dass die Frobenius- oder
Spektralnormen ‖A‖ weniger interessant sind, da sie von Skalierungen ver-
schiedenster Art abhängen. Die gleichen Überlegungen wie in Lemma 4.5.3
und Satz 4.5.4 zeigen, dass stattdessen im Fall der Galerkin-Diskretisierung
die Norm

|||A||| := ‖PIM
−1
I AM−1

J RJ‖L2(X)←L2(Y ) =
(C.29d)

‖M−1/2
I AM

−1/2
J ‖2 (6.25)

angemessen ist. Dabei sind PI = P und RI = R = P ∗ die Abbildungen aus
§C.5.2, MI = RIPI die Massematrix und ‖·‖2 die Spektralnorm (die doppelte
Verwendung von P für die Prolongation P : R

I → L2(X) und für die Parti-
tion P ⊂ T (I × J) sollte zu keinen Verwechslungen führen). Im Falle I = J
gibt es möglicherweise verschiedene Räume L2(X) und L2(Y ). Entsprechend
muss zwischen PI : R

I → L2(X) und PJ : R
J → L2(Y ) unterschieden werden.

Für die Anwendung der Lemmata aus §6.5.2 werden die Normen ‖·‖Xτ

und ‖·‖Yσ
wie folgt gewählt:

‖u‖Xτ
:= ‖Pτu‖L2(X) = ‖M1/2

τ u‖2 für u ∈ R
τ ,

‖u‖Yσ
:= ‖Pσu‖L2(X) = ‖M1/2

σ u‖2 für u ∈ R
σ.

(6.26)
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Diese Norm ist in §C.5.3 als ||| · ||| bezeichnet, hier wird sie allerdings separat
für alle Cluster τ ∈ T (I) und σ ∈ T (J) aufgestellt. Gemäß Lemma C.5.3
stimmt die Operatornorm ‖·‖X ′

τ←Yσ
mit (6.25) überein, aber nun bezogen auf

τ und σ statt I und J :

‖Ab‖X ′
τ←Yσ

= ‖M−1/2
τ AbM

−1/2
σ ‖2 = |||Ab||| für alle Ab ∈ R

τ×σ. (6.27)

Zur Interpretation von |||Ab||| muss man die Cluster τ, σ implizit aus dem
Indexbereich des Blockes b ermitteln.

Lemma 6.5.11. Unter der Voraussetzung (C.32b), die beispielsweise gemäß
Lemma C.5.5 für stückweise konstante oder lineare finiten Elemente bei form-
regulärer Triangulation gilt, folgt

1
C0
‖M1/2

τ uτ‖22 ≤
∑

τ ′∈L(τ) ‖M
1/2
τ ′ uτ |τ ′‖22

≤ C0‖M1/2
τ uτ‖22 für τ ∈ T (I) und uτ ∈ R

τ ,

1
C0
‖M1/2

σ uσ‖22 ≤
∑

σ′∈L(σ) ‖M
1/2
σ′ uσ|σ′‖22

≤ C0‖M1/2
σ uσ‖22 für σ ∈ T (J) und uσ ∈ R

σ

(6.28a)

(zu L(τ) und L(σ) vgl. (6.18)). Ungleichung (6.28a) impliziert

|||A||| = ‖M−1/2
I AM

−1/2
J ‖2 ≤ C2

0

√ ∑

b=τ×σ∈P

‖M−1/2
τ A|bM−1/2

σ ‖22 (6.28b)

= C2
0

√∑

b∈P

|||A|b|||2.

Beweis. Lemma 6.5.2 ist anzuwenden. Voraussetzung (6.19) ist mit (6.28a)
identisch. Die Aussage (6.20) ist wegen (6.27) mit (6.28b) identisch.

Satz 4.5.4 zeigte |||K|b −K(k)|b||| ≤ ‖K − K(k)‖L2(Xτ )←L2(Xσ), was gemäß
(4.40a,b) durch ‖K −K(k)‖L2(Xτ )←L2(Xσ) ≤ ‖κ − κ

(k)‖L2(Xτ×Xσ) fortgesetzt
werden kann. Dabei ist κ der (globale) Kern des Integraloperators K, dessen
Galerkin-Diskretisierung die Matrix K ergibt, während κ

(k) der Ersatzkern
von K(k) : L2(Xσ) → L2(Xτ ) ist und den Matrixblock K(k)|b definiert:

|||K|b −K(k)|b||| ≤ ‖κ − κ
(k)‖L2(Xτ×Xσ).

Folgerung 6.5.12 a) K,K,κ und K(k)|b,K(k),κ(k) seien wie oben definiert.
Die H-Matrix K̃ ∈ H(k, P ) mit den Blöcken K̃|b := K(k)|b erfüllt die Un-
gleichung

|||K − K̃||| ≤ C2
0

√ ∑

b=τ×σ∈P

‖κ − κ(k)‖2L2(Xτ×Xσ).

b) Wählt man als Kriterium für die Wahl von k = kb die Fehlerschranke
‖κ − κ

(k)‖L2(Xτ×Xσ) ≤ ε
√

#τ#σ
#I#J , so folgt
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|||K − K̃||| ≤ C2
0ε.

c) Eine Alternative ist ‖κ − κ
(k)‖L2(Xτ×Xσ) ≤ ε

√
μ(Xτ )μ(Xσ) (μ: Maß

(Fläche, Volumen usw.)), was auf

|||K − K̃||| ≤ C2
0

√
M1M2 μ(X)μ(Y )

mit M1,M2 aus (6.21d) führt.

In (11.17c) tritt die Situation auf, dass eine Abschätzung der Form

|||K|b −K(k)|b||| ≤ ‖K − K(k)‖L2(Xτ )←L2(Xσ) ≤ ε‖K‖L2(X)←L2(Y )

vorliegt. In diesem Fall ist die folgende Voraussetzung (6.29a) mit CA :=
‖K‖L2(X)←L2(Y ) erfüllt.

Satz 6.5.13. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I × J /∈ P. Es
gelte (C.32b) mit der Äquivalenzkonstanten C (vgl. Lemma C.5.5). Dann
implizieren die lokalen Fehlerschranken

|||A|b||| ≤ CA ε (6.29a)

die Abschätzung

|||A||| ≤ C2 · Csp (P ) · depth(T (I×J, P )) · CA ε. (6.29b)

Beweis. Die Äquivalenz MI ∼ diag{MI,ii : i ∈ I} aus (C.32b) impliziert
nach Anmerkung C.5.4a MI ∼ Dπ für die Partition π = T (�)(I). Damit gilt∑

τ∈T (�)(I) |||u|τ |||
2 ≤ C2|||u|||2.

6.6 Adaptive Rangbestimmung

Im Format H(k, P ) ist die Rangverteilung k : P → N0 eine Abbildung, so-
dass k(b) in jedem Block einen anderen Wert annehmen darf (vgl. (6.1)).
Häufig wird k als Konstante angenommen. Hintergrund dieser Wahl sind die
Abschätzungen des Fehlers in Satz 5.2.7, wo eine Fehlerschranke ε mit einem
festen k = k(ε) erreichbar ist. Ein Beispiel, für das das Format H(k, P ) mit
variabler Rangverteilung vorteilhaft ist, ist die Inverse der Finite-Element-
Massematrix (vgl. §11.1).

Die für die Implementierung entscheidende Frage ist nicht die, ob k kon-
stant oder variabel ist, sondern ob k a priori bekannt ist oder erst a posteriori
bestimmt wird. Im ersten Fall kann ein für alle Male der Speicherbereich für
die Faktoren A und B pro Matrixblock M |b = AB� angefordert werden. Im
zweiten Fall muss der Speicherbereich während der Rechnung geeignet ver-
größert bzw. zu verkleinert werden.
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Ein Kompromiss wird durch Anmerkung 2.2.4 gewiesen: Die obere Rang-
schranke k ist a priori fixiert, aber der aktuelle Rang � ≤ k kann a posteriori
gewählt werden, vorausgesetzt er überschreitet k nicht.

Es mag im Allgemeinen nicht sinnvoll sein, eine Rangverteilung k zu
fixieren und die Resultate der Matrixoperationen in H(k, P ) zu erwarten.
Vielmehr wird man zum Beispiel für Summanden M1 ∈ H(k1, P ) und
M2 ∈ H(k2, P ) (k1, k2 : P → N0) eine Summe M = M1 ⊕M2 ∈ H(k, P )
mit einer geeigneten Rangverteilung k ≤ k1 + k2 : P → N0 berechnen, die
selbst (zusammen mit M) zu bestimmen ist (siehe unten). In diesem Falle
kann man von einer adaptiven Rangbestimmung sprechen.

Bisher wurden die formatierten Operationen mit Hilfe der Kürzung

T R
k←� : R(�, I, J) → R(k, I, J)

aus (2.10) bestimmt, wobei der Zielrang k fest vorgegeben war. Im Folgenden
wird die Kontrolle des Ranges direkt über den Fehler stattfinden. Dazu sei
ein Schwellwert ε > 0 gegeben. Die Kürzung T R

k←� wird durch die nachfolgend
definierte Kürzung T R

ε : R(k, I, J) → R(I, J) ersetzt:

M ∈ R(k, I, J) habe die Singulärwertzerlegung M = UΣV � mit
Σ = diag{σi} und σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σk ≥ 0, σi = 0 für i > k.

Man setze Σε := diag{σε,i} mit σε,i :=
{
σi falls σi > ε,
0 sonst

und definiere T R
ε (M) := UΣεV

�. (6.30)

Eine Variante lautet: Sei � ∈ N0 die kleinste Zahl mit
∑k

i=�+1 σ
2
i ≤ ε2. Man

setze

Σε := diag{σε,i} mit σε,i :=
{
σi falls i ≤ �,
0 sonst

und T R
ε (M) := UΣεV

�. (6.31)

Anmerkung 6.6.1. Die Kürzung T R
ε aus (6.30) hat die Eigenschaft∥∥T R

ε (M)−M
∥∥

2
≤ ε; die Kürzung aus (6.31) führt auf

∥∥T R
ε (M)−M

∥∥
F
≤ ε.

Anstelle eines absoluten Fehlers kann auch der relative Fehler

‖T R
ε‖M‖2

(M)−M‖2 ≤ ε ‖M‖2

erzielt werden. Die Ungleichung σi > ε ‖M‖2 in (6.30) kann äquivalent als
σi > εσ1 formuliert werden.

Im Weiteren bezeichne M wieder eine H-Matrix aus H(k, P ). Die Verwen-
dung der Kürzung T R

ε bei allen Matrixoperationen führt auf Resultate M in
H(k̃, P ), wobei k̃ ≤ k die adaptiv bestimmte Rangverteilung ist. Gegenüber
den formatierten Operationen mit konstantem k ist die Hoffnung, dass der
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Rang k̃(b) für viele Blöcke b kleiner ist, als er für ein fest zu wählendes k
ausfiele, bzw. dass große k̃(b) nur für wenige Blöcke auftreten.

Bei der Implementierung ist zu bedenken, dass der Speicherbedarf für M |b
nicht vorweg bekannt ist (die obere Schranke min{#τ,#σ} von k(τ × σ) im
Falle einer Vollrangmatrix ist hier im Allgemeinen ungeeignet, da viel zu groß).

6.7 Rekompressionstechniken

Ist eine Matrix M im H-Matrixformat H(k, P ) gegeben, lassen sich die Daten
weiter ausdünnen, ohne die Approximationsgüte wesentlich zu verschlechtern.
Das Vorgehen in den nächsten Unterkapiteln kann man als eine Anpassung
des Formates an eine gegebene bzw. berechnete Matrix verstehen.

6.7.1 Kompression durch T H
ε

Eine naheliegende Kompression der Daten M ∈ H(k, P ) erhält man als Re-
sultat der Kürzung T H

ε , die durch

M̃ := T H
ε (M) :⇔ M̃ |b =

{
T R

ε (M |b) für b ∈ P+,
M |b für b ∈ P−.

(6.32)

blockweise definiert ist. Diese “Bereinigung” kann innerhalb des H(k, P )-
Formates durchgeführt werden, wenn die Darstellung von M |b ∈ R(k, τ, σ)
(b = τ × σ) wie in Anmerkung 2.2.4 vorgenommen wird.

Im Falle von Integralgleichungen auf Oberflächen gibt es einen systema-
tischen Grund, warum eine Kompression T H

ε erfolgreich ist: Die einfachste
Methode für eine Kernapproximation ist die Tensorprodukt-Interpolation
der Kernfunktion im R

d. Entsprechend ergibt sich ein Rang k = (p+ 1)d
,

wenn p der Polynomgrad der eindimensionalen Interpolation ist. Da die
Integration über eine (d− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ausgeführt wird,
wären an sich Interpolationen in dieser Mannigfaltigkeit ausreichend, was
k′ = (p+ 1)d−1 ergäbe. Damit ist a priori bekannt, dass ein kleinerer Rang
als k = (p+ 1)d für die gewünschte Genauigkeit ausreicht. Die Kompression
T H

ε (M) findet den kleineren Rang in systematischer Weise.
Ein ähnliches Phänomen ergibt sich für die Approximation von Fundamen-

tallösungen: Wie in §4.3.5 ausgeführt, werden nur die harmonischen Poly-
nome für die Approximation von 1/ |x− y| benötigt. Verwendet man trotz-
dem Ansätze mit allgemeinen Polynomen, filtert die Kompression T H

ε die
unnötigen Ansatzfunktionen heraus.

Man beachte, dass es in den beiden genannten Fällen viel einfacher ist,
mit allgemeinen Methoden zu approximieren und dann zu komprimieren als
spezielle Funktionsentwicklungen herzuleiten und damit zu approximieren.

Es sei schon darauf hingewiesen, dass die H2-Matrizen aus §8 eine Reali-
sierung der Kompression T H

ε erlauben, deren Kosten von den Rängen k(b)
und #P+ abhängen, nicht aber von der Größe der Blöcke b (vgl. Anmerkung
8.1.8.
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6.7.2 Vergröberung der Blöcke

Bisher wurden die Partition P ⊂ T (I × J) beziehungsweise die Blöcke b ∈ P
unverändert gehalten. Für die folgende Diskussion geht man vom Teilbaum
T (I × J, P ) aus. Sei b∗ ∈ T (I × J, P ) ein Block, der nur Söhne b ∈ P besitzt:
S(b∗) ⊂ P.

Im Folgenden nehmen wir spezieller an, dass

S(b∗) ⊂ P+ und M |b ∈ R(k(b), b) für b ∈ S(b∗).

Dabei sei k(b) optimal in dem Sinne, dass wegen T R
ε (M |b) = M |b keine Rang-

verbesserung mit der bisher besprochenen Kompression erreichbar ist. Offen-
bar lässt sich M |b∗ exakt als Matrix in R(k∗, b∗) mit k∗ :=

∑
b∈S(b∗) k(b)

darstellen (vgl. §7.2.2). Auf M |b∗ kann man eine Kürzung M̃ |b∗ = T R
ε (M |b∗)

anwenden, die einen Rang � ≤ k∗ ergeben möge: M̃ |b∗ ∈ R(�, b∗). Es ist nun
zu entscheiden, ob es günstiger ist,

(i) alle Untermatrizen M |b ∈ R(k(b), b) für b ∈ S(b∗) abzuspeichern, oder
(ii) nur M̃ |b∗ mit dem Rang �.

Der Speicheraufwand in den Fällen (i) und (ii) beträgt

(i) S1 =
∑

b=τ×σ∈S(b∗) k(b) (#τ + #σ) bzw.
(ii) S2 = � (#τ∗ + #σ∗) , wobei b∗ = τ∗ × σ∗.

(6.33)

Im stufentreuen Fall ist τ∗ (bzw. σ∗) der Vater aller links vorkommenden τ
(bzw. σ).

Eine mögliche Strategie ist, M̃ |b∗ = T R
ε (M |b∗) mit dem zugehörigen Rang

� zu berechnen und nachzuprüfen, ob S2 < S1. In diesem Fall akzeptiert man
die Vergröberung auf M̃ |b∗ , ansonsten belässt man es bei den M |b ∈ R(k(b), b)
für b ∈ S(b∗).

Übung 6.7.1. T (I×J) sei stufentreu konstruiert, T (I) und T (J) seien binäre
Bäume. In (6.33) gelte k(b) = k für alle b ∈ S(b∗). Man zeige, dass in (6.33)
S1 = 2k (#τ∗ + #σ∗) gilt, sodass sich der Vergleich S2 < S1 auf � < 2k
reduziert.

In Grasedyck [53] findet man numerische Beispiele zur Rekompression bei
Randelement-Systemmatrizen.

6.8 Modifikationen des H-Matrixformates

6.8.1 H-Matrizen mit Gleichungsnebenbedingungen

Auch wenn die Diskretisierungen immer mit Diskretisierungsfehlern verbun-
den sind, kann es Situationen geben, in denen bestimmte Nebenbedingungen
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exakt gelten sollen. Zum Beispiel könnte gefordert werden, dass der “kon-
stante” Vektor 1 = (1)i∈I im Kern der Matrix M liegt: M1 = 0 oder dass
M�1 = 0. Im Zusammenhang mit Problemen der Elastizitätsgleichungen
sollen die Translationen und Drehungen (“Starrkörperbewegungen”) im Kern
der Matrix liegen.

Sei M ∈ R
I×J eine Matrix mit den Eigenschaften

Ma(i) = b(i) für a(i) ∈ R
J , b(i) ∈ R

I (1 ≤ i ≤ m).

Wir suchen eine H-Matrix M̃, die M approximiert, aber

M̃a(i) = b(i) für a(i) ∈ R
J , b(i) ∈ R

I (1 ≤ i ≤ m) (6.34)

exakt erfüllt.

Lemma 6.8.1. Die Matrix M̃ mit minimaler Frobenius-Norm, die zugleich
die Nebenbedingungen (6.34) erfüllt, ist die Rang-m-Matrix

M̃ = BG−1A� ∈ R(m, I, J) mit

B =
[
b(1) b(2) . . . b(m)

]
∈ R

I×{1,...,m},

A =
[
a(1) a(2) . . . a(m)

]
∈ R

J×{1,...,m},

G = A�A.

Beweis. Die Nebenbedingungen
(
b(i) −Ma(i)

)
j

= 0 (j ∈ I) werden mittels
Lagrange-Faktoren λi,j an die zu minimierende Funktion ‖M̃‖2F gebunden:

minimiere Φ(M̃, (λi,j)1≤i≤m,j∈I) := ‖M̃‖2F +
m∑

i=1

∑

j∈I

λi,j

(
b(i) −Ma(i)

)

j
.

Die Ableitung nach M̃α,β (α ∈ I, β ∈ J) liefert die Optimalitätsbedingung

M̃α,β =
m∑

i=1

λi,αa
(i)
β ,

woraus M̃ = ΛA� mit Λi,α = λi,α folgt. Andererseits müssen die Gleichungen
(6.34) gelten, die sich zu M̃A = B zusammenfassen lassen. Dies führt auf
ΛA�A = B und damit M̃ = BG−1A�.

Von Lemma 6.8.1 kann man wie folgt Gebrauch machen:

1. Man berechne wie üblich eine H-Matrixapproximation M ′ ∈ H(k, P ) an
M ∈ R

I×J .
2. Man berechne die Defekte d(i) := b(i) −M ′a(i) für 1 ≤ i ≤ m.
3. Man wende Lemma 6.8.1 mit d(i) statt b(i) an. Die Lösung sei mit δM

statt M̃ bezeichnet.
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4. M̃ := M ′ + δM gehört zu H(k +m,P ) und erfüllt (6.34).

Zum Beweis der letzten Aussage beachte man

M̃a(i) = M ′a(i) + δM a(i) =
(
b(i) − d(i)

)
+ d(i) = b(i).

6.8.2 Positive Definitheit

Weil die in §7 zu definierenden Operationen nur approximativ sind, könnte
ein Ergebnis, das bei exakter Rechnung positiv definit sein sollte, diese Eigen-
schaft verlieren. Da die Inexaktheit stets von Rangkürzungen herrührt, wird
im Folgenden nur der Kürzungsprozess selbst untersucht.

Sei A = A� eine positiv definite Matrix aus H(�, P ), P ⊂ I × I,
deren Blöcke M |b mittels T R

k←� (vgl. (2.10)) auf Rang k gebracht werden
sollen. Wegen der symmetrischen Struktur muss gleichzeitig mit M |b für
b = τ × σ auch M |b∗ für b∗ = σ × τ mit T R

k←� gekürzt werden. Die Operation
M |b �→ T R

k←�M |b besteht in der Subtraktion von �−k Rang-1-Matrizen σiuiv
�
i

(k + 1 ≤ i ≤ �), die aus der Singulärwertzerlegung stammen, und kann in der
Form

T R
k←�M |b = M |b − CD� mit

{
C = [σk+1uk+1 . . . σ�u�] ,
D = [vk+1 . . . v�]

geschrieben werden. Gleichzeitig wird T R
k←�M |b∗ = M |b∗−DC� durchgeführt.

Diese doppelte Korrektur schreibt sich als

M �→M −

τ︷︸︸︷ σ︷︸︸︷

CD� }τ

DC� }σ

und kann die Positivdefinitheit zerstören. Stattdessen kann man

M �→ M̃ := M −

τ︷︸︸︷ σ︷︸︸︷

−CC� CD� }τ

DC� −DD� }σ

verwenden. Wegen
[
−CC� CD�

DC� −DD�

]
= −

[
C
−D

] [
C
−D

]�
wird eine nicht-

positiv definite Matrix abgezogen, sodass M̃ ≥ M im Sinne der Positiv-
definitheit gilt. Die Addition M |τ×τ +CC� kann ihrerseits eine Rangkürzung
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in τ × τ erfordern, falls τ × τ /∈ P−. Diese Kürzung ist in gleicher Weise
durchzuführen und führt auf einen rekursiven Prozess.

Eine ausführliche Beschreibung der Stabilisierung und ein numerisches Bei-
spiel finden sich in Bebendorf-Hackbusch [13].

6.8.3 Positivität von Matrizen

Eine Matrix M heißt nichtnegativ (bzw. positiv), falls sie elementweise nicht-
negativ (bzw. positiv) ist: Mij ≥ 0 (bzw. Mij > 0). Wir notieren diese Eigen-
schaft mit M ≥ O (bzw. M > O). Ebenso schreiben wir x ≥ 0 (bzw. x > 0)
für Vektoren mit nichtnegativen (bzw. positiven) Komponenten.

Bei der Approximation durch eine H-Matrix möchte man unter
Umständen diese Vorzeichenbedingung erhalten. Offenbar reicht es bei diesen
Überlegungen aus, jeden Matrixblock M |b (b ∈ P ) einzeln zu betrachten.
Damit entsteht die folgende Frage:

• Die nichtnegative Matrix M |b sei durch eine Rang-k-Matrix R = AB� ∈
R(k, b) approximierbar: ‖M |b −R‖F ≤ ε ‖M |b‖F. Wie erhält man eine
nichtnegative Matrix R+ ∈ R(k, b) mit ähnlicher Approximationsgüte, die
R+ ≥ O bzw. R+ > O erfüllt?

Lemma 6.8.2. Sei M |b ≥ O mit b = τ × σ. R = AB� ∈ R(k, b) sei die
Bestapproximation zu M |b gemäß §2.4. Die ersten Spalten von A und B seien
a1 = σ1u1 und b1 = v1 aus (2.5b). Dann gelten die folgenden Aussagen über
die Vorzeichen von σ1, a1, b1.

(i) Es gilt σ1 ≥ 0 und a1 ≥ 0, b1 ≥ 0.
(ii) M |b > O impliziert σ1 > 0 und a1 > 0, b1 > 0.
(iii) σ1 > 0 gilt genau dann, wenn M |b = O.
(iv) a1 > 0 gilt genau dann, wenn es keine Partition τ = τ1∪̇τ2 gibt, sodass

alle Zeilen {Mi,σ : i ∈ τ1} senkrecht auf allen Zeilen {Mi,σ : i ∈ τ2} stehen
(vgl. Notation 1.3.9 zu Mi,σ).

(v) b1 > 0 gilt genau dann, wenn es keine Partition σ = σ1∪̇σ2 gibt, sodass
alle Zeilen {Mτ,� : � ∈ σ1} senkrecht auf allen Zeilen {Mτ,� : � ∈ σ2} stehen.

Beweis. a) Seien X := M |b(M |b)� und Y := (M |b)�M |b. Dann sind X,Y
quadratische, nichtnegative Matrizen. σ2

1 ist der größte Eigenwert von X wie
Y. Der zugehörige Eigenvektor ist a1 für X und b1 für Y. Die Perron-Frobenius-
Theorie sagt aus, dass eine irreduzible2 Matrix einen (einfachen) positiven
Eigenwert besitzt und der zugehörige Eigenvektor positiv ist (vgl. [66, Satz
6.3.1]). Ist die Matrix lediglich nichtnegativ, folgen noch die Ungleichungen
aus Behauptung (i) (vgl. [66, Satz 6.3.10]).

b) Mit M |b > O sind auch X > O und Y > O, sodass sie insbesondere
irreduzibel sind und Aussage (ii) folgt.

2 Eine Matrix M ∈ R
I×I heißt irreduzibel, falls es keine Partition I = I1 ∪ I2 gibt

mit I1 ∩ I2 = ∅, I1 �= ∅, I2 �= ∅ und M |I1×I2 = O.
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c) Teil (iii) folgt aus ‖M |b‖2 = σ1 (vgl. Lemma C.2.1b).
d) Die Bedingungen in (iv) bzw. (v) sind äquivalent dazu, dass X bzw. Y

irreduzibel sind.
Sei R = AB� ∈ R(k, b) die Approximation von M |b, die aber nicht die

gewünschte Eigenschaft R ≥ O besitzt: δ := −min{Rij : (i, j) ∈ b} > 0. Im
schlechtesten Falle gilt die Abschätzung

δ ≤ ‖M |b −R‖F ≤ ε ‖M |b‖F .
Eine mögliche, den Rang erhaltende Korrektur besteht in der Änderung

a+
1 := a1 + x, b+1 := b1 + y

der ersten Spalten von A und B mit positiven Vektoren x ∈ R
τ und y ∈ R

σ.
Seien A+ und B+ die modifizierten Matrizen. Dann gilt

R+ := A+B+� = R +
(
a1y

� + xb�1 + xy�
)
.

Falls a1 > 0 und b1 > 0 hinreichend von null getrennt sind, d.h.3

a1,j ≥ σ1γ, b1,j ≥ γ mit einem γ > 0,

folgt für die Wahl x = κa1 und y = κb1 mit einem Faktor κ > 0, dass
(
a1y

� + xb�1 + xy�
)
ij
≥ σ1κ (2 + κ) γ2 für alle (i, j) ∈ b.

Offenbar ist R+ ≥ O gesichert, sobald

σ1κ (2 + κ) γ2 ≥ δ, d.h. κ ≥ δ/(σ1γ
2 +

√
σ1γ2δ + σ2

1γ
4).

Falls γ = O(1), hat die rechte Seite die Größenordnung O(δ/σ1) ≤ O(ε) wegen
σ1 = ‖M |b‖F . Aus κ = O(ε) folgt

∥∥M |b −R+
∥∥

F
≤ ‖M |b −R‖F +

∥∥R−R+
∥∥

F

≤ ε ‖M |b‖F + κ (2 + κ) ‖a1‖2 ‖b1‖2
=

‖a1‖2=σ1,‖b1‖2=1
ε ‖M |b‖F + κ (2 + κ)σ1 = O(ε) ‖M |b‖F .

Dies zeigt die

Anmerkung 6.8.3. Falls 0 < γ = O(1), führt die Wahl x = κa1 und y = κb1
mit geeignetem κ = O(ε) zu einer nichtnegativen Näherung R+ ∈ R(k, b),
sodass der Approximationsfehler von der gleichen Größenordnung ist.

Falls γ klein oder sogar null ist, kann x = κσ11 und y = κ1 gewählt
werden, was

(
a1y

� + xb�1 + xy�
)
ij

≥ κ2σ1 garantiert. Wegen der Wahl
κ = O(

√
ε) erhält man im schlechtesten Falle die verschlechterte Näherung

‖M |b −R+‖F = O(
√
ε).

Im Zweifelsfall hat man nachzuprüfen, ob die Eigenschaft R ≥ O nur für
wenige Komponenten nicht zutrifft. Dann können x und y relativ schwach
besetzte Vektoren sein.
3 Hier ist wegen der Wahl a1 = σ1u1 aus (2.5b) die Normierung ‖a1‖ = σ1 ange-

nommen.
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6.8.4 Orthogonalität von Matrizen

Sei M ∈ R
I×J eine orthogonale Matrix: M�M = I (#J ≤ #I, vgl. Definition

C.1.2). Eine H-Matrixnäherung MH wird im Allgemeinen zu M�
HMH = I

führen, sodass eine nachträgliche Verbesserung der Orthogonalitätseigenschaft
gewünscht ist. Der Korrekturalgorithmus lautet wie folgt:

1. Man berechne den Defekt D := I −M�
H �MH und breche ab, wenn ‖D‖

klein genug ist.
2. Man ersetze MH durch MH � (I − 1

2D) und wiederhole die Iteration bei
Schritt 1.

Anmerkung 6.8.4. a) Bei exakter Multiplikation anstelle von � konvergiert
der Defekt lokal quadratisch gegen null. Für ‖D‖ < 1 ist globale Konvergenz
gesichert.

b) Bei formatierter Multiplikation muss � genauer sein als ε im Abbruch-
kriterium ‖D‖ ≤ ε aus Schritt 1.

Beweis. Die k-te Iterierte MH sei als Mk bezeichnet und Dk := I −M�
k Mk

der zugehörige Defekt. Damit folgt Mk+1 := Mk

(
I + 1

2Dk

)
und

M�
k+1Mk+1 = I −Dk+1 =

(
I +

1
2
Dk

)�
(I −Dk)

(
I +

1
2
Dk

)

= I − 3
4
D2

k −
1
4
D3

k,

sodass ‖Dk+1‖ ≤ 3
4 ‖Dk‖2 + O(‖Dk‖3). Mit ‖Dk‖ < 1 ⇒ ‖Dk+1‖ < ‖Dk‖

erhält man Teil a).
Entsprechend behandelt man den Fall einer rechteckigen Matrix mit

#J > #I , für die M� orthogonal ist.
Die obige Iteration Mk �→ Mk+1 = Φ(Mk) := Mk

(
I + 1

2

(
I −M�

k Mk

))

ist ein Beispiel für eine quadratisch konvergente Fixpunktiteration. Derartige
Fixpunktiterationen werden in §14.3.2 näher untersucht werden.
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Formatierte Matrixoperationen für
hierarchische Matrizen

Der wesentliche Fortschritt, der durch das Hilfsmittel der hierarchischen
Matrizen erzielt wird, beruht auf der Möglichkeit, alle Matrixoperationen
mit fast linearer Komplexität durchführen zu können. Deshalb spielt dieses
Kapitel eine wichtige Rolle für die Implementierung. Da (abgesehen von der
Matrix-Vektor-Multiplikation) die Resultate in Form einer H-Matrix ausge-
geben werden, sprechen wir von einer formatierten Operation. Diese werden
in §§7.1-7.6 algorithmisch vorgestellt. Die Analyse des hierfür benötigten
Rechenaufwandes findet sich in §7.8. Im Falle der Addition und Multiplikation
gibt es auch die Option einer exakten Berechnung, da das exakte Resultat für
geeignete Parameter eine H-Matrix darstellt (vgl. Korollar 7.3.2 und Lemma
7.4.5). Zu parallelen Implementierungen, die hier nicht diskutiert werden,
findet man Details in Kriemann [103, 102, 104] und Bebendorf-Kriemann [14].

Vorschau auf die nächsten Unterkapitel:
§7.1: Beschreibung der Matrix-Vektor-Multiplikation. Aufwandsbeschrei-

bung in §7.8.1.
§7.2: Beschreibung der Kürzungen und Konvertierungen, die im Weiteren

benötigt werden.
§7.3: Beschreibung der formatierten Matrixaddition. Hier wird die

Kürzung T H
k←� aus §7.2.1 benötigt. Aufwandsbeschreibung in §7.8.2.

§7.4: Beschreibung der formatierten Matrix-Matrix-Multiplikation. Hier
werden weitere Konvertierungen aus §7.2 benötigt. Aufwandsbeschreibung in
§7.8.3 (Satz 7.8.19b und Lemma 7.8.21).

§7.5: Beschreibung der formatierten Matrix-Inversion. Aufwandsbeschrei-
bung in §7.8.4.

§7.6: Beschreibung der formatierten LU- bzw. Cholesky-Zerlegung. Auf-
wandsbeschreibung in §7.8.5.

§7.8: Diskussion des Aufwandes (siehe oben).

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 7,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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7.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

Sei P ⊂ T (I × J) eine Partition. Der Algorithmus zur Matrix-Vektor-
Multiplikation y := Mx mit M ∈ H(k, P ) , x ∈ R

J , y ∈ R
I wird in der

additiven Form y := y + Mx formuliert, sodass y im Zweifelsfall mit y := 0
zu initialisieren ist. Für b = τ × σ berechnet MVM (y,M, x, b) den Ausdruck
y|τ := y|τ +M |b · x|σ. Mit b := I × J folgt:

MVM (y,M, x, I × J) produziert y := y +Mx . (7.1)

Gemäß Lemma 5.5.7 ist P die Blattmenge des Baumes T (I × J, P ), d.h.
P = L(T (I × J, P )). Die folgende Rekursion läuft über die Nachfolger von
b, bis ein Blatt aus P erreicht ist, was wegen b ∈ T (I × J, P ) garantiert ist.
Die Parameter M,x, b = τ × σ sind Eingabeparameter, y ist Ein- und Aus-
gabeparameter. Dabei sind M ∈ H(k, P ), x ∈ R

J , y ∈ R
I und b ∈ T (I×J, P ).

procedure MVM (y,M, x, b);
if b = τ × σ ∈ P then y|τ := y|τ +M |b · x|σ
else for all b′ ∈ S(b) do MVM (y,M, x, b′);

(7.2)

Zu Zeile 2: Die Matrix-Vektor-Multiplikation M |b · x|σ mit dem Matrixblock
M |b ist polymorph: für b ∈ P− ist M |b · x|σ die Matrix-Vektor-Multiplikation
mit einer vollen Matrix, andernfalls mit einer Rang-k-Matrix. Im Gegensatz
zu den folgenden Operationen ist die Matrix-Vektor-Multiplikation exakt bis
auf Fehler der Gleitkomma-Arithmetik.

Übung 7.1.1. Man formuliere die Prozedur VMM (y,M, x, b), die die Vektor-
Matrix-Multiplikation y� := y� + x�M für x ∈ R

I und M ∈ H(k, P )∩R
I×J

ausführt.

Übung 7.1.2. Wie kann die Berechnung eines Skalarproduktes 〈y,Mx〉
durchgeführt werden, ohne dass zuvor der Vektor Mx berechnet wird (vgl.
Übung 7.8.2)?

7.2 Kürzungen und Konvertierungen

Die weiteren Operationen werden im Allgemeinen nur approximativ durch-
geführt (vgl. Modellfall aus §3). Der Grund sind Kürzungen auf einen
geringeren Rang oder die Konvertierung in ein gröberes Partitionsmuster.

7.2.1 Kürzungen T R
k←�, T R

k und T H
k←�

In Anmerkung 2.5.4 wurde bereits die “Kürzung” T R
k←� einer Rang-�-Matrix

auf eine optimale Rang-k-Matrix definiert, wobei für k ≥ � die Identität
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vorliegt. Falls M ∈ R eine Niedrigrangmatrix mit nicht festgelegtem Rang
� ist, schreiben wir statt T R

k←� nur T R
k .

Es kann vorkommen, dass eine volle Matrix M ∈ V(b) in eine Rang-k-
Matrix umgewandelt werden soll:

T R←V
k : V(τ × σ) → R(k, τ, σ),
T R←V

k M ist Resultat der komprimierten Singulär-
wertzerlegung aus Anmerkung 2.4.2.

(7.3)

Diese an sich teuere Operation wird nur auf die Nahfeld-Matrixblöcke M |b
(b = τ ×σ ∈ P−) angewandt werden. Gemäß (5.42) können wir voraussetzen,
dass M |b höchstens den Rang nmin besitzen kann:

b = τ × σ ∈ P− ⇔ GrösseT (I×J)(b) = false⇔ min{#τ,#σ} ≤ nmin. (7.4)

Hieraus folgt insbesondere, dass T R←V
k für k ≥ nmin zwar das Format ändert,

aber die Genauigkeit unverändert lässt.
Um nicht zwischen b ∈ P− und b ∈ P+ unterscheiden zu müssen, führen

wir die Kombination von T R←V
k und T R

k←� aus (2.10) ein:

T R
k : V(τ × σ) ∪

⋃
�∈N0

R(�, τ, σ) → R(k, τ, σ), (7.5)

T R
k M :=

{
T R←V

k M falls M ∈ V(τ × σ),
T R

k←�M falls M ∈ R(�, τ, σ).

Ausgangs- und Zielformat der Abbildungen T R
k←�, T R←V

k , T R
k ist der gleiche

Block: �→ .
Die Abbildung T R

k wird im Folgenden auf hierarchische Matrizen
M ∈ H(�, P ) übertragen (der obere Index R ändert sich dann in H). Das
Resultat von T H

k←�M wird blockweise definiert. Gelegentlich wird von der
kürzeren Notation T H

k statt T H
k←� Gebrauch gemacht:

T H
k = T H

k←� : H(�, P ) → H(k, P ) (k, � ∈ N0), (7.6)
(
T H

k←�M
)
|b =

{
T R

k←� (M |b) falls b ∈ P+

M |b falls b ∈ P− für M ∈ H(�, P ).

Man beachte, dass Bild und Urbild hierarchische Matrizen zur gleichen
Partition P sind. Nur der lokale Rang wird von � in k geändert. Die
Verallgemeinerung auf blockabhängige Ränge k = k(b) ist ohne Schwierig-
keiten möglich.

T H
k kann prinzipiell auch auf eine allgemeine Matrix M ∈ R

I×J angewandt
werden: Da M |b bei allgemeinen Matrizen auch für b ∈ P+ eine volle Matrix
ist, kann T R←V

k (M |b) angewandt werden, was allerdings sehr teuer werden
kann.

Lemma 7.2.1. a) Sei M ∈ R
I×J . M ′ = T H

k (M) liefert das Minimum von
‖M −M ′‖F über alle M ′ ∈ H(k, P ) .

b) T H
k ist eine Projektion auf H(k, P ), die bezüglich des Skalarproduktes

〈M,N〉F :=
∑

i∈I,j∈J MijNij sogar orthogonal ist.
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7.2.2 Agglomeration

Im Folgenden wird die Umwandlung eines feiner unterteilten Blocks in
eine Rang-k-Matrix auftreten, z.B. �→ . Sei b der Block der Ziel-
matrix, während die Ausgangsmatrix in die Blöcke bi ∈ S(b) unterteilt ist:[
M1 M2

M3 M4

]
∈ R

b mit Mi ∈ R(�, bi). Mit dem Symbol ·|b wird die Erweiterung

einer Teilmatrix zu einer Matrix in R
b bezeichnet (vgl. Definition 1.3.8):

M ∈ R
b′ , b′ ⊂ b �→ M |b ∈ R

b

mit
(
M |b

)
i,j

=
{
Mi,j falls (i, j) ∈ b′,
0 falls (i, j) ∈ b\b′.

(7.7)

Dies erlaubt die Schreibweise

M =
[
M1 M2

M3 M4

]
= M1|b +M2|b +M3|b +M4|b. (7.8)

Anmerkung 7.2.2. a) Aus M ∈ R(k, b′) und b′ ⊂ b folgt wieder M |b ∈ R(k, b).
b) Eine aus R(ki, bi)-Matrizen zusammengesetzte Gesamtmatrix kann daher
als Summe von R(ki, b)-Matrizen aufgefasst werden. Für die Kürzung
der entstehenden Summe auf Rang k stehen gemäß §2.6.3 die genauere
Kürzung T R

k←
∑

ki
und die vereinfachte paarweise Kürzung T R

k,paarw zur
Verfügung (vgl. Übung 2.6.4). Wegen der Identität (7.8) verwenden wir die
gleichen Funktionsnamen T R

k←
∑

ki
(M) bzw. T R

k,paarw(M) für die Kürzung der
zusammengesetzten Matrix.
c) Die Darstellungsvariante aus §2.7.2 ist bei dieser Anwendung besonders
günstig.

Übung 7.2.3. Die Beschränkung M |b ist eine lineare Abbildung R
I×J →

R
b. Man zeige, dass die Abbildung M ′ ∈ R

b �→ M ′|b ∈ R
I×J zu der ersten

bezüglich 〈·, ·〉F adjungiert ist.

7.2.3 Konvertierung T R←H
k

Die linke Seite in (7.8) ist eine sehr einfache Form einer hierarchischen Matrix.
Es sei an Übung 6.1.3 erinnert: Die Beschränkung einer hierarchischen Matrix
auf b ∈ T (I × J) liefert die hierarchischen Matrizen aus H(�, P |b), wobei

P |b := P ∩ P(b) = {b′ ∈ P : b′ ⊂ b}

die Partition von b beschreibt. Im Folgenden soll M ∈ H(�, P |b) mit Hilfe der
Kürzung T R←H

k in eine Niedrigrangmatrix T R←H
k M ∈ R(k, b) verwandelt

werden. Da M ∈ H(�, P |b) auch nur aus Niedrigrang- und vollen Teilmatrizen
zusammengesetzt ist, ist T R←H

k M die Agglomeration aller M |b′ über b′ ∈ P |b.
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Die Summe über alle (M |b′) |b wird mit Hilfe des Blockclusterbaums T (I×J)
rekursiv organisiert. Das folgende Beispiel skizziert das stufenweise Vorgehen:

�→ �→

Zunächst werden alle Teilmatrizen der Ausgangsmatrix mittels T R
k in Rang-

k-Matrizen umgeformt. Danach wird die eben beschriebene Agglomeration
solange angewandt, bis das Zielformat erreicht ist (vgl. auch das Beispiel aus
§2.6.4).

Der Aufruf Konvertieren von H (M, b, T (I × J, P ), k) der nachfolgend
angegebenen Prozedur mit Argumenten b ∈ T (I × J, P ) und M ∈ H(�, P )
wandelt nur den Matrixblock M |b um. Wegen M ∈ H(�, P ) sind alle
Teilmatrizen M |b′ mit b′ ∈ P entweder volle Matrizen (b′ ∈ P−) oder
Rang-�-Matrizen (b′ ∈ P+). Die Prozedur Konvertieren von H schließt den
Fall ein, dass M |b als volle Matrix dargestellt wird (Grösse(b) = false),
wobei keine arithmetischen Operationen auftreten.

procedure Konvertieren von H (M, b, T, k);
{M ∈ H(�, P ), b ∈ T , T : Blockclusterbaum, k ∈ N0}
if b ∈ L(T ) then
begin if Grösse(b) = true then M |b := T R

k (M |b)
else M |b als V-Matrix darstellen

end else
begin for all b′ ∈ S(b) do Konvertieren von H (M, b′, T, k);

if Grösse(b) = true then M |b := T R
k,paarw (M |b)

else M |b :=
∑

b′∈S(b) (M |b′) |b {M |b, M |b′ : volle Matrizen}
end;

(7.9)

In der vierten Zeile wird für Grösse(b) = true eine Rang-�-Matrix M |b
erwartet, die im Falle � > k auf Rang k gekürzt wird. In Zeile 8 wird die
paarweise Umwandlung in Rang k angewandt. Die exaktere, aber wesentlich
teuere Alternative wäre die verlustlose Berechnung von M |b ∈ R(k′, b) mit
k′ :=

∑
b′∈P |b Rang(M |b′) und anschließender Kürzung auf Rang k.

Bisher wurde b ∈ T (I×J, P ) vorausgesetzt. Falls b ein nicht in T (I×J, P )
vorkommender Block ist, bleibt Übung 6.1.3c anwendbar: Die Beschränkung
von M ∈ H(�, P ) mit P ⊂ T (I × J) auf b definiert eine hierarchische Matrix
M |b ∈ H(�, P |b), wobei P |b := {b′ ∩ b : b′ ∈ P und b′ ∩ b = ∅}. Der zugehörige
Blockclusterbaum1 T besteht aus allen b′ ∩ b = ∅ mit b′ ∈ T (I × J). Die
Prozedur Konvertieren von H nach R ist auch mit diesen Parametern b, T
anwendbar.

Lemma 7.2.4. Seien Rbest ∈ R(k, I, J) die Bestapproximation für ein mini-
males ‖M −Rbest‖F und Rk = T R←H

k←k M. Dann gilt

1 Dass hierbei die Baumstruktur erhalten bleibt, ist Gegenstand der Übung 6.1.3c.
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‖M −Rk‖F ≤
(
1 + 21+depth(T (I×J,P ))

)
‖M −Rbest‖F .

Beweis. Siehe [56, Lemma 2.12]. Das Beweismuster findet sich in §2.6.4.

7.2.4 Konvertierung T H←H
P ′←P

Die folgende Art der Kürzung betrifft nicht (nur) den Rang, sondern auch die
Feinheit der Partition. Ist P ⊂ T (I×J) eine Partition, so heißt jede Partition
P ′ mit P ′ ⊂ T (I×J, P ) gröber (echt gröber, falls auch P ′ = P ; vgl. Definition
1.3.10). Zum Beispiel ist die Partition aus Abbildung 3.1 gröber als die aus
Abbildung 5.1. Die Konvertierung T H←H

P ′←P von H(k, P ) nach H(k′, P ′) lautet

M ′ := T H←H
P ′←P (M)

mit M ′|b′ = T R←H
k′ (M |b′) für alle b′ ∈ P ′ (P ′ gröber als P ) .

(7.10)

Falls b′ ∈ P ′ auch zu P gehört, reduziert sich T R←H
k′ auf die Kürzung T R

k′←k.
In Ausnahmefällen möchte man M ∈ H(k, P ) in ein völlig anderes Format

H(k′, P ′) konvertieren, das keine Vergröberung darstellt. Auch dies ist mit
(7.10) möglich (siehe Absatz vor Lemma 7.2.4). Ein systematischer Zugang
wird im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt.

7.2.5 Konvertierung T H←H
P ′←P bei unterschiedlichen

Blockclusterbäumen ∗

Ein Blockclusterbaum T = T (I × J) abgeleitet von den Clusterbäumen T (I)
und T (J) hat verschiedene Bedingungen zu erfüllen (vgl. (5.43a-g)), ist aber
durch diese nicht eindeutig definiert. Deshalb gibt es Situationen, in denen
neben T = T (I×J) ein zweiter Clusterbaum T ′ = T ′(I×J) vorliegt. Spezieller
gehen wir von zwei Partitionen P ⊂ T und P ′ ⊂ T ′ aus und beschränken die
Bäume auf die Teilbäume

P ⊂ T := T (I × J, P ), P ′ ⊂ T ′ := T ′(I × J, P ′)

(dies sei eine Neudefinition von T und T ′). Man beachte, dass trotz unter-
schiedlicher Blockclusterbäume die Partitionen übereinstimmen können
(Beispiel: T beschreibe die Zerlegung → → , während T ′ zu

→ → oder → gehöre).

Gegeben sei eine hierarchische Matrix M ∈ H(k, P ), gesucht ist die Um-
wandlung in M ′ ∈ H(k′, P ′). Eine solche Aufgabe ergibt sich beispielsweise
in §7.4.2.12. Man beachte, dass im Allgemeinen weder P gröber als P ′ noch
P ′ gröber als P sein muss. Es gibt aber eine gröbste Partition P ′′, die feiner
als P und P ′ ist. Wir werden den Blockclusterbaum T = T (I × J, P ) unter-
halb seiner Blattmenge P = L(T ) so zu Terw = Terw(I × J) fortsetzen, dass
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P ′′ = L(Terw). Ebenso wird T ′ zu T ′
erw = T ′

erw(I × J) mit P ′′ = L(T ′
erw)

erweitert. Der entsprechende Algorithmus besteht aus der Rekursion (7.11a)
zur Berechnung von Terw und aus (7.11b) zur Berechnung von T ′

erw. Diese
Algorithmen starten mit T bzw. T ′, verändern diese und enden mit Terw bzw.
T ′

erw:

while es gibt ein b = τ × σ ∈ P := L(T ) mit b ⊂ b′ für alle b′ ∈ P ′ do
begin wähle b′ = τ ′ × σ′ ∈ P ′ mit b ∩ b′ = ∅;

if τ � τ ′ then S(b) := {τ∗ × σ : τ∗ ∈ S(τ)} (7.11a)
else S(b) := {τ × σ∗ : σ∗ ∈ S(σ)}

end;

Falls die while-Bedingung in (7.11a) falsch ist, ist P feiner als P ′. An-
sonsten gibt es wegen der Überdeckungseigenschaft ein b = τ × σ ∈ P und
ein b′ = τ ′ × σ′ ∈ P ′ mit b ∩ b′ = ∅. Da b ⊂ b′, muss entweder τ � τ ′ oder
σ � σ′ gelten. Im ersten Fall wird das Blatt b ∈ T bezüglich der Komponente
τ zerlegt ( → ), sonst bezüglich σ ( → ). Die Rekursion wird beendet,
wenn das aktuelle2 P := L(T ) feiner als P ′ ist. Das berechnete T wird Terw

genannt.
Die Berechnung von T ′

erw erfolgt durch

while es gibt ein b′ = τ ′ × σ′ ∈ P ′ := L(T ′) mit b′ /∈ P ′′ = L(Terw) do
begin wähle b = τ × σ ∈ P ′′ mit b ⊃ b′;

if τ � τ ′ then S(b′) := {τ∗ × σ′ : τ∗ ∈ S(τ ′)} (7.11b)
else S(b′) := {τ ′ × σ∗ : σ∗ ∈ S(σ′)}

end;

Im positiven Fall liefert die while-Bedingung aus (7.11b) ein b′ /∈ P ′′ =
L(Terw). Da P ′′ feiner als P ′ ist (und während der Rekursion auch feiner
bleibt), ist b′ /∈ P ′′ äquivalent zu b � b′ für ein geeignetes b = τ × σ ∈ P ′′.
Wie vorher muss entweder τ � τ ′ oder σ � σ′ gelten. Entsprechend wird das
Blatt b′ ∈ T ′ bezüglich τ oder σ zerlegt und T ′ entsprechend erweitert.

Die gesuchte Abbildung

T H←H
P ′←P : M ∈ H(k, P ) →M ′ ∈ H(k′, P ′)

ist das Produkt T H←H
P ′←P ′′ ◦ T H←H

P ′′←P , wobei die Umwandlung

T H←H
P ′′←P : M ∈ H(k, P ) →M ′ ∈ H(k, P ′′)

verlustfrei ist, da P ′′ feiner als P ist und Matrixblöcke nur aufgespalten
werden. Die zweite Abbildung T H←H

P ′←P ′′ entspricht der Situation von §7.2.4
und wird wie in (7.10) durchgeführt.

2 Man beachte, dass sich P = L(T ) bzw. P ′ = L(T ′) innerhalb der while-Schleifen
ändern, wenn neue Sohnmengen definiert werden.
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7.3 Addition

Die Operationen zwischen Matrizen sind wie schon im Modellfall aus §3 nicht
exakt, da Kürzungen auf das gegebene Format durchgeführt werden müssen.
Analog zur Addition (2.13) von Rang-k-Matrizen definieren wir die forma-
tierte Addition ⊕k. Hier findet T H

k′←k aus (7.6) eine direkte Anwendung.

Definition 7.3.1 (formatierte Matrix-Addition). Seien lokale Ränge
k, k1, k2 : P → N0 und Matrizen M1 ∈ H(k1, P ) und M2 ∈ H(k2, P ) zur
gleichen Partition P gegeben. Dann wird die formatierte Matrix-Addition ⊕k

definiert mittels

⊕k : H(k1, P )×H(k2, P ) → H(k, P )
mit M1 ⊕k M2 := T H

k←k1+k2
(M1 +M2).

(7.12)

Wenn k(b) < k1(b) + k2(b) für ein b ∈ P , wird die ⊕k-Addition im
Allgemeinen einen Kürzungsfehler enthalten. Dies gilt insbesondere für den
Standardfall k1 = k2 = k.

Die folgende Prozedur Add(M,M1,M2, b, k), die für jeden Block b ∈ T (I×
J, P ) das Teilresultat

M |b := M1|b ⊕k M2|b
berechnet, zeigt die algorithmische Realisierung:

procedure Add(M,M1,M2, b, k); {M |b := M1|b ⊕k M2|b}
{Ausgabe: M ∈ H(k1, P ),
Eingabe: M1 ∈ H(k1, P ), M2 ∈ H(k2, P ),

b ∈ T (I × J, P ), k ∈ N0}
if b /∈ P then for all b′ ∈ ST (I×J)(b) do Add(M,M1,M2, b′, k)
else {es gilt b ∈ P. k1, k2 lokale Ränge von M1,M2}
if b ∈ P+ then

M |b := T R
k(b)←k1(b)+k2(b)

(M1|b +M2|b)
else M |b := M1|b +M2|b; {Addition voller Matrizen, da b ∈ P−}

(7.13)

Zur Ausführung von M := M1⊕k M2 ist Add(M,M1,M2, I×J, k) aufzurufen
(d.h. b = I × J).

Für k ≥ k1 + k2 ist T R
k(b)←k1(b)+k2(b)

die Identität, d.h. die blockweise
Addition ist dann exakt.

Korollar 7.3.2 (exakte Addition). Die (exakte) Summe M1 + M2 von
M1 ∈ H(k1, P ) und M2 ∈ H(k2, P ) ist in H(k1 + k2, P ) darstellbar.

Im Folgenden wird anstelle des Aufrufes von Add vereinfachend das
Operationszeichen ⊕k verwendet. Falls der Rang k nicht festgelegt werden
soll, wird nur ⊕ geschrieben.
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7.4 Matrix-Matrix-Multiplikation

Die Matrix-Matrix-Multiplikation ist eine kompliziertere Operation. Um die
Probleme zu verstehen, wird in §7.4.1 zunächst auf die charakteristischen
Schwierigkeiten hingewiesen.

7.4.1 Komplikationen bei der Matrix-Matrix-Multiplikation

Das Grundprinzip der Multiplikation wurde bereits in §3.6 für das Modell-
problem vorgestellt: Die Multiplikation M := M ′ ·M ′′ möchte man dadurch
vornehmen, dass man das Produkt M (bzw. dessen Untermatrizen) rekursiv
mit Hilfe der Produkte der Untermatrizen von M ′ und M ′′ erklärt. Im Modell-
fall waren M, M ′ und M ′′ in die vier Blöcke zerlegt, und man erhält die
Darstellungen Mij = M ′

i1 ·M ′′
1j + M ′

i2 ·M ′′
2j für die vier Untermatrizen Mij

(i, j = 1, 2) von M . Die Rekursion endet, wenn keine Notwendigkeit für eine
weitere Zerlegung vorliegt. Letzteres trifft zu, wenn einer der Faktoren das
Format R oder V besitzt und das Produkt direkt bestimmt werden kann. Es
bleibt die Aufgabe, die Teilprodukte aufzusummieren.

7.4.1.1 Schwierigkeit A: Niedrigrang- oder volle Matrizen sind
weiter zu zerlegen

Wir bleiben beim Modellproblem und sehen uns den ersten Diagonalblock M11

an. Er ist die Summe M ′
11 ·M ′′

11 +M ′
12 ·M ′′

21 . Das erste Produkt M ′
11 ·M ′′

11

enthält zwei unterstrukturierte Matrizen, so dass die Rekursion fortgesetzt
werden muss, d.h. der Block ist weiter in die vier Unterblöcke zu zerlegen.
Das zweite Produkt M ′

12 ·M ′′
21 enthält zwei Faktoren aus R, ist also direkt

als Niedrigrangmatrix vom Format R auswertbar und benötigt keine weitere
Blockzerlegung. Der Konflikt besteht also allgemein gesagt darin, dass min-
destens ein Unterprodukt eine weitere Zerlegung und damit die Fortführung
der Rekursion erfordert, während es ein anderes Teilprodukt gibt, das die
Zerlegung nicht benötigt. In diesem Fall wird die weitere Zerlegung durch-
geführt, was nach sich zieht, dass auch die Niedrigrangmatrix M ′

12 ·M ′′
21 weiter

zerlegt werden muss.
Die Zerlegung von R := M ′

12 ·M ′′
21 ∈ R, wobei M ′

12,M
′′
21 ∈ R für beide

Faktoren gilt, kann in zwei Weisen organisiert werden:
Methode 1) Das Produkt R ∈ R wird auf dem aktuellen Block ausgerech-

net und das Resultat auf die Blöcke der Partition verteilt.
Methode 2) Die Faktoren M ′

12,M
′′
21 ∈ R werden als solche zerlegt, so dass

auf den Unterblöcken in rekursiver Form wieder Produkte von R-Matrizen
auftreten.

Man überlegt sich, dass Methode 1 billiger ist.
Falls anders als im Modellfall in R := M ′

12 · M ′′
21 ∈ R nur einer der

Faktoren zu R gehört und der andere Faktor unterstrukturiert ist, können
beide Methoden auf das Gleiche hinauslaufen.
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Eine weitere Überlegung ist notwendig, wenn einer der Faktoren als volle
Matrix dargestellt ist (siehe §7.4.2.4).

7.4.1.2 Schwierigkeit B: feinere Unterteilungen als in Zielpartition

Als Beispiel diene die Zerlegung aus Abbildung 5.1: . Die erste Zerle-

gung in vier Unterblöcke ergibt die Darstellung M12 = M ′
11 ·M ′′

12 +M ′
12 ·M ′′

22,

wobei die Faktoren die Gestalt · + · besitzen. Die weitere

Rekursion liefert für den oberen Diagonalblock

M12,11 = M ′
11,11 ·M ′′

12,11 +M ′
11,12 ·M ′′

12,21 +M ′
12,11 ·M ′′

22,11 +M ′
12,12 ·M ′′

22,21

= · + · + · + · .

Drei der Faktoren liefern bereits R(k)-Teilprodukte, wie es auch dem Ziel-
format entspricht. Die Auswertung von M ′

11,12 · M ′′
12,21 = · erfordert

aber noch einen weiteren Rekursionsschritt. Damit wird M12,11 zunächst im
Format berechnet und muss anschließend auf vergröbert werden. Es
sei angemerkt, dass es offenbar nicht ratsam ist, die anderen R(k)-Produkte
zunächst in das feinere Format zu zerlegen und danach wieder zu vergröbern.
Stattdessen belässt man diese im Ausgangsformat und addiert alle Teilresul-
tate, nachdem das Produkt M ′

11,12 ·M ′′
12,21 wieder vergröbert worden ist.

7.4.1.3 Schwierigkeit C: widersprechende Zerlegungswünsche

Seien M ′,M ′′ zwei Faktoren vom Format . Wir wollen das Produkt

M := M ′ ·M ′′ berechnen. Die erste Zerlegung → führt wieder auf den
Ausdruck M11 = M ′

11 ·M ′′
11 + M ′

12 ·M ′′
21. In M ′

11 ·M ′′
11 sind beide Faktoren

zerlegbar in . Für den ersten Faktor M ′
11 kann diese Zerlegung nicht ausge-

nutzt werden, da der zweite Faktor M ′′
11 nicht entsprechend zerlegt werden

kann. Man belässt daher M ′
11 in der ursprünglichen Form und erhält für

M ′
11·M ′′

11 = · ein Resultat im Format . Die Faktoren in M ′
12·M ′′

21 haben
die Blockstruktur und sollten in analoger Weise zu · = führen. Da-
mit erhält man widersprechende Zerlegungswünsche. Will man das Produkt
M wieder im ursprünglichen Format darstellen, sollte M11 die Struktur
besitzen. Damit hat M ′

11 ·M ′′
11 bereits die gewünschte Form, aber in M ′

12 ·M ′′
21

muss man M ′′
21 zwangsläufig in M ′′

21 =
[
M ′′

21,l M
′′
21,r

]
= zerlegen, obwohl

M ′′
21 =

[
M ′′

21,o

M ′′
21,u

]
die gegebene Darstellung ist. Sind z.B. M ′′

21,o,M
′′
21,u ∈ R, so

hat man diese Niedrigrangmatrizen in M ′′
21,ol und M ′′

21,or zu zerlegen (analog

für M ′′
21,u) und M ′′

21,l :=
[
M ′′

21,ol

M ′′
21,ul

]
, M ′′

21,r :=
[
M ′′

21,or

M ′′
21,ur

]
zu bilden.



7.4 Matrix-Matrix-Multiplikation 157

7.4.1.4 Schwierigkeit D: Wahl der Zielpartition

In den vorhergehenden Beispielen wurden verschiedene Partitionen P für
quadratische Matrizen verwendet. Das Produkt von M ′,M ′′ ∈ H(k, P ) wurde
wieder in H(k, P ) dargestellt. Es ist aber keineswegs selbstverständlich, dass
P die richtige Partition für das Produkt ist. Als Gegenbeispiel verwenden

wir die Partition P gemäß , dies entspricht dem Modellformat aus §3.1,

allerdings wird hier die Gegendiagonale zur Verfeinerung verwendet. Sei Q die
Permutationsmatrix mit Einsen in der Gegendiagonale: Q = Q� = Q−1. Man

stellt fest, dass mit Q das Modellformat wieder erreicht wird: Q =

wie auch Q = . Damit ergibt sich für das Produkt

· = QQ = · .

Das Produkt auf der rechten Seite möchte man aber eher im Format

darstellen und nicht als .

Damit stellt sich die Frage, ob es für das Produkt eine besonders geeig-
nete Partition gibt und wie man diese gegebenenfalls findet. Die Problematik
der Zielpartition verstärkt sich noch, wenn die Faktoren M ′ ∈ R

I×J und
M ′′ ∈ R

J×K rechteckige Matrizen sind und damit M := M ′ ·M ′′ ∈ R
I×K ein

drittes, völlig neues Format besitzt.

7.4.2 Algorithmus im konsistenten Fall

Die hier angesprochene Konsistenz wird in §7.4.2.11 definiert werden.

7.4.2.1 Notationen

Im Folgenden werden Abkürzungen benötigt, die die Eigenschaften der Blöcke
b ∈ T (I × J) eines Blockclusterbaumes wiedergeben:

• Typ(b) = W (in Worten: b ist vom Typ W) bedeutet, dass der Block b

waagerecht unterteilt wird3: → , d.h.

ST (I×J)(b) =
{
τ ′ × σ : τ ′ ∈ ST (I)(τ)

}
. (7.14a)

• Typ(b) = S bedeutet, dass der Block b senkrecht unterteilt wird3: →

, d.h.

ST (I×J)(b) =
{
τ ′ × σ′ : σ′ ∈ ST (J)(σ)

}
. (7.14b)

3 Die Illustration gilt nur für den Fall von zwei Söhnen.
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• Typ(b) = K bedeutet, dass der Block b in beiden Richtungen (kreuzartig)

unterteilt wird4: → , d.h.

ST (I×J)(b) =
{
τ ′ × σ′ : τ ′ ∈ ST (I)(τ), σ′ ∈ ST (J)(σ)

}
. (7.14c)

• Typ(b) = R bedeutet M |b ∈ R(b) bzw. gleichbedeutend Grösse(b) = true.

• Typ(b) = V bedeutet M |b ∈ V(b) bzw. gleichbedeutend Grösse(b) =
false.

Hierbei ist ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen, dass die
Blockclusterbäume T ′ und T ′′ die Bedingung (5.43h) erfüllen, andernfalls wäre
die Reduktion gemäß Anmerkung A.4.4 durchzuführen.

Im Weiteren wird angenommen, dass die logische Funktion Grösse für
die beteiligten Cluster- und Blockclusterbäume mittels (5.19) bzw. (5.42) mit
gleichem nmin definiert ist.

Bei der Addition zweier Matrizen aus H(k, P ) liegen beide im gleichen
Format vor und auch das Resultat hat dieses Format. Anders ist es bei der
Matrix-Matrix-Multiplikation M = M ′M ′′. Die Faktoren M ′ ∈ R

I×J und
M ′′ ∈ R

J×K gehören im Allgemeinen zu verschiedenen Formaten und für das
Produkt M ∈ R

I×K gibt es noch ein drittes Format (oder dieses ist erst noch
zu bestimmen).

Wir verwenden im Weiteren die Notationen

I, J, K Indexmengen,
T (I), T (J), T (K) Clusterbäume,
T ′ := T (I × J), T ′′ := T (J ×K), T := T (I ×K) Blockclusterbäume,
P ′ ⊂ T ′, P ′′ ⊂ T ′′, P ⊂ T Partitionen,
M ′ ∈ R

I×J , M ′′ ∈ R
J×K , M ∈ R

I×K Matrizen.
(7.15)

Für die Cluster verwenden wir je nach der Indexmenge verschiedene grie-
chische Buchstaben: τ, σ, ρ für τ ∈ T (I), σ ∈ T (J), ρ ∈ T (K). Der Baum
T = T (I × K) bzw. die zugehörige Partition P wird erst in §7.4.2.12 in
Erscheinung treten. Übergangsweise wird ein induzierter Blockclusterbaum
Tind = Tind(I × K) erzeugt. Die angedeuteten Schwierigkeiten rühren unter
Anderem daher, dass Tind = T gelten kann, oder – was noch wichtiger ist – die
entstehenden Partitionen Pind und P verschieden sein können. Die Definition
von Tind geschieht simultan mit der Durchführung der Multiplikation (vgl.
Aufruf von (7.19) in MM Allg). Am Anfang besteht Tind = {I ×K} nur aus
der Wurzel.

Im Folgenden werden Produkte der Form M ′|b′ ·M ′′|b′′ zu untersuchen sein,
die aus M ′ ·M ′′ bei rekursiver Aufspaltung entstehen. Die Komponenten von
b′ ∈ T ′ und b′′ ∈ T ′′ werden stets mit b′ = τ × σ und b′′ = σ × ρ bezeichnet
(übereinstimmendes σ!). Hieraus wird b := τ × ρ gebildet.

4 Die Illustration gilt nur für den Fall von zwei Söhnen.
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7.4.2.2 Die Tupel ΣP , ΣR, ΣV

Das Tupel
ΣP =

(
ΣP

b

)
b∈Tind

enthält für alle b = τ × ρ ∈ Tind Teilmengen ΣP
b ⊂ T (J). Dabei zeigt σ ∈ ΣP

b

an, dass eine Multiplikation

M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ (7.16)

ausgeführt werden muss (der obere Index “P” in ΣP bedeutet “Produkte”).
Am Anfang steht nur die Multiplikation M ′ ·M ′′ = M ′|I×J ·M ′′|J×K an, d.h.
der Anfangszustand von ΣP ist durch die Komponenten

ΣP
I×K = {J}, ΣP

b = ∅ sonst

gegeben. Die Multiplikationsaufgabe ist erst beendet, wenn ΣP
b = ∅ für alle

b ∈ Tind gilt.
Bei der Multiplikation entstehen Zwischenresultate in Form von R(b)- und

V(b)-Matrizen für einige Blöcke b ∈ Tind. Die Tupel

ΣR =
(
ΣR

b

)
b∈Tind

und ΣV =
(
ΣV

b

)
b∈Tind

enthalten Listen5 ΣR
b = (R1, . . .) und ΣV

b = (V1, . . .) von Niedrigrangmatrizen
R1, . . . ∈ R(b) bzw. vollen Matrizen V1, . . . ∈ V(b), wobei diese Listen auch
leer sein können. Die Summation über die Listenelemente sei als

∑
Rb,i∈ΣR

b
Rb,i

bzw.
∑

Vb,i∈ΣV
b
Vb,i geschrieben. Zu Beginn der Multiplikation seien alle Listen

ΣR
b und ΣV

b leer (Notation: ΣR
b = ΣV

b = ∅).
Es sei angemerkt, dass die R(b)-Matrizen R1, R2, . . . , die als Zwischen-

resultate auftreten, nicht addiert, sondern nur aufgesammelt werden. Der
Grund ist, dass der Block b nicht zulässig zu sein braucht und daher un-
klar ist, ob eine formatierte Addition mit Rangkürzung sinnvoll ist. Anders
können die vollen Matrizen V1, . . . ∈ V(b) gehandhabt werden, da hier die
Addition exakt ist. Bei sofortiger Aufsummation gäbe es für ΣV

b nur zwei
Möglichkeiten: entweder ist ΣV

b die leere Liste oder sie enthält genau eine
Komponente V1 ∈ V(b).

Die Startwerte von ΣP , ΣR, ΣV ergeben

M ′ ·M ′′ = (7.17)

∑

b=τ×ρ∈Tind

⎛

⎝
∑

σ∈ΣP
b

M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ +
∑

Rb,i∈ΣR
b

Rb,i +
∑

Vb,i∈ΣV
b

Vb,i

⎞

⎠

∣∣∣∣∣∣

I×K

(die erste Summe enthält einen Summanden, die weiteren Summen sind leer).
Die folgenden Schritte müssen die Gesamtsumme invariant lassen. Ist σ ∈ ΣP

b ,
so wird versucht, die Teilaufgabe (7.16) zu “lösen”, indem entweder
5 ΣR

b und ΣV
b können nicht als Mengen angesehen werden, da zwei gleiche Kom-

ponenten auftreten könnten.
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• das Produkt als R(b)- oder V(b)-Matrix geschrieben wird (dann wechselt
dieser Anteil in (7.17) von der ersten Summe in die zweite oder dritte)
oder

• das Produkt in kleinere Teilprodukte zerlegt wird (dann bleiben die Anteile
in der ersten Summe, aber wechseln von ΣP

b nach ΣP
b′ zu kleineren Blöcken

b′).

7.4.2.3 Produkte mit R-Matrizen

Seien b = τ × ρ ∈ Tind und σ ∈ ΣP
b . Die Teilaufgabe (7.16) kann als R(b)-

Matrix ausgewertet werden, falls M ′|τ×σ ∈ R(τ×σ) oder M ′′|σ×ρ ∈ R(σ×ρ).
Dies gilt genau dann, wenn τ × σ ∈ P ′+ bzw. σ × ρ ∈ P ′′+.

Im Falle von σ × ρ ∈ P ′′+ wertet der folgende Algorithmus das Produkt
M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ als R(k, τ, ρ)-Matrix aus und fügt es zur Liste ΣR

τ×ρ hinzu.
MVM ist die Matrix-Vektor-Multiplikation (vgl. (7.2)).

procedure MM R R2 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR);
begin {sei M ′′|σ×ρ = AB� mit A = [aσ,1 · · · aσ,k] , vgl. Notation 1.3.9}

for ν := 1 to k do begin a′τ,ν := 0; MVM (a′τ,ν ,M
′, aσ,ν , τ × σ) end;

A′ := [a′τ,1 · · · a′τ,k];
{A′B� ∈ R(k, τ, ρ): gesuchte Darstellung von M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ}
ΣP

τ×ρ := ΣP
τ×ρ\ {σ}; Liste ΣR

τ×ρ um A′B� erweitern
end;

In der Bezeichnung MM R R2 soll das erste “R” den Zieltyp andeuten,
während “R2” bedeutet, dass der zweite Faktor M ′′|σ×ρ vom Typ R(b) ist.

Analog kann die Prozedur

procedure MM R R1 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR);

formuliert werden, bei der der erste Faktor M ′|τ×σ ∈ R(k, τ, σ) eine Niedrig-
rangmatrix sein muss.

7.4.2.4 Produkte mit V-Matrizen

Seien b = τ × ρ, b′ = τ × σ und b′′ = σ × ρ. Wenn der zweite Faktor
M ′′|b′′ zu V(b′′) gehört (d.h. wenn Grösse(b′′) = false) und das Produkt
als volle Matrix dargestellt werden kann (d.h. Grösse(b) = false), lautet die
Multiplikationsprozedur

procedure MM V V2 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣV );
{M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ wird als V-Matrix ausgewertet und der Liste ΣV

b angefügt}
begin {sei ai (i ∈ ρ) die i-te Spalte von M ′′|σ×ρ}

for all i ∈ ρ do begin Zτ,i := 0; MVM (Zτ,i,M
′,M ′′

σ,i, τ × σ) end;
ΣP

τ×ρ := ΣP
τ×ρ\ {σ} ; Liste ΣV

τ×ρ um Z|τ×ρ ∈ V(τ × ρ) erweitern
end;
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In Zeile 4 ist M ′′
σ,i die i-te Spalte (vgl. Notation 1.3.9). Das Produkt mit

M ′|τ×σ wird in Zτ,i (i ∈ ρ) abgelegt.
Es kann der Fall auftreten, dass einer der Faktoren M ′|b′ oder M ′′|b′′ eine

V-Matrix ist, jedoch das Produkt wegen Grösse(b) = true nicht als volle
Matrix dargestellt werden soll. Hier ist der einfachste6 Ausweg, den V-Faktor
in eine R-Matrix umzuwandeln (vgl. (7.3)) und MM R R2 anzuwenden. Die
folgende Prozedur setzt M ′′|σ×ρ ∈ V(σ, ρ) voraus, wertet M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ als
R- oder V-Matrix aus und fügt es der entsprechenden Liste an.

procedure MM V2 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );
if Grösse(τ × ρ) = false then MM V V2 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣV )
else MM R R2 (M ′, T R←V

#σ (M ′′|σ×ρ), τ, σ, ρ,ΣP , ΣR);

In Zeile 2 darf das Produkt als volle Matrix dargestellt werden. In Zeile 3 ist
dies nicht möglich, und T R←V

#σ aus (7.5) wandelt M ′′|σ×ρ in eine R(#σ, τ, σ)-
Matrix um.

Die entsprechende Prozedur

procedure MM V1 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );

bei der der erste Faktor eine volle Matrix ist, sei wieder dem Leser überlassen.

7.4.2.5 Erweiterung von Tind

Wenn die Multiplikationsaufgabe M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ in neue Teilaufgaben zer-
legt werden kann, führt dies bis auf den Fall in §7.4.2.6 zu einer Zerlegung
des Blockes b = τ × ρ. Dementsprechend ist zu b eine passende Sohnmenge
STind(b) zu definieren. Hierfür gibt es die drei Möglichkeiten

STind(τ × ρ) = {τ ′ × ρ : τ ′ ∈ S(τ)} , (7.18a)
STind(τ × ρ) = {τ × ρ′ : ρ′ ∈ S(ρ)} , (7.18b)
STind(τ × ρ) = {τ ′ × ρ′ : τ ′ ∈ S(τ), ρ′ ∈ S(ρ)} . (7.18c)

Die folgende Prozedur definiert STind(b), falls b noch als Blatt erklärt ist.
Außerdem werden zu neu eingerichteten Blöcken b′ ∈ STind(b) die Kompo-
nenten von ΣP , ΣR, ΣV als leer definiert. Der Parameter Typ hat Werte aus
{S,W,K}.

procedure MM Tind(τ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV , T yp);
if STind(τ × ρ) = ∅ then

begin definiere STind(τ × ρ) gemäß

⎧
⎨

⎩

(7.18a) falls Typ = W
(7.18b) falls Typ = S
(7.18c) falls Typ = K

;

for all bs ∈ STind(τ × ρ) do ΣP
bs

:= ΣR
bs

:= ΣV
bs

:= ∅
end;

(7.19)

6 Es muss nicht der billigste Ausweg sein. Sobald die Sohnmenge STind(τ × ρ) be-
kannt ist, könnten die Matrizen weiter aufgespalten werden.
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7.4.2.6 Interne Aufspaltung

Das folgende Vorgehen setzt voraus, dass

Typ(τ × σ) = S und Typ(σ × ρ) = W. (7.20)

Im Falle von #σ = 2 ist diese Situation durch · veranschaulicht.

Wegen
M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ =

∑

σ′∈S(σ)

M ′|τ×σ′ ·M ′′|σ′×ρ (7.21)

kann das Produkt in #σ Produkte im gleichen Block b = τ × ρ aufgespalten
werden. Die Prozedur braucht nur ΣP

b zu aktualisieren:

procedure MM SW (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP );
begin ΣP

b := ΣP
b \{σ}; ΣP

b := ΣP
b ∪ S(σ) end;

Hierbei sind (7.20) und b = τ × ρ vorausgesetzt.

7.4.2.7 W-Aufspaltung

Das folgende Vorgehen setzt voraus, dass eine der folgenden zwei Bedingungen
zutrifft:

Typ(τ × σ) = W, (7.22a)
Typ(τ × σ) = K und Typ(σ × ρ) = W (7.22b)

(im Falle von (7.22a) spielt die Struktur von M ′′|σ′×ρ keine Rolle). Für #τ = 2

sind diese Situationen durch · = und · = veran-

schaulicht. Es entstehen Untermatrizen zu den Blöcken τ ′× ρ ∈ STind(τ × ρ) ,
wobei im Zweifelsfall der Baum Tind gemäß (7.18a) zu erweitern ist. Die Teil-
matrizen sind die Produkte

(M ′|b′ ·M ′′|b′′) |τ ′×ρ =
{
M ′|τ ′×σ ·M ′′|σ×ρ falls (7.22a),∑

σ′∈S(σ) M
′|τ ′×σ′ ·M ′′|σ′×ρ falls (7.22b).

Man beachte, dass diese Produkte nicht ausgewertet werden, sondern nur als
neue Multiplikationsaufgaben registriert werden. Mit ΣP

b := ΣP
b \{σ} wird

die Multiplikation M ′|b′ ·M ′′|b′′ als erledigt verbucht, während im Fall (7.22a)
durch ΣP

bs
:= ΣP

bs
∪ {σ} neue Multiplikationsaufgaben für alle bs ∈ STind(b)

angezeigt werden. Im Falle von (7.22b) ist ΣP
bs

:= ΣP
bs
∪ S(σ) zu setzen. Dies

geschieht durch

procedure MM W (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );
if (7.22a) then MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ,W, {σ})
else MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ,W, S(σ));
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wobei

procedure MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV , T yp,Neu);
begin MM Tind(τ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV , T yp);

ΣP
b := ΣP

b \{σ}; for all bs ∈ STind(b) do ΣP
bs

:= ΣP
bs
∪Neu

end;

Hierbei ist Typ wie in (7.19) erklärt, und die Mengenvariable Neu ist entweder
{σ} oder S(σ).

7.4.2.8 S-Aufspaltung

Analog wird hier eine der Bedingungen (7.23a) oder (7.23b) vorausgesetzt:

Typ(σ × ρ) = S, (7.23a)
Typ(τ × σ) = S und Typ(σ × ρ) = K. (7.23b)

Im Falle von #ρ = 2 sind diese Situationen durch · =

und · = veranschaulicht. Es entstehen Untermatrizen zu den

Blöcken τ × ρ′ ∈ STind(τ × ρ). Die Teilmatrizen sind die Produkte

(M ′|b′ ·M ′′|b′′) |τ×ρ′ =
{
M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ′ . falls (7.23a),∑

σ′∈S(σ) M
′|τ×σ′ ·M ′′|σ′×ρ′ falls (7.23b).

Die analoge Prozedur lautet

procedure MM S (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );
if (7.23a) then MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV , S, {σ})
else MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV , S, S(σ));

7.4.2.9 K-Aufspaltung

Eine Aufteilung von b = τ ×ρ in beiden Richtungen kann unter zwei verschie-
denen Bedingungen entstehen:

Typ(τ × σ) = Typ(σ × ρ) = K, (7.24a)
Typ(τ × σ) = W und Typ(σ × ρ) = S. (7.24b)

In beiden Fällen ist das Produkt in Söhne von (7.18c) zerlegbar:

(M ′|b′ ·M ′′|b′′) |τ ′×ρ′ =
{∑

σ′∈S(σ) M
′|τ ′×σ′ ·M ′′|σ′×ρ′ falls (7.24a),

M ′|τ ′×σ ·M ′′|σ×ρ′ falls (7.24b).

Die entsprechende Prozedur ist

procedure MM K (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );
if (7.24b) then MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ,K, {σ})
else MM Allg(M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ,K, S(σ));



164 7 Formatierte Matrixoperationen für hierarchische Matrizen

7.4.2.10 Gesamtalgorithmus für Phase 1

Gegeben einen Block b = τ × ρ, wird man zunächst versuchen, die durch
ΣP

b beschriebenen Aufgaben nach den sofort auswertbaren Fällen (§§7.4.2.3-
7.4.2.4) und nach der Anwendbarkeit der internen Aufspaltung (§7.4.2.6) ab-
zusuchen. Dies geschieht durch

procedure MM Reduktion(M ′,M ′′, τ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );
for all σ ∈ ΣP

b do
if Typ(τ × σ) = R then MM R R1 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR) else
if Typ(σ × ρ) = R then MM R R2 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR) else
if Typ(τ × σ) = V then MM V1 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ) else
if Typ(σ × ρ) = V then MM V2 (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ) else
if (7.20) then MM SW (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP );

(7.25)
Hierbei ist die Schleife über die σ ∈ ΣP

b so zu interpretieren, dass die eventuell
durch MM SW neu erzeugten Elemente von ΣP

b auch durchlaufen werden.
Damit ist gesichert, dass nach Ausführung von MM Reduktion keiner der fünf
Fälle aus den Zeilen 3-7 für ein σ ∈ ΣP

b zutreffen kann.
Falls ΣP

b = ∅, ist die Multiplikationsaufgabe für den Block b = τ × ρ
ausgeführt. In der nachfolgenden Prozedur führt ΣP

b = ∅ zu leeren Schleifen,
sodass keine Aktion mehr erfolgt.

Falls ΣP
b = ∅, besteht die Schwierigkeit darin, dass die Aufspaltung von b

für alle σ ∈ ΣP
b in der gleichen Art vorzunehmen ist.

procedure MM Phase1 (M ′,M ′′, τ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );
begin MM Reduktion(M ′,M ′′, τ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV );

if (7.27a) then MM K (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ) else
if (7.27b) then MM W (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV ) else
if (7.27c) then MM S (M ′,M ′′, τ, σ, ρ,ΣP , ΣR, ΣV )
else Abbruch {nicht-konsistenter Fall};
for all τ ′ × ρ′ ∈ STind(τ × ρ) do

MM Phase1 (M ′,M ′′, τ ′, ρ′, ΣP , ΣR, ΣV )
end;

(7.26)

Simultane Zerlegbarkeit nach Typ K, W bzw. S liegt vor, wenn die ent-
sprechenden Kriterien gegeben sind:

∀σ ∈ ΣP
τ×ρ :

{
Typ(τ × σ) = Typ(σ × ρ) = K oder
(Typ(τ × σ) = W und Typ(σ × ρ) = S)

}
, (7.27a)

∀σ ∈ ΣP
τ×ρ :

{
Typ(τ × σ) = W oder
(Typ(τ × σ) = K und Typ(σ × ρ) = W )

}
, (7.27b)

∀σ ∈ ΣP
τ×ρ :

{
Typ(σ × ρ) = S oder
(Typ(τ × σ) = S und Typ(σ × ρ) = K)

}
. (7.27c)

(vgl. (7.24a,b), (7.22a,b), (7.23a,b)). Die Voraussetzungen (7.27b) und (7.27c)
können zugleich zutreffen.
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Wenn eine Sohnmenge STind(b) definiert wird, wird mindestens einer der
Blöcke b′ oder b′′ zerlegt. Deshalb ist nach spätestens

depth(T (I × J, P ′)) + depth(T (J ×K,P ′′))

Schritten ein Blatt erreicht. Dies beweist die folgende Aussage a).

Anmerkung 7.4.1. a) Die Tiefe des erzeugten Blockclusterbaumes Tind ist
durch depth(T (I × J, P ′)) + depth(T (J ×K,P ′′)) beschränkt.

b) Tind erfüllt nicht die Bedingung (5.43g): Sobald in einem Blatt von Tind

alle Produkte M ′|b′ ·M ′′|b′′ zu σ ∈ ΣP
b als R(b)-Matrizen ausgewertet werden

können, liegt in b keine Multiplikationsaufgabe vor, die zur Konstruktion von
S(b) verwendet werden könnte.

7.4.2.11 Hinreichende Bedingungen für Konsistenz der
Blockclusterbäume

Die Blockclusterbäume T ′ und T ′′ seien konsistent genannt, wenn der Algo-
rithmus (7.26) zu keinem Abbruch führt. Hinreichend ist die Stufentreue.

Lemma 7.4.2. Sind die Blockclusterbäume T ′ und T ′′ stufentreu (vgl.
(5.40)), so sind sie konsistent. Der induzierte Baum Tind ist ebenfalls
stufentreu.

Der stufentreue Fall ist dabei eine Spezialvariante der folgenden Eigen-
schaft: der Blockclusterbaum T (I × J) sei auf jeder Stufe gleichartig zerlegt:

für alle � ≥ 0 gelte:
#
({
Typ(b) : b ∈ T (�)(I × J)\L(T (I × J)

}
\ {V,R}

)
≤ 1

(7.28)

(vgl. (A.2) zur Notation T (�)). Dies bedeutet, dass alle Blöcke einer Stufe �,
wenn sie nicht V- oder R-Matrizen sind, nur zu einem der Typen W, S, K
gehören dürfen. Im stufentreuen Fall ist dies der Typ K. Beispielsweise führt
die Konstruktion (5.45a,b) zur Eigenschaft (7.28).

Im folgenden Lemma sollen T ′ und T ′′ die Bedingung (7.28) unabhängig
voneinander erfüllen, d.h. b′ ∈ T ′(�) und b′′ ∈ T ′′(�) dürfen von unterschied-
lichem Typ sein.

Lemma 7.4.3. Erfüllen die Blockclusterbäume T ′ und T ′′ (7.28), so sind sie
konsistent.

Beweis. Sei b := τ×ρ.Alle Blöcke aus
{
b′ = τ × σ : σ ∈ ΣP

b , Typ(b′) /∈ {V,R}
}

mögen den gleichen Typ besitzen und ebenso alle Blöcken aus
{
b′′ = σ × ρ : σ ∈ ΣP

b , Typ(b′′) /∈ {V,R}
}
.

Die Fälle mit V- oder R-Faktoren werden durch die Auswertung in (7.25)
eliminiert. Für die verbleibenden σ ∈ ΣP

b werden identische Aufteilungen
vorgenommen, sodass die neuen Aufgaben wieder die Induktionsvoraussetzung
erfüllen. Der Induktionsanfang ergibt sich daraus, dass ΣP

I×K nur einen Block
enthält.



166 7 Formatierte Matrixoperationen für hierarchische Matrizen

Übung 7.4.4. a) Erfüllen T ′ und T ′′ (7.28), so auch der induzierte Block-
clusterbaum Tind.

b) Sind T ′ und T ′′ gemäß (5.45a) definiert, so erfüllt auch Tind diese Be-
dingung.

7.4.2.12 Phase 2

Es sei daran erinnert, dass das (approximative) Produkt M ≈M ′ ·M ′′ mittels
P ⊂ L(T ), T = T (I ×K) strukturiert werden soll, d.h. es ist M ∈ H(k, P ) zu
erzeugen. Nach Konstruktion von Tind enthalten alle Blätter in Pind = L(Tind)
R- oder V-Matrizen, also Einträge der Listen ΣR, ΣV (allerdings können auch
Einträge zu internen Knoten b ∈ Tind\Pind auftreten). Da die induzierte Par-
tition Pind und die gewünschte Zielpartition P im Allgemeinen verschieden
sind, ist eine Konvertierung gemäß §7.2.5 notwendig. Mittels (7.11a) wird
Tind so zu Tind,erw erweitert, dass L(Tind,erw) die gröbste Partition ist, die
feiner als Pind und P ist. Ferner liefert (7.11b) eine Erweiterung Terw von
T (I × K,P ), sodass L(Terw) = L(Tind,erw). Für die hilfsweise auftretenden
Blöcke b ∈ Terw\T (I × K,P ) werden Matrixblöcke M |b je nach Wert von
Grösse(b) im R- oder V-Format dargestellt.

Im ersten Schritt werden alle in ΣR
b , Σ

V
b gesammelten R- oder V-Matrizen

in die Blätter von L(Tind,erw) transportiert und dort addiert (Zeilen 6,7). Der
anschließende Transport in die Blätter von P ist die Agglomeration mittels
Konvertieren von H aus (7.9).

procedure MM Phase2 (M,P,ΣR, ΣV );
begin Z := 0;

for all b ∈ Tind do
{
ΣR

b enthalte R1, . . . , RmR(b) ∈ R(b),
ΣV

b enthalte V1, . . . , VmV (b) ∈ V(b)

}

begin if mR(b) +mV (b) > 0 then
for all b∗ ∈ L(Tind,erw) mit b∗ ⊂ b do
begin for i := 1 to mR(b) do Z|b∗ := Z|b∗ ⊕Ri|b∗ ;

for i := 1 to mV (b) do Z|b∗ := Z|b∗ ⊕ Vi|b∗
end end; {Transport auf L(Tind,erw) durchgeführt}
for all b ∈ P do Konvertieren von H(Z, b, Terw, k(b)};
M |b := M |b ⊕ Z|b

end;

Die Addition ⊕ (in den Zeilen 6,7,10) ist entweder die formatierte R(k)-
Summation (Grösse(b) = true) mit dem Rang k = k(b) oder die exakte
Summation (Grösse(b) = false).

Man beachte, dass die R(k)-Addition erst in den Blöcken b∗ ∈ L(Tind,erw)
stattfindet (Grösse(b) = true vorausgesetzt). Da die Partition L(Tind,erw)
feiner als P ist, sind diese Blöcke zulässig, sodass die formatierte Addition
Sinn macht.

Falls b ∈ Pind auch zu T (I × K,P ) gehört, wird die Addition gleich im
Zielblock durchgeführt.
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7.4.3 Algorithmus im stufentreuen Fall

7.4.3.1 Spezielle Eigenschaften im stufentreuen Fall

Hier wird angenommen, dass alle Blockclusterbäume T ′ := T (I × J),
T ′′ := T (J ×K) und T := T (I × K) aus (7.15) stufentreu seien. Damit
haben alle Blöcke, die keine Blätter sind, den Typ K. Nach Lemma 7.4.2 ist
auch Tind stufentreu. Letzteres bedeutet Tind ⊂ T (I × K), sodass – anders
als im allgemeinen Fall – keine Blöcke b ∈ Tind auftreten können, die nicht in
den Blockclusterbaum T passen. Dies vereinfacht die Phase 2 aus §7.4.2.12
erheblich. Die Konvertierung in Phase 2 muss nur noch berücksichtigen,
dass die Partitionen Pind = L(Tind) und P ⊂ T (I × K) im Allgemeinen
verschieden sind. Für jedes b ∈ Pind können zwei Fälle auftreten:

• b ∈ T (I × K,P ): in diesem Fall gilt b =
⋃

i bi für geeignete bi ∈ P .
Zwischenresultate b sind daher auf alle bi zu beschränken und dort aufzu-
addieren.

• b ∈ T\T (I × K,P ): es gibt ein b∗ ∈ P mit b � b∗. Dieses b∗ ∈ P ist
die Vereinigung b∗ =

⋃
i bi für geeignete bi ∈ Pind (b ist eines der bi).

Zwischenresultate auf bi müssen mittels Agglomeration in b∗ zusammen-
geführt werden.

Wegen der wesentlich vereinfachten Phase 2 wird diese in den Multiplikations-
algorithmus (7.32) integriert.

7.4.3.2 Multiplikationsalgorithmus für τ × ρ ∈ P

Zunächst wird die Durchführung von

M |τ×ρ ←M |τ×ρ +M ′|τ×σM
′′|σ×ρ für τ × ρ ∈ P (7.29)

beschrieben. Falls τ × ρ ∈ P+, ist die Approximation

T R
k,paarw (M |τ×ρ +M ′|τ×σM

′′|σ×ρ) ∈ R (k, τ, ρ)

gesucht. Hierfür wird M |τ×ρ ⊕k M ′|τ×σ �k M ′′|σ×ρ geschrieben (�k:
formatierte Multiplikation). Falls τ × ρ ∈ P− , wird das Resultat un-
gekürzt als volle Matrix berechnet. Aufgabe (7.29) wird durch den Aufruf
MMR(M,M ′,M ′′, τ, σ, ρ) gelöst. Dabei sind die Faktoren M ′ und M ′′

Eingabeparameter (nur die Teile M ′|τ×σ und M ′′|σ×ρ sind relevant). M
ist Ein- und Ausgabeparameter, wobei auch hier nur die Untermatrix
M |τ×ρ ∈ R(k, τ, ρ) ∪ V(τ, ρ) von Interesse ist. Die Clusterparameter τ, σ, ρ
müssen τ × σ ∈ T (I × J, P ′) und σ × ρ ∈ T (J ×K,P ′′) erfüllen. Für τ × ρ
ist lediglich τ × ρ ⊂ b ∈ P für ein geeignetes b ∈ T (I × J, P ) vorausgesetzt,
wobei im Allgemeinen die Gleichheit τ × ρ = b ∈ P mit τ × ρ aus (7.29) beim
ersten Aufruf, aber nicht mehr für die rekursiv erzeugten Aufrufe gilt (vgl.
aber Folgerung 7.8.7b).
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1 procedure MMR(M,M ′,M ′′, τ, σ, ρ); (7.30)
{M |τ×ρ ←M |τ×ρ ⊕k M

′|τ×σ �k M
′′|σ×ρ,

Resultat in
{
R(k, τ, ρ) falls τ × ρ ⊂ b ∈ P+,
V(τ × ρ) falls τ × ρ ⊂ b ∈ P−.

}
}

begin
2 if τ×σ ∈P ′ or σ×ρ ∈P ′′ then {τ×ρ⊂b∈P ist vorausgesetzt}
3 begin Z := M ′|τ×σM

′′|σ×ρ; {Zwischenresultat Z ∈ R
τ×ρ}

4 if τ×ρ ⊂ b ∈P+ then Z := T R
k (Z) {für ein geeignetes b∈T }

5 end else {im else-Fall gilt τ × σ /∈ P ′ und σ × ρ /∈ P ′′}
6 begin Z|τ×ρ := 0;
7a for all τ ′ ∈ S(τ), σ′ ∈ S(σ), ρ′ ∈ S(ρ)
7b do MMR(Z,M ′,M ′′, τ ′, σ′, ρ′)
8 end;
9 if τ × ρ ⊂ b ∈ P− then M |τ×ρ := M |τ×ρ + Z
10 else M |τ×ρ := T R

k←2k (M |τ×ρ + Z)
end;

Zeile 2: Da τ × σ ∈ T (I × J, P ′) und σ × ρ ∈ T (J ×K,P ′′) vorausgesetzt
wird, sind die Cluster τ × σ und σ × ρ entweder unzulässig (d.h. echt gröber
als Cluster aus P ′ bzw. P ′′) oder gehören zu einer der Partitionen. Der letzte
Fall wird in den Zeilen 2-5 behandelt.

Zeile 3: Die Hilfsgröße Z := M ′|τ×σM
′′|σ×ρ ist eine Matrix vom Rang

≤ max{k′, k′′, nmin}.
Zeile 4: Die Bedingung τ × ρ ⊂ b ∈ P+ lässt sich auch ausdrücken als

“τ × ρ ist Adm-zulässig” (vgl. (5.13b)).
Zeile 5: Im else-Fall müssen τ ×σ und σ× ρ weiter zerlegt werden, da sie

unzulässig sind.
Zeilen 7a,b: Die Söhne τ ′, σ′, ρ′ haben wieder die gleiche Stufenzahl. Ferner

gilt τ ′ × σ′ ∈ S(τ × σ) ⊂ T (I × J, P ′), σ′ × ρ′ ∈ S(σ × ρ) ⊂ T (J ×K,P ′′), da
im vorliegenden Fall die Blöcke keine Blätter sind. Die Zerlegung aller Cluster
τ, σ, ρ in ihre Söhne entspricht der Behandlung in §7.4.2.9 im Falle von (7.24a).

Zeile 9: Im Standardfall (5.42) kann τ×ρ ⊂ b ∈ P− nur mit der Gleichheit
τ × ρ = b ∈ P− auftreten. (Beweis: Sonst wäre τ ∈ S(τ∗), σ ∈ S(σ∗),
ρ ∈ S(ρ∗) und τ∗×ρ∗ ⊂ b ∈ P−. Da min{#τ∗,#ρ∗} ≤ nmin, sei zum Beispiel
#τ∗ ≤ nmin angenommen. Dies impliziert τ∗ × σ∗ ∈ P ′−, sodass kein Aufruf
mit den Söhnen τ, σ, ρ auftreten kann.)

7.4.3.3 Vollständiger Multiplikationsalgorithmus

Die Notationen aus (7.15) werden verwendet. Die Multiplikation wird rekursiv
über die Multiplikation (und Aufaddition) der Untermatrizen definiert. Seien
M ′ ∈ H(k′, P ′), M ′′ ∈ H(k′′, P ′′) und M ∈ H(k, P ). Das formatierte Produkt
wird in der Form M := M ⊕k M ′ �k M ′′ geschrieben, d.h. das eigentliche
Produkt wird einem Startwert M (z.B. M := 0) aufaddiert. Der Aufruf

MM (M,M ′,M ′′, I, J,K) produziert M := M ⊕k M
′ �k M

′′, (7.31)
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wobei MM die Prozedur (7.32) ist. Hierbei sind die Faktoren M ′,M ′′ Ein-
gabeparameter, während M Ein- und Ausgabeparameter ist. Die Parameter
τ, σ, ρ müssen τ ×σ ∈ T (I×J, P ′), σ×ρ ∈ T (J×K,P ′′), τ ×ρ ∈ T (I×K,P )
erfüllen.

1 procedure MM (M,M ′,M ′′, τ, σ, ρ); (7.32)
2 if τ × σ /∈ P ′ and σ × ρ /∈ P ′′ and τ × ρ /∈ P then
3a for all τ ′ ∈ ST (I)(τ), σ′ ∈ ST (J)(σ), ρ′ ∈ ST (K)(ρ) do
3b MM (M,M ′,M ′′, τ ′, σ′, ρ′)
4 else if τ × ρ /∈ P then {τ × σ ∈ P ′ oder σ × ρ ∈ P ′′ gelten}
5a begin Z := M ′|τ×σM

′′|σ×ρ;
5b M |τ×ρ := T H

k←k+max{k′,k′′,nmin} (M |τ×ρ + Z)
6 end else MMR(M,M ′,M ′′, τ, σ, ρ); {τ × ρ ∈ P}

Zeile 1: Die Matrizen M,M ′ und M ′′ werden im Allgemeinen die Größe
I ×K, I × J und J ×K haben. Gelesen bzw. überschrieben werden aber nur
die Teile M |τ×ρ,M

′|τ×σ und M ′′|σ×ρ.
Zeilen 2-3: Hier wird der Fall behandelt, dass alle Blöcke τ ×σ, σ× ρ und

τ × ρ gröber als die entsprechenden Partitionen P, P ′ und P ′′ sind.
Zeile 3: Anstelle von M |τ×ρ := M |τ×ρ +M ′|τ×σM

′′|σ×ρ wird M |τ ′×ρ′ :=
M |τ ′×ρ′ +M ′|τ ′×σ′M ′′|σ′×ρ′ über alle Söhne durchgeführt.

Zeile 4: Im else-Fall zusammen mit τ × ρ /∈ P gilt τ × σ ∈ P ′ oder
σ × ρ ∈ P ′′.

Zeile 5: In diesem Fall ist der Block τ × ρ noch unterteilt, aber entweder
τ × σ ∈ P ′ oder σ × ρ ∈ P ′′. Sei zum Beispiel σ × ρ ∈ P ′′ angenommen. Hier
gibt es zwei Unterfälle: Ist σ × ρ ∈ P ′′+, so ist M ′′|σ×ρ ∈ R(k′′, σ, ρ) und
damit auch Z := M ′|τ×σM

′′|σ×ρ ∈ R(k′′, τ, ρ). Ist σ×ρ ∈ P ′′−, so ist M ′′|σ×ρ

eine volle Matrix. Wegen (5.42) ist #σ ≤ nmin oder #ρ ≤ nmin und impliziert
Z ∈ R(nmin, τ, ρ) . Gilt dagegen τ × σ ∈ P ′, ergibt sich analog Z ∈ R(k′, τ, ρ)
oder Z ∈ R(nmin, τ, ρ). Insgesamt folgt Z ∈ R(max{k′, k′′, nmin}, τ, ρ) .
Z kann als eine Matrix aus H(max{k′, k′′, nmin}, τ, ρ) geschrieben werden.
Die Summe M |τ×ρ + Z ∈ H(k + max{k′, k′′, nmin}, τ × ρ) wird im Sinne des
schnellen Kürzens sofort mittels T H

k←k+max{k′,k′′,nmin} auf den lokalen Rang k
reduziert.

Zeile 6: Der verbleibende else-Fall entspricht τ × ρ ∈ P, d.h.
M |τ×ρ +M ′|τ×σM

′′|σ×ρ ist als Matrix im Format R(k, τ, ρ) darzustellen.
Dies geschieht mit der Prozedur MMR aus (7.30).

Sei M := M ′ ·M ′′ das exakte Produkt mit Faktoren M ′ ∈ H(k′, P ) und
M ′′ ∈ H(k′′, P ), wobei P ⊂ T (I × I) eine gemeinsame Partition ist (d.h.
I = J = K). Das folgende Lemma zeigt in Analogie zu Korollar 7.3.2, dass
M ∈ H(k, P ) für hinreichend großes k gilt (vgl. [56, Theorem 2.24]). Die
auftretenden Größen Cid, CU werden erst später in §7.8.3 definiert werden.

Lemma 7.4.5 (exakte Multiplikation). Seien M ′ ∈ H(k′, P ) und M ′′ ∈
H(k′′, P ) mit der Partition P ⊂ T (I×I), wobei der Blockclusterbaum T (I×I)
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stufentreu sei. nmin sei die charakteristische Größe aus (5.42). Dann gehört
das exakte Produkt M ′ ·M ′′ zu H(k, P ) mit

k := CidCU max{k′, k′′, nmin} (7.33)
≤ CidCsp (depth(T (I)) + 1) max {k′, k′′, nmin} .

Dabei wird Cid = Cid(Pind) in der späteren Definition 7.8.14 eingeführt.
CU ist in (7.46b) definiert und kann z.B. durch Csp · (depth(T (I)) + 1) ab-
geschätzt werden. Csp := Csp(Pind) bezieht sich auf die induzierte Partition
(vgl. §7.8.3.2).

Beweis. Gemäß Satz 7.8.19a gilt

M ′ ·M ′′ ∈ H(k∗, Pind) mit k∗ = CU max{k′, k′′, nmin}.

Die Produktpartition Pind kann feiner als P sein. Genauer kann ein Block
b ∈ P Beiträge (M ′ ·M ′′) |b′ aus höchstens Cid Blöcken b′ ∈ Pind enthalten.
Damit kann sich der lokale Rang beim Übergang von Pind zur Partition P
höchstens um den Faktor Cid erhöhen.

7.5 Matrix-Inversion

Die nachfolgenden Algorithmen produzieren H-Matrix-Approximationen der
Inversen. Ob diese überhaupt durch H-Matrizen approximiert werden kann,
ist eine theoretischen Frage, die in Kriterium 9.5.3 und Lemma 9.5.4 für positiv
definite, wohlkonditionierte Matrizen (z.B. die Finite-Element-Massematrix,
§11.1) und in Satz 11.2.8 für Inversen von Finite-Element-Systemmatrizen
beantwortet wird.

7.5.1 Rekursiver Algorithmus

Sei T (I) ein binärer Baum (d.h. #S(τ) = 2 für alle τ ∈ T (I)\L(T (I))). Die

Darstellung (3.10) zeigt, dass die Inversion von M =
[
M11 M12

M21 M22

]
über

M−1 =
[
M−1

11 +M−1
11 M12S

−1M21M
−1
11 −M−1

11 M12S
−1

−S−1M21M
−1
11 S−1

]

rekursiv berechnet werden kann. Neben der selbstverständlichen Voraus-
setzung “M regulär” braucht man “M11 regulär” (was bei der üblichen Gauß-
Elimination mittels Pivotisierung erzwungen wird).

Falls M positiv definit ist, folgt bekanntlich die Regularität aller Haupt-
untermatrizen, sodass die obigen Voraussetzungen erfüllt sind. Andernfalls ist
die Partition so zu wählen, dass die Regularität gesichert ist.
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Der folgende Algorithmus folgt der Darstellung (3.10), ist aber nicht auf
binäre Bäume T (I) beschränkt. Die formatierte Inverse H(k, P ) & A :=
Inv(M) ≈M−1 ergibt sich mittels

A := 0 ; Inverse(M, I,A);
{bildet M in A := Inverse(M) ab, M wird überschrieben}

mit der untenstehenden Prozedur7 Inverse. Hierin werden die Söhne ST (I)(τ)
als {τ [1], . . . , τ [t]} ( t = t(τ) = #ST (I)(τ) ) durchnummeriert. Die Symbole '
und � bezeichnen die formatierte Substraktion und Multiplikation.

1 procedure Inverse(M, τ,R);
2 if τ × τ ∈ P then R|τ×τ := (M |τ×τ )−1 else
3 begin for � = 1, . . . , t(τ) do
4 begin Inverse(M, τ [�], R);
5 for j = 1, . . . , �− 1 do R|τ [�]×τ [j] := R|τ [�]×τ [�] �R|τ [�]×τ [j];
6 for j = �+ 1, . . . , t(τ) do M |τ [�]×τ [j] := R|τ [�]×τ [�] �M |τ [�]×τ [j];
7 for i = �+ 1, . . . , t(τ) do
8a begin for j = 1, . . . , � do
8b R|τ [i]×τ [j] := R|τ [i]×τ [j] 'M |τ [i]×τ [�] �R|τ [�]×τ [j];
9a for j = �+ 1, . . . , t(τ) do
9b M |τ [i]×τ [j] := M |τ [i]×τ [j] 'M |τ [i]×τ [�] �M |τ [�]×τ [j]
10 end end;
11 for � = t(τ), . . . , 1 do
12 for i = �− 1, . . . , 1 do for j = 1, . . . , t(τ) do
13 R|τ [i]×τ [j] := R|τ [i]×τ [j] 'M |τ [i]×τ [�] �R|τ [�]×τ [j]
14 end;

Zeile 1: M ∈ H(k, P ) ist Eingabe; R|τ×τ := Inv (M |τ×τ ) ist Ausgabe,
wobei τ ∈ T (I).

Zeile 2: Da τ × τ ein Diagonalblock ist und M |τ×τ vollen Rang haben
muss, wird implizit angenommen, dass nicht nur τ × τ ∈ P, sondern auch
τ × τ ∈ P− gilt und M |τ×τ daher als volle Untermatrix vorliegt. Als solche
wird sie mit Standardverfahren invertiert.

Zeilen 3-14: Der Rest des Algorithmus behandelt den Fall τ × τ /∈ P. t(τ)
ist die Zahl der Söhne von τ. Nachfolgend ist die Block-Gauß-Elimination auf
eine Blockmatrix bestehend aus t(τ)× t(τ) Blöcken anzuwenden.

Zeilen 3-10: Die �-Schleife dient der Elimination der Blöcke im unteren
Dreiecksteil. In Zeile 4 wird der Diagonal-Unterblock M |τ [�]×τ [�] invertiert
(Resultat auf R|τ [�]×τ [�]). In den Zeilen 5+6 wird die �-te Blockzeile mit
R|τ [�]×τ [�] = (M |τ [�]×τ [�])−1 multipliziert. Insbesondere lautet der neue R-
Wert im Diagonalblock R|τ [�]×τ [�] = I (dieser Wert wird aber weder berech-
net noch abgespeichert. Deshalb kommt j = � in der Schleife nicht vor). Die
Zeilen 7-9 dienen der Elimination der �-ten Blockspalte.

Zeilen 11-13: Elimination der Blöcke im oberen Dreiecksteil.
7 Eine präzisere Beschreibung findet sich im Prinzip in [56]. Wegen der dortigen

Druckfehler sei auch auf den Report [55] verwiesen.
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7.5.2 Alternativer Algorithmus mittels Gebietszerlegung

Im Falle einer schwach besetzten Matrix M kann man Überlegungen aus dem
Bereich der Gebietszerlegungen anwenden. Man erhält dann eine andere Par-
titionierung der Matrix, die ausführlich in §9.2 dargestellt ist. Die Anwendung
auf die Invertierung lässt sich zum Teil parallel gestalten (Details in §9.2.5).
Der obige Algorithmus besitzt einen prinzipiellen Nachteil bei der Implemen-
tierung auf einem Parallelrechner. Die Invertierungen Inverse(M, τ [�], R) für
� = 1, . . . ,#S(τ) aus Zeile 4 müssen im Allgemeinen sequentiell stattfinden,
da die Berechnungen für � die Untermatrizen M |τ [j]×τ [j] für j > � verändern.

7.5.3 Newton-Verfahren

Die Inverse X := M−1 lässt sich als Lösung der nichtlinearen Gleichung
f(X) := M − X−1 = 0 auffassen. Wie für jede differenzierbare, nichtlineare
Gleichung f(X) = 0 ist das Newton8-Verfahren als Lösungsmethode anwend-
bar. Die Ableitung f ′(X) : R

I×I → R
I×I lautet

f ′(X)Y = X−1Y X−1 für alle Y ∈ R
I×I .

Die Newton-Iteration lautet X(m+1) = X(m) − Y , wobei Y die Lösung von
f ′(X(m))Y = f(X(m)) ist. Mit der obigen Darstellung von f ′(X) ergibt sich
die Lösung Y = X(m)MX(m) − X(m). Damit lautet das Newton-Verfahren9

(das für diesen Spezialfall auch Schulz-Verfahren10 genannt wird)

X(m+1) = X(m) −
(
X(m)MX(m) −X(m)

)
= 2X(m) −X(m)MX(m). (7.34)

Übung 7.5.1. Seien M invertierbar und X(0) ein Startwert mit der Fehler-
schranke ‖M‖ ‖X(0) −M−1‖ =: q < 1 , wobei ‖·‖ eine submultiplikative
Matrixnorm ist. Man zeige die quadratische Konvergenz

‖X(m) −M−1‖ ≤ ‖M−1‖q2m

.

Im positiv definiten Fall M−1 > X(0) > 0 zeige man globale Konvergenz und
X(m) > 0 für alle m ≥ 0. Hinweis: Für Fm := I −M1/2X(m)M1/2 > 0 weise
man Fm+1 = F 2

m nach.

8 Sir Isaac Newton, geboren am 4. Jan. 1643 in Woolsthorpe in Lincolnshire, ge-
storben am 31. März 1727 in London.

9 Man sollte X(m+1) = 2X(m) − X(m)MX(m) eher nicht in der Reihenfolge
(2X(m)) − (X(m)MX(m)) berechnen. Besser ist es, zuerst den auslöschungs-
anfälligen Anteil, also das Residuum Z := X(m)M − I zu berechnen. Dann ist
X(m+1) = (I − Z)X(m).

10 In dem Artikel [127] von G. Schulz wird der Algorithmus als “neues Iterations-
verfahren” vorgestellt und die Übereinstimmung mit dem Newton-Verfahren nicht
erwähnt.
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Für die praktische Durchführung ist (7.34) eher nicht zu empfehlen. Wenn
keine speziellen Gegebenheiten ausgenutzt werden können, kostet (7.34) zwei
Matrix-Matrix-Multiplikationen. Die Kosten der Inversion entsprechen aber
nur denen einer Matrix-Matrix-Multiplikation.

7.6 LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

Eine Standardmethode zur Auflösung des Gleichungssystems Ax = b ist die
Zerlegung von A in das Produkt A = LU von Dreiecksmatrizen. Selbst wenn
LU nur eine Näherung von A darstellt, erhält man ein Iterationsverfahren
(Details in §9.1), dessen Konvergenzgeschwindigkeit mit der Approximations-
güte zunimmt.

Zur Definition der LU- und Cholesky-Zerlegungen vergleiche man (1.5a)
und (1.5b). Im Prinzip stellt sich zuerst die Frage, ob die LU-Faktoren der
Zerlegung wieder durch H-Matrizen approximierbar sind. In §9.2 wird gezeigt
werden, dass unter geeigneten Voraussetzungen (Schwachbesetztheit) diese
Eigenschaft aus der H-Matrix-Approximierbarkeit der Inversen folgt.

7.6.1 Format der Dreiecksmatrizen

Dreiecksmatrizen sind nur definierbar, wenn eine Anordnung der Indizes aus
I vorgegeben ist. Ferner muss diese Anordnung zu der Zerlegung im Cluster-
baum T (I) konsistent sein, d.h. I = {i1, . . . , i#I} ist die Anordnung und

für alle τ ∈ T (I) gibt es α(τ), β(τ) ∈ {1, . . . ,#I} ,
sodass τ = {iα(τ), iα(τ)+1, . . . , iβ(τ)}.

(7.35)

Hieraus ergibt sich die Anordnung der Cluster gleicher Stufe. Sind τ ′, τ ′′ ∈
T (�)(I) zwei verschiedene Cluster, so gilt nach (7.35) entweder i < j für alle
i ∈ τ ′ und j ∈ τ ′′ oder i > j für alle i ∈ τ ′ und j ∈ τ ′′. Dies definiert die
eindeutige Anordnungsrelation τ ′ < τ ′′ bzw. τ ′ > τ ′′.

Die hier vorausgesetzten Anordnungseigenschaften stimmen mit denen
überein, die in §5.3.4 erzeugt werden, um die Speicherkosten für T (I) minimal
zu halten. Die intern erzeugte Anordnung kann daher zur LU-Zerlegung
verwandt werden.

Die einfachste Annahme über das Format hierarchischer Dreiecksmatrizen
L und U der LU-Zerlegung ist die Überlagerung beider Eigenschaften:

L,U ∈ H(k, P ),

⎧
⎨

⎩

Liαiβ
= 0 für α < β,

Liαiα
= 1 für 1 ≤ α ≤ #I,

Uiαiβ
= 0 für α > β.

(7.36a)

Für die Lösbarkeit ist zudem Uiαiα
= 0 zu garantieren. Ein stufentreuer

Blockclusterbaum wird vorausgesetzt (damit die Komponenten der Blöcke
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zu gleichen Stufen gehören und somit vergleichbar sind). Auf der Blockebene
bedeutet diese Bedingung

L|b = O für b = τ × σ mit τ < σ,
U |b = O für b = τ × σ mit τ > σ,

(7.36b)

während für die Diagonalblöcke b = τ × τ die Matrixblöcke L|b normierte
untere Dreiecksmatrizen und U |b obere Dreiecksmatrizen sind.

Im Falle der Cholesky-Zerlegung braucht nur ein Faktor L verwaltet zu
werden, für den statt Liαiα

= 1 nur Liαiα
> 0 vorausgesetzt wird.

Die Dreiecksmatrizen können auch durch Block-Dreiecksmatrizen ersetzt
werden:

Außerdiagonalblöcke:
L|τ×σ = O für τ < σ und U |τ×σ = O für τ > σ,

Diagonalblöcke:
L|τ×τ = I und U |τ×τ ∈ V(τ × τ) für τ × τ ∈ P.

(7.37)

Der Vorteil der Block-Dreieckszerlegung besteht darin, dass sie wohldefiniert
sein kann, obwohl die einfache LU-Zerlegung wegen Pivotproblemen nicht
existiert oder numerisch bedenklich ist.

7.6.2 Auflösung von LUx = b

Sinn der LU-Zerlegung ist die Lösung von Ax = b mit A = LU mittels der
beiden Schritte Ly = b und Ux = y. Die Gleichung Ly = b löst man durch
Vorwärts- und Ux = y durch Rückwärtseinsetzen. Diese Schritte können
leicht für hierarchische Matrizen formuliert werden und werden exakt durch-
geführt. Die Prozedur Vorwärtseinsetzen(L, τ, y, b) liefert die Lösung y|τ von
L|τ×τy|τ = b|τ . Zur Lösung von Ly = b ist Vorwärtseinsetzen(L, I, y, b) mit
τ = I aufzurufen, wobei der Eingabevektor b überschrieben wird (die Para-
meterwahl y = b ist möglich).

1 procedure Vorwärtseinsetzen(L, τ, y, b);
2 if τ × τ ∈ P then
3 for j := α(τ) to β(τ) do
4 begin yj := bj ; for i := j+1 to β(τ) do bi := bi−Lijyj end
5 else for j := 1 to #S(τ) do
6 begin Vorwärtseinsetzen(L, τ [j], y, b);
7 for i := j + 1 to #S(τ) do b|τ [i] := b|τ [i] − L|τ [i]×τ [j] · y|τ [j]

8 end;

(7.38a)

In Zeile 1 der Prozedur sind L, τ , b Eingabe- und y Ausgabeparameter.
Der Parameter τ muss zu T (I × I, P ) gehören, während y, b ∈ R

I und L
(7.36a) mit P ⊂ T (I × I) erfüllen.

Zeilen 2-4: Wie beim Inversionsalgorithmus erklärt, kann τ × τ ∈ P zu
τ × τ ∈ P− verstärkt werden. Daher wird L|τ×τ als volle Matrix behandelt.
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Entsprechend wird das übliche, komponentenweise Vorwärtseinsetzen durch-
geführt.

Zeile 3: Die Größen α(τ) und β(τ) stammen aus (7.35).
Zeilen 5-8: L|τ×τ wird als Blockmatrix mit den Unterblöcken τ [i]× τ [j] ∈

S(τ × τ) behandelt. Dabei ist τ [1], . . . , τ [#S(τ)] eine Aufzählung der Söhne
von τ.

In Zeile 7 ist die Matrixvektormultiplikation MVM aus (7.2) auf-
zurufen, wobei entweder y durch −y zu ersetzen ist oder eine Variante
MVM Minus(y,M, x, I × J) zu formulieren ist, die y := y − Mx statt
y := y +Mx produziert.

Die Prozedur Rückwärtseinsetzen zur Lösung von Ux = y lautet analog.
U, τ, y sind Eingabe- und x Ausgabeparameter. y wird überschrieben.

procedure Rückwärtseinsetzen(U, τ, x, y);
if τ × τ ∈ P then for j := β(τ) downto α(τ) do

begin xj := yj/Ujj ;
for i := α(τ) to j − 1 do yi := yi − Uijxj

end
else for j := #S(τ) downto 1 do

begin Rückwärtseinsetzen(U, τ [j], x, y);
for i := 1 to j − 1 do y|τ [i] := y|τ [i] − U |τ [i]×τ [j] · x|τ [j]

end;

(7.38b)

Die Gesamt-LU-Auflösung lautet damit

procedure Löse LU (L,U, I, x, b); {L,U, I, b Ein-, x Ausgabe}
begin x := b; Vorwärtseinsetzen(L, I, x, x);

Rückwärtseinsetzen(U, I, x, x)
end;

(7.38c)

wobei hier der Eingabevektor b nicht überschrieben wird.
Die Formulierung der Block-Version (7.37) ist dem Leser als Übung

überlassen. Da die Diagonalmatrizen U |τ×τ mit τ × τ ∈ P invertiert werden
müssen, ist es empfehlenswert, diese Invertierung sofort bei der Konstruktion
von U durchzuführen und beim Rückwärtseinsetzen nur mit der auf U |τ×τ

abgelegten Inversen zu multiplizieren.
Die Formulierung der Cholesky-Variante ist ebenfalls dem Leser über-

lassen. Im Cholesky-Fall ist die Prozedur Vorwärtseinsetzen zu modifizieren,
da L nicht normiert ist. Ferner ist Rückwärtseinsetzen(U, τ, x, y) so zu ändern,
dass anstelle der oberen Dreiecksmatrix U = L� direkt L verwendet wird. Die
modifizierten Prozeduren seien

VorwärtseinsetzenC (L, τ, y, b) und RückwärtseinsetzenC (L, τ, x, y).

Dann geschieht die Cholesky-Auflösung von LL�x = b durch
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procedure Löse LLT (L, I, x, b); {L,U, I, b Ein-, x Ausgabe}
begin x := b; VorwärtseinsetzenC (L, I, x, x);

RückwärtseinsetzenC (L, I, x, x)
end;

(7.38d)

Schließlich wird noch ein Algorithmus zur Auflösung von x�U = y�

benötigt. Die Gleichung ist identisch zu Lx = y mit L := U�, wobei in
diesem Falle die untere Dreiecksmatrix L nicht normiert ist. Die zugehörige
Prozedur

procedure VorwärtseinsetzenT (U, τ, x, y); {Lösung von x�U = y�}

ist dem Leser überlassen.

7.6.3 Matrixwertige Lösung von LX = Z und XU = Z

X,Z ∈ H(k, P ′) seien hierarchische Matrizen zu einer Partition P ′⊂T (I×J) ,
wobei T (I × J) stufentreu sei. Die Indexmenge I stimme mit der aus
L ∈ H(k, P ) und P ⊂ T (I × I) überein. Zu lösen ist die Gleichung

LX = Z

in R
I×J , die #J simultane skalare Gleichungen der Form Lx = z re-

präsentiert. Die Prozedur Vorwärts M löst L|τ×τX|τ×σ = Z|τ×σ für die
Blöcke τ × τ ∈ T (I × I, P ) und τ × σ ∈ T (I × J, P ′). Das Gleichungssystem
LX = Z in I ×J wird mittels Vorwärts M (L,X,Z, I, J) gelöst. Zur Schreib-
weise Xτ,j usw. für die Matrizenspalten vergleiche man Notation 1.3.9.

1 procedure Vorwärts M (L, Y,R, τ, σ) ;
2 if τ × σ ∈ P− then {spaltenweises Vorwärtseinsetzen}
3 for all j ∈ σ do Vorwärtseinsetzen(L, τ,Xτ,j , Zτ,j)
4 else if τ × σ ∈ P+ then
5 begin {sei Z|τ×σ = AB� gemäß (2.1) mit A ∈ R

τ×{1,...,k}}
6 for j = 1 to k do Vorwärtseinsetzen(L, τ,A′

τ,j , Aτ,j);
7 X|τ×σ := Rang-k-Darstellung A′B�

8 end
9 else for i = 1 to #S(τ) do for σ′ ∈ S(σ) do
10 begin Vorwärts M (L,X,Z, τ [i], σ′) ;
11 for j = i+ 1 to #S(τ) do
12 Z|τ [j]×σ′ := Z|τ [j]×σ′ ' L|τ [j]×τ [i] �X|τ [i]×σ′

13 end;

(7.39a)

Zeile 1: Die Matrizen L,Z und die Cluster τ, σ sind Eingabeparameter,
während X Ausgabeparameter ist.

Zeilen 2-3: Falls Z|τ×σ eine volle Matrix ist, wird (7.38a) auf jede der #σ
Spalten angewandt.
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Zeilen 4-8: Falls Z|τ×σ eine Rang-k-Matrix AB� ist, liefert das
Vorwärtseinsetzen (7.38a) angewandt auf die k Spalten von A die Matrix A′

und (A′, B) bilden die Rang-k-Darstellung des Resultats X|τ×σ = A′B�.
Zeilen 9-13: Es bleibt der Fall τ × σ ∈ T (I × I, P )\P, der hier für den

Standardfall #S(σ) = 2 erklärt sei. Das Problem L|τ×τX|τ×σ = Z|τ×σ hat
die Blockstruktur

[
L11 0
L21 L22

] [
X11 X12

X21 X22

]
=
[
Z11 Z12

Z21 Z22

]

mit Lij = L|τ [i]×τ [j], Xij = X|τ [i]×σ[j], Zij = Z|τ [i]×σ[j].

Die Gleichungen L11X11 = Z11 und L11X12 = Z12 der ersten Blockzeile
werden mit dem Aufruf von Vorwärts M in Zeile 10 gelöst, während die
Gleichungen L21X11 +L22X21 = Z21 und L21X12 +L22X22 = Z22 der zweiten
Blockzeile in die Form L22X21 = Z ′

21 := Z21 − L21X11 usw. gebracht werden
(Zeilen 11-12), um für i = 2 in Zeile 10 nach Y21, Y22 gelöst werden zu können.

Zur Lösung der Gleichung XU = Z mit einer unteren hierarchischen
Dreiecksmatrix U und der unbekannten Matrix X auf der linken Seite ver-
wendet man

procedure VorwärtsT M (U,X,Z, τ, σ) ;
if τ × σ ∈ P− then

for all i ∈ τ do VorwärtseinsetzenT (U, σ,Xi,σ, Zi,σ)
else if τ × σ ∈ P+ then
begin {sei Z|τ×σ = AB� gemäß (2.1) mit B ∈ R

{1,...,k}×σ}
for j = 1 to k do VorwärtseinsetzenT (U, σ,B′

i,σ, Bi,σ);
X|τ×σ := Rang-k-Darstellung AB′�

end else
for j = 1 to #S(σ) do for τ ′ ∈ S(τ) do
begin VorwärtsT M (U,X,Z, τ ′, σ[j]); for i = 1 to j − 1 do

Z|τ ′×σ[i] := Z|τ ′×σ[i] 'X|τ ′×σ[i] � U |σ[i]×σ[j]

end;

(7.39b)

Die Varianten im Cholesky-Fall sind dem Leser überlassen.

7.6.4 Erzeugung der LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

Es bleibt die Erzeugung der hierarchischen LU-Faktoren in A = LU zu be-
schreiben (siehe auch §3.8). Es sei zur Vereinfachung der Beschreibung ange-
nommen, dass #S(I) = 2. Dann besitzen die Matrizen in A = LU die Struktur[
A11 A12

A21 A22

]
=
[
L11 O
L21 L22

] [
U11 U12

O U22

]
. Dies führt auf die vier Unteraufgaben

(i) Berechne L11 und U11 als Faktoren der LU-Zerlegung von A11.
(ii) Berechne U12 aus L11U12 = A12.
(iii) Berechne L21 aus L21U11 = A21.
(iv) Berechne L22 und U22 als LU-Zerlegung von L22U22 = A22 − L21U12.
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Aufgabe (ii) wird durch Vorwärts M (L11, U12, A12, τ1, τ2) gelöst, während für
(iii) die Prozedur VorwärtsT M aus (7.39b) zu verwenden ist. Die rechte Seite
in L22U22 = A22−L21U12 kann mit der üblichen formatierten Multiplikation�
berechnet werden, wobei eine spezielle Prozedur, die die Präsenz der Nullen in
den jeweiligen Hälften berücksichtigt, effizienter wäre. Es bleibt die Aufgabe,
die Faktoren der beiden LU-Zerlegungen L11U11 = . . . und L22U22 = . . .
zu bestimmen. Dies definiert eine Rekursion, die an den Blättern durch die
übliche LU-Zerlegung voller Matrizen definiert ist.

Der Aufruf LU-Zerlegung(L,U,A, I) liefert die gewünschten LU-Faktoren
von A. Dabei löst die Prozedur LU-Zerlegung(L,U,A, τ) das Teilproblem
L|τ×τU |τ×τ = A|τ×τ für τ ∈ T (I × I, P ).

1 procedure LU-Zerlegung(L,U,A, τ) ;
2 if τ × τ ∈ P then
3 berechne L|τ×τ und U |τ×τ als LU-Faktoren von A|τ×τ

4 else for i = 1 to #S(τ) do
5 begin LU-Zerlegung(L,U,A, τ [i]) ;
6 for j = i+ 1 to #S(τ) do
7 begin VorwärtsT M (U,L,A, τ [j], τ [i]);
8 Vorwärts M (L,U,A, τ [i], τ [j]);
9 for k = i+ 1 to #S(τ) do
10 A|τ [j]×τ [k] := A|τ [j]×τ [k] ' L|τ [j]×τ [i] � U |τ [i]×τ [k]
11 end end;

(7.40)

Zeilen 2-3: Da τ×τ ∈ P−, sind A|τ×τ , L|τ×τ und U |τ×τ als volle Matrizen
dargestellt.

Zeilen 4-11: Die i-Schleife erfordert die Anordnung der Sohncluster
S(τ) = {τ [1], . . . , τ [#S(τ)]} .

Zeile 7: Berechnung von L|τ [j]×τ [i].
Zeile 8: Berechnung von U |τ [i]×τ [j].

Die Formulierung der Cholesky-Zerlegungsprozedur ist dem Leser über-
lassen.

7.7 Hadamard-Produkt

Das komponentenweise durchgeführte Hadamard-Produkt zweier Matrizen
kommt gelegentlich vor. Seien P ⊂ T (I × I) und M ′ ∈ H(k′, P ) und
M ′′ ∈ H(k′′, P ). Wie die Addition ist das Hadamard-Produkt blockweise
durchführbar:

(M ′ ◦M ′′) |b = M ′|b ◦M ′′|b für alle b ∈ P.

Für b ∈ P− werden die vollen Matrizen M ′|b,M ′′|b elementweise multipliziert.
Für b ∈ P+ entsteht das Hadamard-Produkt M ′|b ◦M ′′|b zweier R-Matrizen.
Gemäß Übung 2.3.2 gilt für das exakte Resultat M ′|b ◦M ′′|b ∈ R(k′k′′, b).
Dies beweist die
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Anmerkung 7.7.1. Seien M ′ ∈ H(k′, P ) und M ′′ ∈ H(k′′, P ). Dann gehört das
(exakte) Hadamard-Produkt M ′ ◦ M ′′ zu H(k′k′′, P ). Nach entsprechender
Kürzung mit TH

k←k′k′′ erhält man die Näherung in H(k, P ).

7.8 Aufwand der Algorithmen

7.8.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

Im Falle des vollen Matrixformats benötigt die Matrix-Vektor-Multiplikation
eine Multiplikation und eine Addition pro Matrixeintrag, d.h. die Kosten der
Matrix-Vektor-Multiplikation betragen das Doppelte des Speicheraufwandes.
Ähnliches gilt für die hierarchischen Matrizen, deren Speicheraufwand in
Lemma 6.3.6 abgeschätzt wurde.

Lemma 7.8.1. Die Anzahl NMV der arithmetischen Operationen für eine
Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer Matrix aus H(k, P ) ist abschätzbar
durch den Speicheraufwand SH(k, P ) (vgl. Lemma 6.3.6):

SH(k, P ) ≤ NMV ≤ 2SH(k, P ). (7.41)

Beweis. a) Die Matrix-Vektor-Multiplikation y := Mx erfordert die Matrix-
Vektor-Multiplikation M |b x|σ für alle b = τ × σ ∈ P und zusätzlich #τ
Additionen, um M |b x|σ in y|τ =

∑
b=τ×σ∈P M |b x|σ aufzuaddieren.

b) Wenn b ∈ P−, ist M |b ∈ V(b) eine volle Matrix. In diesem Fall ist
S = #τ#σ der Speicherbedarf und NMV = 2#τ#σ−#τ. Offenbar gelten die
Ungleichungen S ≤ NMV und NMV + #τ ≤ 2S.

c) Wenn b ∈ P+, ist M |b eine Rang-k-Matrix, für die NMV =
2k (#τ + #σ)−#τ −k und der Speicherbedarf S = k (#τ + #σ) gelten (vgl.
Anmerkungen 2.3.1a und 2.2.5). Wieder ist S ≤ NMV und NMV + #τ ≤ 2S.

d) Summation aller Ungleichung liefert das gewünschte Resultat (7.41).
Falls man das Skalarprodukt 〈y,Mx〉 als 〈y, z〉 mit z := Mx berechnet,

kommen zum Aufwand der z-Berechnung noch 2n − 1 Operationen im Fall
einer n × n-Matrix M hinzu. Dies kann vermieden werden, wenn in Übung
7.1.2 der richtige Algorithmus gefunden ist.

Übung 7.8.2. Der in Übung 7.1.2 gesuchte optimale Algorithmus führt auf
≤ 2SH(k, P ) Operationen für die Berechnung des Skalarproduktes 〈y,Mx〉 .

7.8.2 Matrix-Addition

Der Aufwand der Kürzung T H
k←� ergibt sich als Summe der Kosten für

T R
k←� (M |b) über alle b ∈ P+ (vgl. Anmerkung 2.5.4).
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Lemma 7.8.3. Sei k < �. Der Aufwand von M �→ T H
k←�M beträgt

NT H(�) ≤
∑

b=τ×σ∈P+

[
6�2 (#τ + #σ) + 22�3

]
≤ 6�SH(�, P+) + 22�3#P+, (7.42)

wobei die Schranken SH(�, P+) ≤ SH(�, P ) und #P+ ≤ #P in Lemmata
6.3.6 und 6.3.4 abgeschätzt sind.

Lemma 7.8.4. a) Die formatierte Addition ⊕k : H(k1, P ) × H(k2, P ) →
H(k, P ) kostet

NH+H = NT H(k1 + k2) +
∑

b∈P−#b für k < k1 + k2

≤ 6 (k1 + k2)SH(k1 + k2, P ) + 22 (k1 + k2)
3 #P+,

NH+H =
∑

b∈P−#b ≤ SH(P−) für k ≥ k1 + k2.

b) Im Standardfall k = k1 = k2 lauten die Kosten

NH+H = NT H(2k) +
∑

b∈P−

#b ≤ 24kSH(k, P+) + 176k3#P+ +
∑

b∈P−

#b

≤ 24kSH(k, P ) + 176k3#P+ (7.43)

Beweis. a) Die Addition M1|b + M2|b für b ∈ P+ ist kostenlos (vgl. Anmer-
kung 2.3.1b), die anschließende, nur für k < k1 + k2 benötigte Kürzung ist in
(7.42) abgeschätzt. Im Nahfeld b ∈ P− ist M1|b + M2|b die Addition voller
Matrizen und erfordert

∑
b∈P− #b Additionen. Da

∑
b∈P− #b = SH(P−) ≤

6 (k1 + k2)SH(P−) und SH(k1 + k2, P
+) + SH(P−) = SH(k1 + k2, P ), folgt

Teil a.
b) Wir verwenden die Abschätzung 6 (k1 + k2)SH(k1 + k2, P ) =

12kSH(2k, P ) ≤ 24kSH(k, P ).

7.8.3 Matrix-Matrix-Multiplikation

Die wesentlichen Aussagen beschränken sich auf den Fall der stufentreuen
Blockclusterbäume und sind in Grasedyck-Hackbusch [56] zu finden.
Wichtige Informationen liefert der induzierte Blockclusterbaum Tind mit der
Partition Pind = L(Tind), der in §7.8.3.2 untersucht wird. In H(k, Pind) lässt
sich für geeignetes k das exakte Produkt darstellen und der Berechnungs-
aufwand abschätzen (vgl. Satz 7.8.19).

Bei einer Darstellung des Produktes in H(k, Pind) mit kleinerem k tritt
zusätzlich die Kürzung T H

k←� auf (vgl. Korollar 7.8.20).
Der Standardfall der Matrix-Multiplikation ist I = J = K mit P := P ′ =

P ′′. Das Zielformat ist wieder H(k, P ), wobei P häufig etwas gröber als die
induzierte Partition Pind ist. Hierfür fallen weitere Kosten für die Konver-
tierung mittels T R←H

k←k an (vgl. §7.8.3.1). Für die Abschätzung wird die Größe
Cid benötigt, die in §7.8.3.4 eingeführt wird.
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7.8.3.1 Kosten für T R←H
k←k

Lemma 7.8.5. Seien nmin ≤ k (nmin aus (5.42)), M ∈ H(k, P ) für eine
Partition P ⊂ T (I × J), Csp(P ) aus (6.4b) und s := maxb∈T (I×J,P ) #S(b)
(Standard: s ≤ 4). Die Kosten der Umwandlung M �→ T R←H

k←k M ∈ R(k, I, J)
sind abschätzbar durch

6Csp(P )s2k2 (1 + depth(T (I × J))) (#I + #J) + 22s3k3#T (I × J, P ).

Dabei ist anstelle der schnellen (paarweisen) Kürzung T R
k,paarw die genauere

Kürzung T R
k←k·#S(b) unterstellt.

Beweis. Für alle b ∈ P− ist die komprimierte Singulärwertzerlegung durch-
zuführen (Aufwand in Anmerkung 2.5.1). Für alle b ∈ T (I ×J, P )\P entsteht
der Aufwand NT R(k) aus (2.9). Die Summe ist

∑

b∈P−

21n3
min +

∑

τ×σ∈T (I×J,P )\P

(
6s2k2 (#τ + #σ) + 22s3k3

)

≤
∑

τ×σ∈T (I×J,P )\P

(
6s2k2 (#τ + #σ) + 22s3k3

)

≤ (1 + depth(T (I × J)))Csp(P )6s2k2 (#I + #J) + 22s3k3#T (I × J, P ),

wobei depth(T (I × J, P )\P ) ≤ depth(T (I × J)) und #T (I × J, P )\P ≤
#T (I × J, P ) verwendet wurde.

7.8.3.2 Induzierte Partition Pind

Andere Namen für den induzierten Blockclusterbaum Tind und die Partition
Pind = L(Tind) sind Produkt-Blockclusterbaum T ′ · T ′′ und Produktpartition11

(vgl. Grasedyck-Hackbusch [56]).

Anmerkung 7.8.6. Die Blockclusterbäume T ′ = T (I × J) und T ′′ = T (J ×K)
seien konsistent (vgl. §7.4.2.11) und Tind = T ′ · T ′′ der induzierte Produkt-
Blockclusterbaum.

a) Zu jedem τ×ρ ∈ Tind gibt es mindestens einen Cluster σ ∈ T (J), sodass
τ × σ ∈ T (I × J, P ′) und σ × ρ ∈ T (J ×K,P ′′) (zu P ′, P ′′ vgl. (7.15)).

b) Im Falle von τ × ρ ∈ Pind gilt τ × σ ∈ P ′ oder σ × ρ ∈ P ′′ für alle
σ ∈ T (J) mit τ × σ ∈ T (I × J, P ′) und σ × ρ ∈ T (J ×K,P ′′). Insbesondere
gibt es mindestens ein σ ∈ T (J) mit dieser Eigenschaft.

11 Die Notation P ′ · P ′′ für die Produktpartition aus P ′ ⊂ T (I × J) und P ′′ ⊂
T (J × K) macht nur Sinn, wenn die Partitionen P ′, P ′′ eindeutig den induzierten
Baum Tind definieren. Dies ist z.B. unter der Annahme richtig, dass alle Bäume
stufentreu sind.
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Beweis. a) Ein Blockcluster τ × ρ wird in der Konstruktion von §7.4.2 nur
eingeführt, wenn ein Teilprodukt M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ vorliegt. Hierbei gilt nicht
nur τ × σ ∈ T ′ und σ × ρ ∈ T ′′, sondern auch τ × σ ∈ T (I × J, P ′) und
σ × ρ ∈ T (J × K,P ′′), da die Zerlegung bei Blättern endet (vgl. §§7.4.2.3-
7.4.2.4).

b) Genau dann, wenn für alle σ ∈ T (J) aus Teil a) stets eine der Matrizen
aus M ′|τ×σ ·M ′′|σ×ρ zu R oder V gehört, wird τ × ρ nicht weiter zerlegt und
gehört daher zu Pind = L(Tind).

Folgerung 7.8.7 Seien T ′ und T ′′ stufentreu. Ferner sei P := Pind gesetzt.
Dann vereinfacht sich der Multiplikationsalgorithmus:

a) Der zweite if-Fall aus Zeile 4 der Prozedur MM in (7.32) tritt nie
auf. Falls die Bedingung in Zeile 2 nicht zutrifft, gilt der else-Fall von Zeile
6 (Aufruf von MMR). Damit wird die Konvertierung T H

k←� nicht benötigt!
b) Die Prozedur MMR aus (7.30) ist nicht rekursiv. Da nach Voraus-

setzung beim ersten Aufruf τ × ρ ∈ P gilt, trifft die if-Bedingung der Zeile 2
zu und die Rekursion im else-Teil der Zeilen 6-8 wird nie aufgerufen.

Übung 7.8.8. Man zeige für den stufentreuen Fall:

Tind ={τ × ρ ∈ T (I ×K) : es gibt σ ∈ T (J) mit
τ × σ ∈ T (I × J, P ′), σ × ρ ∈ T (J ×K,P ′′)}.

Die mittels Csp quantifizierte Schwachbesetztheit überträgt sich von den
Partitionen P ′ und P ′′ auf die Produktpartition Pind, wie die folgenden
Ungleichungen zeigen. Die Voraussetzung der Stufentreue wird hier nicht
gebraucht. Die Notationen entsprechen (7.15).

Lemma 7.8.9. Es gelten die Abschätzungen

Csp (Pind) (7.44a)
≤ Csp (P ′)Csp (T (J ×K,P ′′)\P ′′) + Csp (T (I × J, P ′))Csp (P ′′) ,
Csp (Pind) (7.44b)
≤ Csp (Tind) ≤ Csp (T (I × J, P ′))Csp (T (J ×K,P ′′)) .

Genauer gilt

Csp,l (τ, Pind) ≤ Csp,l (τ, P ′) · Csp (T (J ×K,P ′′)\P ′′) (7.44c)
+ Csp,l (τ, T (I × J)) · Csp (P ′′) für alle τ ∈ T (I),

Csp,r(ρ, Pind ≤ Csp (P ′) · Csp,r (ρ, T (J ×K,P ′′)\P ′′) (7.44d)
+ Csp (T (I × J)) · Csp,r (ρ, P ′′) für alle τ ∈ T (I).

Beweis. Zuerst sei Csp,l (τ, Pind) = #{ρ ∈ T (K) : τ×ρ ∈ Pind} untersucht. Zu
τ gibt es Csp,l (τ, P ′) Blockcluster τ ×σ ∈ P ′, und zu jedem σ ∈ T (J) gehören
Csp,l (σ, T (J ×K,P ′′)) ≤ Csp (P ′′) Blockcluster σ× ρ ∈ T (J ×K,P ′′). Damit
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existieren höchstens Csp,l (τ, P ′)·Csp,l (σ, T (J ×K,P ′′)) Blockcluster τ×ρ mit
τ ×σ ∈ P ′. Zur Alternative σ× ρ ∈ P ′′ gibt es ≤ Csp,l (τ, T (I × J)) ·Csp (P ′′)
Möglichkeiten. Da hier die Fälle mit τ × σ ∈ P ′ und σ × ρ ∈ P ′′ doppelt
gezählt sind, kann Csp (T (J ×K,P ′′)) durch Csp (T (J ×K,P ′′)\P ′′) ersetzt
werden. Damit ist (7.44c) bewiesen. (7.44d) wird analog gezeigt.

Maximierung über τ liefert (7.44a).
Die Inklusion Pind ⊂ Tind liefert die erste Ungleichung in (7.44b). Die

folgende ergibt sich mit ähnlicher Argumentation wie oben.

7.8.3.3 Beispiele zu Pind

Um eine Vorstellung zu erhalten, wie die Produktpartition bei verschiedenen
Ausgangspartitionen aussieht, werden im Weiteren Beispiele angegeben, deren
Überprüfung dem Leser als Übung überlassen ist. Wir beschränken uns auf
den Fall I = J = K.

Beispiel 7.8.10. Sei P ⊂ T (I × I) die Partition des Modellformates Hp aus
§3.1, wie sie in Abbildung 3.1 wiedergegeben ist. Dann stimmt die Produkt-
partition Pind mit der Partition P der Faktoren überein.

Ist M = M1 � M2 (M,M1,M2 ∈ Hp) gemäß Beispiel 7.8.10, so
erhält man mit einer Permutationsmatrix Q die Produktdarstellung
M = (M1Q)� (Q�M2) . Beschreibt Q die Umkehrung der Indexanordnung,
so haben M1Q und Q�M2 das Format des nächsten Beispiels.

Beispiel 7.8.11. Pind kann völlig anders als P ausfallen:

.

Beispiel 7.8.12. Das Produkt kann sogar einfacher (gröber) als die Faktoren
sein:

· = .

Das folgende Beispiel entspricht dem Standardfall.

Beispiel 7.8.13. Ein zweites Modellformat Hp wurde in (5.15) definiert. Die
zugehörige Partition P ist in Abbildung 5.1 illustriert. Die Produktpartition
Pind ist geringfügig feiner als P :

· = .
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Die Größen von Csp(P ′) = Csp(P ′′) (wegen P ′ = P ′′) und Csp(Pind) für
die obigen Beispiele sind

Beispiel 7.8.10 7.8.11 7.8.12 7.8.13
Csp(T ′) = Csp(P ′) 2 2 2 6
Csp(Tind) = Csp(Pind) 2 2 2 8

In allen Fällen sind die Ungleichungen (7.44a,b) sehr pessimistisch.

7.8.3.4 Die Größe Cid

Die Wunschsituation ist die von Beispiel 7.8.10: Die Produktpartition Pind

stimmt mit P überein (“Identität”). Typisch für die praktischen Fälle ist
jedoch Beispiel 7.8.13: Die Produktpartition Pind ist ein wenig feiner als P. Zur
Quantifizierung der Abweichung wird die Größe Cid(P ) eingeführt: Cid = 1
entspricht dem Fall, dass Pind = P oder Pind sogar gröber als P ist, während
Cid > 1 anzeigt, dass Pind partiell feiner als P ist.

Definition 7.8.14 (Cid). Sei P ⊂ T (I×K). Die Blockclusterbäume T (I×J)
und T (J ×K) seien stufentreu. Für τ × ρ ∈ P sei

Cid(τ × ρ) := #

⎧
⎨

⎩

τ ′ × ρ′ ∈ T (I × I, P ) : τ ′ und ρ′ sind
Nachfolger von τ bzw. ρ, es gibt σ′ ∈ T (I)
mit τ ′ × σ′, σ′ × ρ′ ∈ T (I × I, P ).

⎫
⎬

⎭ , (7.45a)

Cid(P ) := max{1,max{Cid(τ × ρ) : τ × ρ ∈ P}}. (7.45b)

Wenn der Bezug auf P zweifelsfrei ist, wird nur Cid anstelle von Cid(P ) ge-
schrieben.

Die Definition 7.8.14 erwähnt Tind nicht explizit, aber wegen der Dar-
stellung aus Übung 7.8.8 ist (7.45a) identisch mit

Cid(τ × ρ) := # {τ ′ × ρ′ ∈ Tind : τ ′ × ρ′ ⊂ τ × ρ} .
Wenn Pind = P wie in Beispiel 7.8.10, ist Cid = 1, da τ ′ × ρ′ = τ × ρ einziges
Element der Menge in (7.45a) ist. Wenn Pind gröber als P ist (siehe Beispiel
7.8.12), ist ebenfalls Cid(P ) = 1 (aber Cid(τ × ρ) = 0 für die kleineren, nicht
in Pind vorhandenen Blöcke).

In Beispiel 7.8.13 gibt es einen Block τ×ρ ∈ P, der in der Produktpartition
Pind in vier Unterblöcke zerlegt wird. Entsprechend gilt in diesem Fall Cid = 5
(vier Söhne aus ST (I×I)(τ × ρ) plus τ × ρ selbst).

Mit Hilfe der Größe Csep aus (6.11) lässt sich Cid abschätzen, wie in [56,
Lemma 4.5] bewiesen wird.

Lemma 7.8.15 (Cid-Abschätzung). Seien I = J = K. Der Clusterbaum
T (I) sei wie in §5.4.2.2 konstruiert. hmax sei die maximale Kantenlänge des
Ausgangsminimalquaders Qmin(X̂I) (vgl. (5.32)). T (I× I) sei der stufentreue
Blockclusterbaum. Dann gilt die Abschätzung

Cid ≤ [(4 + 2η) (1 + Csep)]2d
.
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7.8.3.5 Exakte Multiplikation

Die Blockclusterbäume seien stufentreu. Wir gehen von M ′ ∈ H(k′, P ′) und
M ′′ ∈ H(k′′, P ′′) aus und bilden das Produkt in H(k, Pind). Ausgehend von
M |τ×ρ = M ′|τ×JM

′′|J×ρ wird J so zerlegt, dass M |τ×ρ =
∑

σ M
′|τ×σM

′′|σ×ρ

eine minimale Anzahl von Summanden hat, wobei entweder τ × σ ⊂ b′ ∈ P ′

oder σ × ρ ⊂ b′′ ∈ P ′′. Dann folgt, dass der Rang von M |τ×ρ beschränkt ist
durch max{k′, k′′, nmax} multipliziert mit der Anzahl der σ. Die Anzahl kann
auch mit Hilfe des Tupels ΣR beschrieben werden:

∑
τ×ρ⊂b∈Tind

#ΣR
b .

Übung 7.8.16 ([56, Lemma 2.19]). Die Blockclusterbäume T (I × J),
T (J × K) und T (I × K) seien stufentreu. Man zeige: Die im obigen Sinne
minimale Zerlegung von J ist gegeben durch

J =
⋃

level(τ×ρ)
j=0

⋃
σ∈U(τ×ρ,j) σ (disjunkte Vereinigung),

wobei

U(τ × ρ, j) :=

⎧
⎨

⎩

σ ∈ T (j)(J) : V j(τ)× σ ∈ T (I × J, P ′) und
σ × V j(ρ) ∈ T (J ×K,P ′′) und(
V j(τ)× σ ∈ P ′ oder σ × V j(ρ) ∈ P ′′)

⎫
⎬

⎭

und V j(τ) ∈ T (j)(I) den eindeutig bestimmten Vorgänger von τ ∈ T (i)(I) auf
der Stufe j ≤ i bezeichnet.

Anmerkung 7.8.17. Die Kardinalität #U(τ × ρ, j) für τ × ρ ∈ P kann ab-
geschätzt werden durch

CU,j(τ × ρ) := #U(τ × ρ, j) (7.46a)
≤ min {Csp (T (I × J, P ′)) , Csp (T (J ×K,P ′′)) , Csp(P ′) + Csp(P ′)} .

Beweis. Es ist #U(τ × ρ, j) ≤ #
{
σ ∈ T (j)(J) : V j(τ)× σ ∈ T (I × J, P ′)

}
≤

Csp (T (I × J, P ′)). Die Schranke Csp (T (J ×K,P ′′)) folgt analog. Mit

#U(τ × ρ, j) ≤ #
{
σ ∈ T (j)(J) : V j(τ)× σ ∈ P ′ oder σ × V j(ρ) ∈ P ′′

}

= #
{
σ ∈ T (j)(J) : V j(τ)× σ ∈ P ′

}

+ #
{
σ ∈ T (j)(J) : σ × V j(ρ) ∈ P ′′

}

= Csp,l(V j(τ), P ′) + Csp,r

(
V j(ρ), P ′′) ≤ Csp(P ′) + Csp (P ′′)

folgt die dritte Schranke.

Sei U(τ × ρ) :=
⋃level(τ×ρ)

j=0 U(τ × ρ, j). Die Zahl der Summanden in
M |τ×ρ =

∑
σ M

′|τ×σM
′′|σ×ρ beträgt #U(τ × ρ) und ist durch
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CU (τ × ρ) := #U(τ × ρ) ≤ CU := max
τ×ρ∈P

CU (τ × ρ) (7.46b)

beschränkt. Neben

CU (τ × ρ) ≤
∑level(τ×ρ)

j=0
CU,j(τ × ρ) (7.46c)

≤ (level(τ × ρ) + 1) min

⎧
⎨

⎩

Csp (T (I × J, P ′)) ,
Csp (T (J ×K,P ′′)) ,
Csp(P ′) + Csp(P ′)

⎫
⎬

⎭

≤ (depth(T (I ×K,P )) + 1) min

⎧
⎨

⎩

Csp (T (I × J, P ′)) ,
Csp (T (J ×K,P ′′)) ,
Csp(P ′) + Csp(P ′)

⎫
⎬

⎭

gilt die Abschätzung der folgenden

Übung 7.8.18. Man zeige: a)

CU (τ×ρ) ≤ min
{
C⊂

sp,l (τ, P
′) + C⊂

sp,r (ρ, P ′′) ,
C⊂

sp,l (τ, T (I×J, P ′)) , C⊂
sp,r (ρ, T (I×K,P ′′))

}
(7.46d)

und wende die Abschätzungen aus (6.7) an.
b) depth(T (I ×K,Pind)) ≤ min{depth(T (I × J),depth(T (J ×K)}.

Satz 7.8.19 (exaktes H-Matrix-Produkt). a) Seien M ′ ∈ H(k′, P ′) und
M ′′ ∈ H(k′′, P ′′), wobei P ′ ⊂ T (I × J) und P ′′ ⊂ T (J ×K) die Partitionen
sind. Die Blockclusterbäume seien stufentreu. nmin sei die Größe aus (5.42).
Dann liegt das (exakte) Produkt M = M ′M ′′ in H(k, Pind) mit

k = CU max{k′, k′′, nmin}, (7.47)

wobei CU aus (7.46b) stammt und mit (7.46a,c,d) abgeschätzt werden kann.
b) Der zugehörige arithmetische Aufwand beträgt

NH·H(P ′, P ′′) ≤ 2CUCsp(P ′·P ′′))·max
{
max{k′, nmin}SH(k′′, P ′′),
max{k′′, nmin}SH(k′, P ′)

}
, (7.48)

wobei Csp (Pind) in (7.44a,b) abgeschätzt ist.

Beweis. a) Sei τ×ρ ∈ Pind. M |τ×ρ =
∑level(τ×ρ)

j=0

∑
σ∈U(τ×ρ,j) M

′|τ×σM
′′|σ×ρ

enthält≤ CU Summanden. Wenn τ×σ ⊂ b′ ∈ P ′, ist Rang(M ′|τ×σM
′′|σ×ρ) ≤

Rang(M ′|τ×σ) ≤ max{k′, nmin}. Andernfalls gilt σ × ρ ⊂ b′′ ∈ P ′′ und
Rang(M ′|τ×σM

′′|σ×ρ) ≤ Rang(M ′′|σ×ρ) ≤ max{k′′, nmin}. Zusammen folgt
Rang(M) ≤ k.

b) Sei σ × ρ ⊂ b′′ ∈ P ′′ angenommen, d.h. M ′′|σ×ρ ∈ R(k′′, σ, ρ) oder
M ′′|σ×ρ ist eine volle Matrix mit #σ ≤ nmin oder #ρ ≤ nmin.

Fall 1: #σ ≤ nmin. Es ist bereits M ′|τ×σM
′′|σ×ρ ∈ R(nmin, τ, ρ), da die

Faktorisierung AB� mit A = M ′|τ×σ und B� = M ′′|σ×ρ vorliegt. Es treten
keine arithmetische Kosten auf.
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Fall 2: #ρ ≤ nmin. Das Resultat wird eine volle Matrix R
τ×ρ. Wir nehmen

den aufwändigsten Fall M ′|τ×σ ∈ H(k′, P ′|τ×σ) an (vgl. Übung 6.1.3 zur
Notation P ′|τ×σ). Die Matrix-Vektor-Multiplikationen von M ′|τ×σ mit den
#ρ Spalten von M ′′|σ×ρ kosten ≤ nminNMV ≤ 2nminSH(k′, P ′|τ×σ) Opera-
tionen (vgl. (7.41)).

Fall 3: M ′′|σ×ρ ∈ R(k′′, σ, ρ) mit M ′′|σ×ρ = AB�. Die k′′ Spalten von
A sind mit M ′|τ×σ zu multiplizieren. Wie in Fall 2 erhält man die Schranke
≤ k′′NMV ≤ 2k′′SH(k′, P ′|τ×σ).

Insgesamt ist 2k̃′′SH(k′, P ′|τ×σ) eine obere Kostenschranke, wobei
k̃′′ := max{k′′, nmin} . M ′|τ×σM

′′|σ×ρ ist entweder eine volle Matrix (Fall 2)
oder eine Rang-k̃′′-Matrix.

Wenn τ ×σ ⊂ b′ ∈ P ′, erhält man analog die Schranke 2k̃′SH(k′′, P ′′|σ×ρ)
für die Kosten und k̃′ := max{k′, nmin} für den Rang.

c) Summation über alle σ ∈ U(τ × ρ, j), 0 ≤ j ≤ level(τ × ρ), liefert den
arithmetischen Aufwand

Kosten für M |τ×ρ ≤ 2
∑

j,σ∈U(τ×ρ,j)

max
{
k̃′′SH(k′, P (τ × σ)),
k̃′SH(k′′, P (σ × ρ))

}

≤ 2CU max{k̃′′SH(k′, P (τ × J)), k̃′SH(k′′, P (J × ρ))}.

Diese Kosten sind noch über τ × ρ ∈ Pind aufzusummieren. Es ist
∑

τ×ρ∈P

SH(k′, P (τ × J)) ≤ Csp,l (τ, Pind)
∑

τ∈T (I)

SH(k′, P (τ × J))

≤ Csp (Pind)
depth(T (I))∑

�=0

∑

τ∈T (�)(I)

SH(k′, P (τ × J))

= Csp (Pind) (depth(T (I)) + 1)SH(k′, P (I × J))
= Csp (Pind) (depth(T (I)) + 1)SH(k′, P ),

sodass (7.48) folgt.

Korollar 7.8.20. a) Falls das Produkt M ′ � M ′′ in H(k̃, Pind) mit einem
k̃ < k (k aus (7.47)) berechnet werden soll, ist auf das exakte Produkt die
Kürzung T H

k̃←k
aus (7.6) anzuwenden. Die zusätzlichen Kosten betragen nach

Lemma 7.8.3 NT H(k) ≤ 6kSH(k, P+
ind) + 22k3#P+

ind .
b) Das Vorgehen nach Teil a) berechnet die Bestapproximation pro Block.

Billiger ist es, schon bei der Aufsummation der Summanden von M |τ×ρ =∑
σ M

′|τ×σM
′′|σ×ρ die paarweise Kürzung T R

k̃,paarw
durchzuführen.

7.8.3.6 Aufwand der formatierten Multiplikation

Der Standardfall der Matrixmultiplikation ist I = J = K mit P := P ′ = P ′′.
Diese Partition ist auch das Zielformat H(k, P ) des Produktes, obwohl im
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Allgemeinen P gröber als die Produktpartition Pind ist. Um von Pind auf das
Format P zu konvertieren, ist die Konvertierung T R←H

k←k anzuwenden, die in
§7.8.3.1 hinsichtlich ihrer Kosten abgeschätzt wurde (in Lemma 7.8.5 ist I×J
jeweils durch einen Block τ × ρ zu ersetzen). Für Cid(P ) = 1 reduziert sich
T R←H

k←k auf die Identität, mit steigendem Cid steigt auch der Aufwand der
Konvertierung.

Für den Aufwand von M := M+M ′�M ′′ mittels der Prozedur MM wird
in [56, Theorem 2.24] für den Standardfall I = J = K bewiesen:

Lemma 7.8.21 (Aufwand der formatierten Multiplikation). Seien die
Matrizen M ∈ H(k, P ), M ′ ∈ H(k′, P ) , M ′′ ∈ H(k′′, P ) mit gemeinsamer
Partition P ⊂ T (I × I) gegeben, wobei zur Vereinfachung nmin ≤ min{k′, k′′}
angenommen sei. Die Berechnung von

M ←M +M ′ �M ′′

mittels der Prozedur MM kostet NMM(P, k′, k′′) Operationen, wobei

NMM(P, k′, k′′) (7.49a)

≤ 56C2
sp max{Cid, Csp}max{k′, k′′} (depth(T (I × I, P ) + 1)2 #I

+ 184CidCsp max{k′, k′′}3 (depth(T (I × I, P ) + 1) #P.

Hierbei ist die paarweise Kürzung zugrundegelegt. Die Berechnung der Best-
approximation des Produktes in H(k, P ) kostet

NMM,best(P, k′, k′′) (7.49b)

≤ 43C3
idC

3
sp max{k′, k′′}3 (depth(T (I × I, P ) + 1)3 max {#I,#P} .

Zur Diskussion des asymptotischen Verhaltens verwende man #I = n,
depth(T (I × I, P ) = O(log n) (vgl. Anmerkung 5.4.5) und #P = O(n) (vgl.
Lemma 6.3.4). Dann erhält man mit k := max{k′, k′′, nmin}

NMM(P, k′, k′′) ≤ O
(
kn log(n)

(
log(n) + k2

))
(7.50)

bzw. NMM,best(P, k′, k′′) ≤ O(k3n log3(n)).

7.8.4 Matrix-Inversion

Lemma 7.8.22. Die Zahl Ninv(k, P ) der für die Durchführung von
Inverse(M, I,R) aus §7.5.1 benötigten Operationen ist durch NMM(P, k, k)
beschränkt (vgl. Lemma 7.8.21).

Beweis. Der Beweis (vgl. [56, Theorem 2.29]) wird durch Induktion über
die Stufenzahl geführt und beginnt bei τ × τ ∈ P, wo das entsprechende
Resultat für volle Matrizen verwendet wird. Sei nun τ × τ /∈ P, wobei die
Induktionsbehauptung für alle τ [i]× τ [i] (1 ≤ i ≤ #S(τ)) gelte. Matrixmulti-
plikationen (meist zusammen mit einer Addition) treten für die Blöcke
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A|τ [i]×τ [�] �B|τ [�]×τ [j] auf (A,B stehen für M oder R). Dabei verteilen
sich die Indextripel (i, �, j) wie folgt: Zeile 5: i = � > j, Zeile 6: i = � < j,
Zeilen 8,9: i > �, Zeile 12: i < �. Die verbleibenden Tripel (�, �, �) werden den
Aufrufen Inverse(M, τ [�], R) zugeordnet, deren Kosten nach Induktionsbe-
hauptung durch die einer Matrixmultiplikation beschränkt sind. Damit folgt
die Behauptung auch für τ × τ /∈ P . Mit τ = I ergibt sich die Behauptung.

7.8.5 LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

7.8.5.1 Speicherbedarf

Da L|b für jeden Diagonalblock b = τ × τ zusammen mit U |b als volle Matrix
auf b gespeichert werden kann, benötigen die Dreiecksmatrizen L,U ∈ H(k, P )
der LU-Zerlegung zusammen den gleichen Speicherplatz wie eine einzige
Matrix aus H(k, P ). Gleiches gilt für die Cholesky-Zerlegung bzw. die Block-
variante (7.37):

SLU(k, P ) = SCholesky(k, P ) = SH(k, P ) (7.51)

(zu SH(k, P ) vgl. Lemma 6.3.6).

7.8.5.2 Auflösung von LUx = y

Wie in Lemma 7.8.1 zeigt man, dass der Aufwand für Vorwärtsein-
setzen(L, I, y, b) mit dem doppelten Speicherbedarf von L abgeschätzt
werden kann; ebenso der Aufwand für Rückwärtseinsetzen(U, τ, x, y) durch
den doppelten Speicherbedarf von U. Zusammen mit (7.51) erhält man

NLU(k, P ), NCholesky(k, P ) ≤ 2SH(k, P ).

7.8.5.3 Matrixwertige Lösung von LX = Z und XU = Z

Im vollen Matrixformat zu R
τ×τ ist die Auflösung von LX = Z zusammen mit

der Auflösung von XU = Z billiger als die Multiplikation A ·B. Hiermit lässt
sich der Aufwand der Zeilen 2-3 in (7.39a) und den entsprechenden Zeilen
der Prozedur VorwärtsT M abschätzen. Gleiches lässt sich für die Rang-k-
Multiplikation in den Zeilen 5-6 von Vorwärts M und entsprechenden Stellen
in VorwärtsT M zeigen. Zeilen 9-10 in Vorwärts M und die analogen Zeilen
in VorwärtsT M enthalten weniger Operationen ',� als bei der allgemeinen
Multiplikation auftreten. Damit folgt

NVorwärts M(k, P ), NVorwärtsT M(k, P ) ≤ 1
2
NMM(P, k, k) (7.52)

mit NMM(P, k, k) aus (7.49a).
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7.8.5.4 Erzeugung der LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

Lemma 7.8.23. Die Erzeugung der LU-Zerlegung mittels der Prozedur aus
(7.40) braucht nicht mehr Operationen als die Matrix-Matrix-Multiplikation:

NLU−Zerlegung(k, P ) ≤ NMM(P, k, k).

Beweis. Der Induktionsbeweis ähnelt dem der Inversion (Lemma 7.8.22). Den
Tripeln (j, i, k) mit i ≤ j, k ≤ #S(τ) werden folgende Fälle zugeordnet:
a) für j = i = k Aufruf von LU-Zerlegung in Zeile 6,
b) für j > i = k Aufruf von VorwärtsT M in Zeile 8,
c) für j = i < k Aufruf von Vorwärts M in Zeile 9,
d) für i < j, k die Matrixmultiplikation L|τ [j]×τ [i] � U |τ [i]×τ [k] in Zeile 10.
Gemäß Induktionsvoraussetzungen und (7.52) sind alle Operationskosten
beschränkt durch die der Matrixmultiplikation, womit die Behauptung
folgt.

Die Abschätzung des Lemmas ist viel zu pessimistisch, da nicht
berücksichtigt wurde, dass für die Indexkombinationen mit min{j, k} < i
keine Operationen anfallen. Geht man davon aus, dass alle Produkte
A|τ [j]×τ [i] ·B|τ [i]×τ [k] der Matrixmultiplikation gleich teuer sind, ergibt sich

NLU−Zerlegung(k, P ) � 1
3
NMM(P, k, k).

In vielen Fällen kommt hinzu, dass bei schwach besetzten Matrizen A die
Faktoren L und U in ihren Dreieckshälften zahlreiche Nullblöcke enthalten.
Zur systematischen Ausnutzung dieser Schwachbesetztheit sei auf §9.2 ver-
wiesen.
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H2-Matrizen

Die Kombination der H-Matrizen mit einer zweiten Hierarchie-Struktur führt
zu den H2-Matrizen. Sie erlauben eine deutliche Reduktion beim Speicher-
bedarf und den Kosten der Matrixoperationen. In vielen Fällen kann der
logarithmische Faktor vermieden werden.

Vorschau auf die nächsten Unterkapitel:
§§8.1-8.2: Es werden zunächst Vorversionen der H2-Matrizen behandelt.
§8.3 enthält die endgültige Definition einer H2-Matrix, die spezielle

Schachtelungsbedingungen für Vektorräume Vτ und Wσ erfordert. Ferner
wird die spezielle Darstellung der Daten und ihr Speicherbedarf beschrieben.
Schließlich beschreibt §8.3.4 die Projektion auf das H2-Format.

§8.4: Es werden hinreichende Bedingungen für die erwähnten Schach-
telungsbedingungen diskutiert.

§8.5: Beschreibung der Matrix-Vektor-Multiplikation mit H2-Matrizen
und des zugehörigen Aufwandes.

§8.6: Bei geeigneter Rangverteilung wird rein linearer Aufwand bewiesen.
§8.7: Adaptive Bestimmung der H2-Räume Vτ und Wσ.

§8.8: Multiplikation von H2-Matrizen.
§8.9: Numerischer Vergleich von H- und H2-Matrizen.
Bezüge auf H2-Matrizen finden sich auch in §9.3.3.

8.1 Erster Schritt: M |b ∈ Vb ⊗ Wb

Niedrigrangmatrizen R(k, τ, σ) haben den Nachteil, dass Summen aus der
Menge herausführen, was den Übergang zur formatierten Addition erfordert
(§2.6). Ein Ausweg ist die Verwendung von Tensorprodukträumen, die Vektor-
Unterräume in R(k, τ, σ) beschreiben.

Im allgemeinen Fall einer rechteckigen Matrix M ∈ R
I×J benötigt man

die folgenden Daten:

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 8,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009



192 8 H2-Matrizen

• Clusterbäume T (I), T (J), Blockclusterbaum T (I × J), Partition
P ⊂ T (I × J) , wobei P in P+∪̇P− zerfällt (P+ enthält die zulässigen
Blöcke);

• zu allen Blöcken b = τ ×σ ∈ P+ fixiere man zwei Vektorräume Vb und Wb

und wähle eine Basis:

Vb ⊂ R
τ mit dimVb = kb,V , Basis {vb

1, . . . , v
b
kb,V

},
Wb ⊂ R

σ mit dimWb = kb,W , Basis {wb
1, . . . , w

b
kb,W

}, (8.1)

wobei die Dimension eventuell nach oben durch kb,V , kb,W ≤ k beschränkt
sein kann.

Im Folgenden halten wir den Block b = τ × σ ∈ P+ fest und ersetzen
die Schreibweise vb

i , w
b
j durch die kürzere vi, wj . Die aus vi und wj gebildete

Rang-1-Matrix ist viw
�
j ∈ R

b. Der hierdurch aufgespannte Vektorraum ist das
Tensorprodukt1

Vb ⊗Wb = span{viw
�
j : 1 ≤ i ≤ kb,V , 1 ≤ j ≤ kb,W }.

Lemma 8.1.1. V und W seien endlichdimensionale Vektorräume [wobei im
Spezialfall V = Vb und W = Wb aus (8.1) gelte ].

a) Die Dimension von V ⊗ W beträgt (dimV) · (dimW) [im Spezialfall
dimVb ⊗Wb = kb,V · kb,W ].

b) Für alle M ∈ V ⊗ W gilt Rang(M) ≤ min{dimV,dimW} [bzw.
Rang(M) ≤ min{kb,V , kb,W }], sodass

V ⊗W ⊂ R(k) für k := min{dimV,dimW}. (8.2)

c) Zur Beschreibung einer Matrix M ∈ V ⊗ W benötigt man neben den
Basiselementen {v1, . . . , vdimV}, {w1, . . . , wdimW} die (dimV) ·(dimW) [bzw.
kb,V · kb,W ] Koeffizienten Kij in

M =
dimV∑

i=1

dimW∑

j=1

vi Kij w
�
j . (8.3)

Definition 8.1.2 (uniforme H-Matrizen). P ⊂ T (I×J) sei Partition. Zu
b ∈ P+ seien Vektorräume Vb und Wb gegeben. H(P, {Vb,Wb}b∈P+) ⊂ R

I×J

stellt die Menge aller M ∈ R
I×J mit der Eigenschaft

M |b ∈ Vb ⊗Wb für alle b ∈ P+

dar. Untermatrizen {M |b : b ∈ P+} werden mittels (8.3) dargestellt, während
für {M |b : b ∈ P−} die volle Matrixdarstellung verwendet wird.

In [69] werden die Elemente von H(P, {Vb,Wb}b∈P+) als uniforme H-
Matrizen bezeichnet. Da Lemma 8.1.1b die Inklusion Vb ⊗ Wb ⊂ R(k, τ, σ)
für b = τ × σ ∈ P+ beweist, folgt die
1 Allgemeineres zu Tensor-Vektorräumen findet sich in §15.1.
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Anmerkung 8.1.3. Jede Matrix aus H(P, {Vb,Wb}b∈P+) ist eine übliche
H-Matrix , wobei die Rangabschätzung in (6.2) mit k(b) = min{kb,V , kb,W }
gegeben ist. Falls es eine gleichmäßige Schranke kb,V , kb,W ≤ k gibt, liegt ein
fester lokaler Rang ≤ k vor (vgl. Anmerkung 6.1.2a).

Im Prinzip gilt auch die umgekehrte Richtung: Eine übliche H-Matrix lässt
sich als uniforme H-Matrix interpretieren, wenn man die Räume {Vb,Wb}b∈P

angepasst wählen darf. Hierzu geht man von der DarstellungM |b =
∑k

i=1 aib
�
i

aus, setzt Vb := span{ai : 1 ≤ i ≤ k}, Wb := span{bi : 1 ≤ i ≤ k}
und vb

i := ai, wb
j := bi (vgl. Anmerkung 8.1.7). Der Sinn der Definition

von H(k, P, {Vb,Wb}b∈P ) besteht allerdings darin, dass mehrere Matrizen die
gleichen Räume {Vb,Wb}b∈P+) verwenden, da sich dann zum Beispiel die
Addition vereinfacht.

Anmerkung 8.1.4. Die Summe zweier H-Matrizen ausH(P, {Vb,Wb}b∈P ) liegt
wieder in der Menge H(P, {Vb,Wb}b∈P ). Das heißt, H(P, {Vb,Wb}b∈P ) ist ein
Vektorraum und die Kürzung der formatierten Addition ⊕k aus Definition
7.3.1 entfällt. Der Vorteil ist ein doppelter:

a) die Addition ist exakt,
b) die (relativ teuere) Singulärwertzerlegung entfällt.

Anmerkung 8.1.5. Wenn I = J, liegt es nahe, gleiche Räume Vb = Wb zu
wählen. Da es aber Gründe geben kann, den Bildbereich von M anders als
den von M� zu approximieren, ist auch für I = J die Wahl unterschiedlicher
Vb = Wb denkbar.

Bei der Diskussion des Speicherbedarfes sind zwei Größen zu unter-
scheiden:

• Die Abspeicherung der Basen {vb
1, . . . , v

b
kb,V

}, {wb
1, . . . , w

b
kb,W

} für b ∈ P+

erfordert den gleichen Speicherplatz wie eine übliche H-Matrix (dort wird
die gleiche Anzahl von Vektoren zur Darstellung von M |b ⊂ R(k, τ, σ) für
kb,V , kb,W ≤ k benötigt). Allerdings tritt dieser Aufwand jetzt nur einmal
auf unabhängig von der Anzahl der zu behandelnden Matrizen.

• Pro Matrix aus H(P, {Vb,Wb}b∈P+) sind die vollen Matrixblöcke M |b für
b ∈ P− und die kb,V × kb,W -Matrizen Kb = (Kij) aus (8.3) für b ∈ P+

abzuspeichern. Der individuelle Aufwand beträgt somit

SMatrix =
∑

b∈P+
kb,V kb,W +

∑
b∈P−

#b. (8.4)

Wir diskutieren abschließend die Größe SMatrix für den Modellfall aus §3,
allerdings hier mit allgemeinem lokalen Rang k. Im Modellfall gilt I = J
und #I = n. Der Einfachheit halber wählen wir P = P+, d.h. auch die
1×1-Matrizen werden als Elemente von Vb⊗Wb mit eindimensionalen Vektor-
räumen Vb undWb betrachtet. Ferner sei kb,V = kb,W =: kb ≤ k vorausgesetzt.
Da nach (3.4) #P = 3n − 2 gilt, würde man S = O(nk2) vermuten. Das
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nächste Lemma zeigt, dass sich k2 durch k verbessern lässt. Der Grund sind
die vielen kleinen Blöcke, für die der Rang nicht den Wert k annehmen kann,
sondern durch die Blockgröße beschränkt ist.

Lemma 8.1.6. P sei das einfache Modellformat aus Kapitel 3. Dann lautet
der Speicherbedarf von M ∈ H(k, P, {Vb,Wb}b∈P ) mit kb,V , kb,W ≤ k ∈ N

SMatrix =
∑

b∈P
kb,V kb,W < 3nk.

Beweis. a) Neben kb,V , kb,W ≤ k für b = τ × σ gilt2 kb,V ≤ min{#τ, k} und
kb,W ≤ min{#σ, k} wegen (8.2) mit dimV ≤ #τ , dimW ≤ #σ. Im Modellfall
gilt #τ = #σ = 2p−� (p := log2(n)) für b = τ × σ ∈ P (�) := P ∩ T (�)(I × I).
Da die Schranken min{#τ, k} und kb,W ≤ min{#σ, k} nur von der Stufenzahl
abhängen, schreiben wir hierfür k�, wobei k� := min{2p−�, k}.

b) (3.4) beschreibt die Gesamtanzahl #P = 3n−2. Aufgeteilt nach Stufen
erhält man für P =

⋃p
�=0 P

(�) die Anzahlen

#P (0) = 0, #P (�) = 2� für 1 ≤ � ≤ p− 1, #P (p) = 2p+1 = 2n.

c) Für die Abschätzung von
∑

b∈P
kb,V · kb,W ≤

∑p

�=0
#P (�) ·

(
min{2p−�, k}

)2

wird die Summe zerlegt. Sei κ := log2(k). Für 1 ≤ � ≤ "p− κ# gilt
min{2p−�, k} = k und damit

∑p−κ�

�=0
#P (�) ·

(
min{2p−�, k}

)2
=
∑p−κ�

�=1
2�k2 = 2

(
2p−κ� − 1

)
k2.

Für "p− κ#+ 1 ≤ � ≤ p ist min{2p−�, k} = 2p−� und
∑p

�=p−κ�+1
#P (�) ·

(
min{2p−�, k}

)2
=
∑p−1

�=p−κ�+1
2�
(
2p−�

)2
+ 2n

= 2p−p−κ�n.

Zusammen ergibt sich S = 2
(
2p−κ� − 1

)
k2 + 2p−p−κ�n. Der abgerundete

Wert ist "p− κ# = p− κ − θ mit θ ∈ [0, 1) und erlaubt die Darstellung

S = 2
(
2p−κ−θ − 1

)
k2 + 2κ+θn = 2

(n
k

2−θ − 1
)
k2 + 2θkn

=
(

2
2θ

+ 2θ

)
kn− 2k2 <

(
2
2θ

+ 2θ

)
kn ≤ 3nk.

In (8.1) wurde {vb
1, . . . , v

b
kb,V

} als Basis von Vb eingeführt (entsprechend für
wb

j). Dies führt zu der minimalen Anzahl kb,V . Wenn man auf diese Eigenschaft
zugunsten einer einfacheren Bestimmung der vb

i und wb
j verzichtet, gelangt

man zu folgender Verallgemeinerung.
2 Hier ist wesentlich, dass die vb

i und wb
j aus (8.1) je eine Basis bilden. Bei einem

Erzeugendensystem wäre kb,V ≤ #τ , kb,W ≤ #σ eine naheliegende Forderung.
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Anmerkung 8.1.7 (Erzeugendensystem). Allgemeiner kann man von einer
Darstellung (8.3) ausgehen, wobei die vb

i bzw. wb
j Erzeugendensysteme bilden:

Vb = span{vb
1, . . . , v

b
kV
}, Wb = span{wb

1, . . . , w
b
kW
}.

Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber von der Basis {vb
1, . . . , v

b
kV
}

bzw. der Basis {wb
1, . . . , w

b
kW
} sprechen, auch wenn es sich eigentlich um

Erzeugendensysteme handelt.

Die aus vb
i als Spalten konstruierte Matrix bezeichnen wir als Vb; ebenso

ist Wb definiert:

Vb =
[
vb
1 vb

2 . . . vb
kb,V

]
∈ R

τ×{1,...,kb,V },

Wb =
[
wb

1 wb
2 . . . wb

kb,W

]
∈ R

τ×{1,...,kb,W }
für b = τ × σ.

Dann schreibt sich die Darstellung M |b =
∑

i,j v
b
i Kij (wb

j)
� aus (8.3) auch

als
M |b = VbKbW

�
b für b ∈ P+. (8.5)

Falls die Matrizen Vb und Wb in Abhängigkeit von M gewählt werden, ent-
spricht dies der Darstellung (2.17).

Die Darstellung (8.5) erlaubt eine preiswertere Berechnung der Rekom-
pression aus §6.7.1, d.h. der Auswertung von T R

k←�M |b.

Anmerkung 8.1.8. Die Basen {vb
1, . . . , v

b
kV
} und {wb

1, . . . , w
b
kW
} seien ortho-

normal gewählt, sodass Vb und Wb orthogonale Matrizen sind. Sei UΣV �

die Singulärwertzerlegung von Kb. Dann stellt U ′ΣV ′� mit U ′ := VbU und
V ′ := WbV die komprimierte Singulärwertzerlegung von M |b aus (8.5) dar.
Die Kosten der Singulärwertzerlegung hängen nur von den Dimensionen kb,V

und kb,W , nicht jedoch von #τ oder #σ ab.

Selbst wenn die Basen nicht orthogonal sind, aber ‖U‖2 , ‖V ‖2 = O(1)
erfüllen, kann die Singulärwertzerlegung auf Kb beschränkt werden.

8.2 Zweiter Schritt: M |τ×σ ∈ Vτ ⊗ Wσ

Bisher gab es für jeden Block b ∈ P eigene Vektorräume Vb und Wb. Für
verschiedene b = τ × σ mit gleichem τ ∈ T (I) (es gibt Csp,l (τ, P+) der-
artige Blöcke) könnten im Prinzip völlig unterschiedliche Räume Vb ver-
wendet werden. Die späteren Anwendungen legen es aber nahe, dass der
Bildraum der M |b mit einem gemeinsamen, nur von τ ∈ T (I) abhängigen
Raum Vτ beschrieben werden kann. Analog fordern wir im Folgenden, dass
auch Wb = Wσ nur vom Cluster σ ∈ T (J) abhängt. Die Voraussetzung ist
daher:
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• zu allen Clustern3 τ ∈ T (I) fixiere man einen Vektorraum

Vτ ⊂ R
τ

{
mit der Dimension dimVτ = kV (τ)
und einer Basis {vτ

1 , . . . , v
τ
kV (τ)},

(8.6a)

wobei kV (τ) ≤ k die Dimension nach oben beschränke;
• analog gebe es zu allen Clustern σ ∈ T (J) einen Vektorraum

Wσ ⊂ R
σ

{
mit der Dimension dimWσ = kW (σ)
und einer Basis {wσ

1 , . . . , w
σ
kW (σ)}

(8.6b)

und kW (σ) ≤ k.

Definition 8.2.1. Zu einer Partition P ⊂ T (I × J) und Vektorräumen Vτ

(τ ∈ T (I)) und Wσ (σ ∈ T (J)) sei H(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) ⊂ R
I×J

die Menge aller M ∈ R
I×J mit der Eigenschaft

M |b ∈ Vτ ⊗Wσ für alle b = τ × σ ∈ P+. (8.7)

Untermatrizen {M |b : b ∈ P+} werden mittels (8.3) dargestellt, d.h.

M |b = VτKbWσ (vgl. (8.5)) (8.8)

mit
Vτ =

[
vτ
1 , . . . , v

τ
kV (τ)

]
, Wσ =

[
wσ

1 , . . . , w
σ
kW (σ)

]

und Kb ∈ R{1,...,kV (τ)}×{1,...,kW (σ)}, während für {M |b : b ∈ P−} volle
Matrizen verwendet werden.

Offenbar gilt H(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) = H(P, {Vb,Wb}b∈P+) für die
spezielle Wahl Vb := Vτ und Wb := Wσ (b = τ × σ). Das neue Format hat
zwei Vorteile:

Anmerkung 8.2.2. a) Die einmaligen Speicherkosten für die Basen sind redu-
ziert: Anstelle aller {Vb,Wb}b∈P+ sind lediglich {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J) zu
speichern.

b) Bei der Matrixvektormultiplikation Mx kann die Zahl der arithme-
tischen Operationen reduziert werden: Statt vτ :=

∑
σ:τ×σ∈P+ (M |τ×σ) (x|σ)

für jeden Summanden über (M |τ×σ) (x|σ) = Vb

(
Kb

(
W�

b (x|σ)
))

(b = τ × σ)
zu berechnen, kann Vτ ausgeklammert werden:

vτ = Vτ

⎛

⎝
∑

σ:τ×σ∈P+

(K|τ×σ)
(
W�

σ x|σ
)
⎞

⎠ .

Die Zwischenresultate yσ :=
(
W�

σ x|σ
)

können auch für andere vτ ′ mit
τ ′ × σ ∈ P+ verwendet werden.
3 Clustern τ, σ mit Csp,l

(
τ, P+

)
= 0 bzw. Csp,r

(
σ, P+

)
= 0 können ausgenommen

werden, da es hierzu keine Blöcke b ∈ P+ gibt.
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8.3 Definition der H2-Matrizen

8.3.1 Definition

Ebenso wie für Vektoren und Matrizen verwenden wir die Restriktions-
bezeichnung ·|∗ für Vektorräume: Sind U ein Teilvektorraum von R

I und
τ ⊂ I eine Teilmenge, so sei U|τ der Teilraum

U|τ := {v|τ : v ∈ U} ⊂ R
τ .

In §8.2 wurde argumentiert, dass alle Beiträge von M |τ×σ für festes τ in
dem gleichen Bildraum Vτ liegen sollten. Ist τ ′ ⊂ τ (z.B. τ ′ ∈ ST (I)(τ)), sollte
auch M |τ ′×σ im Bildraum Vτ ′ liegen. Dies führt zur Bedingung

Vτ |τ ′ ⊂ Vτ ′ für alle τ ′ ∈ S(τ), (8.9a)

was bedeutet, dass die Vektorräume geschachtelt sind. Analog gelte

Wσ|σ′ ⊂ Wσ′ für alle σ′ ∈ S(σ). (8.9b)

Die Bedingungen (8.9a,b) stellen eine zweite Hierarchie-Eigenschaft (“Schach-
telungseigenschaft”) dar, die zu dem Namen H2-Matrizen führt.

Definition 8.3.1 (H2-Matrizen). {Vτ}τ∈T (I) und {Wσ}σ∈T (J) seien Unter-
räume gemäß (8.6a,b) mit der zusätzlichen Eigenschaft (8.9a,b). Dann wird
die Menge H(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) als

H2(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) ⊂ R
I×J

bezeichnet. Wenn die Angabe von {Vτ}τ∈T (I) und {Wσ}σ∈T (J) entbehrlich ist,
wird die Kurznotation H2(P ) gewählt.

Wenn alle Dimensionen kV (τ) und kW (σ) durch k ∈ N0 beschränkt sind,
wird diese Schranke auch mit der Schreibweise

H2(k, P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J))

oder kürzer H2(k, P ) ausgedrückt.

8.3.2 Transformationen

Wie in §8.1 seien Matrizen Vτ und Wσ mit

Vτ = span{vτ
1 , . . . , v

τ
kV (τ)}, Vτ =

[
vτ
1 vτ

2 . . . vτ
kV (τ)

]
,

Wσ = span{wσ
1 , . . . , w

σ
kW (σ)}, Wσ =

[
wσ

1 wσ
1 . . . wσ

kW (σ)

] (8.10)

definiert.
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Anmerkung 8.3.2. a) Die Eigenschaft (8.10) schreibt sich auch als
Bild(Vτ ) = Vτ und Bild(Wσ) = Wσ.

b) Wenn es für die nachfolgenden Anwendungen nützlich ist, dürfen die
Basen {vτ

1 , . . . , v
τ
kV (τ)} und {wσ

1 , . . . , w
σ
kW (σ)} als Orthonormalbasen ange-

nommen werden.

Beispielsweise unterstützen Orthonormalbasen die Rekompressions-
berechnung aus Anmerkung 8.1.8.

Sei τ ∈ T (I)\L(T (I)) und τ ′ ∈ S(τ). Die Eigenschaft (8.9a) besagt,
dass alle vτ

j |τ ′ als Linearkombination der {vτ ′

1 , . . . , vτ ′

kV (τ ′)} geschrieben

werden können: vτ
j |τ ′ =

∑
i v

τ ′

i tij . Es gibt daher eine Matrix TV
τ ′ = (tij) ∈

R
{1,...,kV (τ)}×{1,...,kV (τ ′)}, sodass

Vτ |τ ′×{1,...,kV (τ)} = Vτ ′TV
τ ′ für alle τ ′ ∈ S(τ).

Hieraus lässt sich Vτ zusammensetzen (τ ′, τ ′′, . . . sind die Söhne von τ):

Vτ =

⎡

⎢⎣
Vτ |τ ′×{1,...,kV (τ)}
Vτ |τ ′′×{1,...,kV (τ)}

...

⎤

⎥⎦ =
∑

τ ′∈S(τ)

(
Vτ ′ TV

τ ′
)
|τ×{1,...,kV (τ)} (8.11a)

für alle τ ∈ T (I)\L(T (I)).

Anmerkung 8.3.3. In (8.11a) bezeichnet • |τ×{1,...,kV (τ)} die Erweiterung auf
R

τ×{1,...,kV (τ)} (vgl. (7.7)). Nachfolgend werden wir diese Erweiterung aus
Bequemlichkeit nicht notieren und

Vτ =
∑

τ ′∈S(τ)

Vτ ′ TV
τ ′ für alle τ ∈ T (I)\L(T (I)) (8.11a’)

schreiben, d.h. wir unterscheiden nicht zwischen dem Matrixblock Vτ ′ ∈
R

τ ′×{1,...,kV (τ ′)} und der mit null erweiterten Matrix Vτ ′ |τ×{1,...,kV (τ)} ∈
R

τ×{1,...,kV (τ ′)}.

Ebenso erhält man für Wσ, dass es Transformationsmatrizen TW
σ′ gibt mit

Wσ =
∑

σ′∈S(σ)

(
Wσ′ TW

σ′
)
|σ×{1,...,kW (σ)} (8.11b)

=
∑

σ′∈S(σ)

Wσ′ TW
σ′ für alle σ ∈ T (J)\L(T (J)),

wobei die zweite Zeile der Schreibweise (8.11a’) entspricht.

Anmerkung 8.3.4. Da nur die Vektorräume {Vτ}τ∈T (I) und {Wσ}σ∈T (J) fest-
liegen, dürfen alle Basen Vτ und Wσ in

V̂τ := Vτ (SV
τ )−1 und Ŵσ := Wσ(SW

σ )−1
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geändert werden, wobei SV
τ und SW

σ reguläre quadratische Matrizen der Größe
kV (τ) bzw. kW (σ) seien. Dies ändert die Transformationen in

T̂V
τ ′ = SV

τ ′ TV
τ ′ (SV

τ )−1, T̂W
σ′ = SW

σ′ TW
σ′ (SW

σ )−1

und die Koeffizientenmatrizen Kb (b = τ × σ) aus M |b = VτKbW
�
σ in

K̂b = SV
τ Kb(SW

σ )� .

8.3.3 Speicherbedarf

Da die Matrizen Vτ für τ ∈ T (I)\L(T (I)) mittels (8.11a) rekursiv aus
Vτ ′ konstruiert werden können, reicht es, anstelle von {Vτ}τ∈T (I) diese
Matrizen nur für die Blattcluster {Vτ}τ∈L(T (I)) sowie die Transformations-
matrizen {TV

τ }τ∈T (I)\{I} abzuspeichern. Analog werden {Wσ}σ∈L(T (J))

und {TW
σ }σ∈T (J)\{J} benötigt. Es sei wiederholt, dass die entsprechenden

Speicherkosten SBasis
H2 nur einmal auftreten unabhängig von der Anzahl der

Matrizen.

Lemma 8.3.5. a) Der Speicherbedarf für {Vτ}τ∈L(T (I)), {TV
τ }τ∈T (I)\{I},

{Wσ}σ∈L(T (J)) und {TW
σ }σ∈T (J)\{J} beträgt

SBasis
H2 =

∑

τ∈L(T (I))

#τ · kV (τ) +
∑

τ∈T (I)\{I}
kV (Vater(τ)) · kV (τ) (8.12)

+
∑

σ∈L(T (J))

#σ · kW (σ) +
∑

σ∈T (J)\{J}
kW (Vater(σ)) · kW (σ).

b) Seien

k := max{ max
τ∈T (I)

kV (τ), max
σ∈T (J)

kW (σ)},

kL := max{ max
τ∈L(T (I))

kV (τ), max
σ∈L(T (J))

kW (σ)}

(man beachte kL ≤ nmin unter der Bedingung (7.4)). Dann gilt die Ab-
schätzung

SBasis
H2 ≤ (#I + #J) kL + 2k2 (#L(T (I)) + #L(T (J))− 2) . (8.13)

Beweis. In der ersten und dritten Summe aus (8.12) wird
∑

τ∈L(T (I)) #τ = #I

und
∑

σ∈L(T (J)) #σ = #J verwendet. In der zweiten Summe wird die Anzahl
der Terme durch #T (I)− 1 ≤ 2#L(T (I))− 2 abgeschätzt (vgl. (A.3a)). Die
letzte Summe in (8.12) ist analog zu behandeln.

Zur Einschätzung der rechten Seite in (8.13) sei angenommen, dass alle
Blattcluster τ ∈ L(T (I)) und σ ∈ L(T (J)) die Größe #τ = #σ =
nmin besitzen und die maximale Dimension kL = nmin vorliegt. Wegen
#I =

∑
τ∈L(T (I)) #τ = #L(T (I)) · nmin erhält man #L(T (I)) = #I/nmin
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und analog #L(T (J)) = #J/nmin. Damit ist die rechte Seite in (8.13) kleiner
als (#I + #J)

(
nmin + 2k2/nmin

)
. Die Schranke wird minimal für die Wahl

nmin ≈
√

2k und liefert

SBasis
H2 ≤ 2

√
2 (#I + #J) k.

Man beachte die Analogie dieser Schranke zur Abschätzung in Lemma 8.1.6
für den Spezialfall aus §3.

Für jede individuelle H2-Matrix entsteht der Speicheraufwand SMatrix
H2 aus

(8.4).

8.3.4 Projektion auf H2-Format

Das Format H2(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) mit seinen Unterräumen sei
gegeben. Als Basen der Räume Vτ und Wσ wählen wir Orthonormalbasen
(vgl. Anmerkung 8.3.2b). Ist {vτ

1 , . . . , v
τ
kV (τ)} eine Orthonormalbasis von Vτ ,

so ist die zugehörige Matrix Vτ = [vτ
1 vτ

2 . . . vτ
kV (τ)] aus (8.10) orthogonal.

Für das Produkt VτV
�
τ gelten die folgenden Aussagen.

Anmerkung 8.3.6. a) Unter den obigen Voraussetzungen ist VτV
�
τ als Ab-

bildung R
τ → R

τ die orthogonale Projektion auf Vτ bezüglich des Eukli-
dischen Skalarproduktes.

b) Sei b = τ × σ mit beliebiger Indexmenge σ gegeben. Dann ist
Πτ := VτV

�
τ auch eine lineare Abbildung von R

τ×σ in sich vermöge
Πτ (A) = VτV

�
τ A . Diese Abbildung ist die orthogonale Projektion auf den

Unterraum {
A ∈ R

τ×σ : Bild(A) ⊂ Vτ

}

bezüglich des Frobenius-Skalarproduktes, d.h. Πτ ist Projektion und
〈Πτ (A), B〉F = 〈A,Πτ (B)〉F (vgl. (C.2)).

c) Im Falle der entsprechenden Projektion Π̂σ := WσW
�
σ auf Wσ gilt

Teil a) wortwörtlich, während die Abbildung R
τ×σ → R

τ×σ aus Teil b) die
Form Π̂σ(A) = AWσW

�
σ besitzt.

Beweis. Teil a) ist wegen der Orthogonalität der Matrix Vτ trivial.
Seien Mτ,j (j ∈ σ) die Spalten von M ∈ R

τ×σ. Da 〈M ′,M ′′〉F =∑
j∈σ

〈
M ′

τ,j ,M
′′
τ,j

〉
, wobei auf der rechten Seite das übliche Euklidische

Skalarprodukt von R
τ steht, folgt nach Teil a)

〈Πτ (A), B〉F =
∑

j∈σ

〈
(Πτ (A))τ,j , Bτ,j

〉
=
∑

j∈σ

〈(
VτV

�
τ A

)
τ,j

, Bτ,j

〉

=
∑

j∈σ

〈
VτV

�
τ Aτ,j , Bτ,j

〉
=
∑

j∈σ

〈
Aτ,j , VτV

�
τ Bτ,j

〉

=
∑

j∈σ

〈
Aτ,j , (Πτ (B))τ,j

〉
= 〈A,Πτ (B)〉F .
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Im Falle von c) verwendet man für die zu b) analoge Aussage die Matrix-
zeilen.

Seien Π̂τ und Π̂σ die oben definierten Projektionen. Die Produkte Π̂τ Π̂σ

und Π̂σΠ̂τ stimmen überein und definieren

Πτ×σ : R
τ×σ → R

τ×σ mit Πτ×σ(A) = VτV
�
τ AWσW

�
σ . (8.14)

Definition 8.3.7 (Projektion auf H2-Format). Die Abbildung ΠH2 =
ΠH2(P,{Vτ}τ∈T (I),{Wσ}σ∈T (J)) von R

I×J in sich ist blockweise definiert:

ΠH2(A)|τ×σ =
{
Πτ×σ(A|τ×σ) für τ × σ ∈ P+,

A|τ×σ für τ × σ ∈ P−.

Lemma 8.3.8. a) ΠH2 hat die Produktdarstellung

ΠH2 =
∏

τ×σ∈P+
(Πτ×σ) |I×J , (8.15)

wobei die Erweiterung (Πτ×σ) |I×J : R
I×J → R

I×J durch (8.14) auf R
τ×σ

und die Identität
(
(Πτ×σ) |I×J (A)

)
|b = A|b für b ∈ P\ (τ × σ) definiert ist.

b) Die Reihenfolge in der Produktbildung (8.15) ist beliebig.
c) ΠH2 ist orthogonale Projektion bezüglich des Frobenius-Skalarproduktes.

Damit gilt insbesondere

‖A−ΠH2(A)‖F = min
X∈H2(P,{Vτ}τ∈T (I),{Wσ}σ∈T (J))

‖A−X‖F .

Auf Grund der letzten Aussage lässt sich im Prinzip jede Matrix A ∈
R

I×J in die beste Approximation ΠH2(A) ∈ H2(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J))
abbilden. Für Matrizen in voller Darstellung erfordert dies jedoch einen
Aufwand von O(#I ·#J). Anders ist die Situation bei H-Matrizen.

Anmerkung 8.3.9. Sei M ∈ H(k, P ) eine übliche hierarchische Matrix. Ferner
sei H2(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) ein H2-Format mit gleicher Partition P .
Die Projektion ΠH2 von A in die H2-Bestapproximation erfordert für alle
b = τ × σ ∈ P+, dass die Darstellung M |b = AbB

�
b (vgl. Definition 6.1.1) in

ΠH2(M)|b = VτKbW
�
σ gewandelt wird, wozu

Kb := V �
τ Ab B

�
b Wσ

zu berechnen ist. Der Berechnungsaufwand für V �
τ Ab ∈ R

kV (τ)×k(b) und
W�

σ Bb ∈ R
kW (σ)×k(b) beträgt 2#τ · k(b) · kV (τ) bzw. 2#σ · k(b) · kW (σ). Die

Multiplikation beider Matrizen zu Kb erfordert nochmals 2k(b)kV (τ)kW (σ)
Operationen. Zusammen ergibt sich der Aufwand

2
∑

b=τ×σ∈P+

k(b) · (#τ · kV (τ) + #σ · kW (σ) + kV (τ)kW (σ)) .
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8.4 Hinreichende Bedingungen für geschachtelte Basen

8.4.1 Allgemeiner Fall

Im Falle der Integralgleichungen wurde die Kernfunktion κ(x, y) durch eine
separable Entwicklung κ

(k)(x, y) =
∑k

ν=1 ϕ
(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y) ersetzt (vgl. (4.1)).
Die Funktionen spannen die Vektorräume

Vκ := span{ϕ(k)
ν : 1 ≤ ν ≤ k}, Wκ := span{ψ(k)

ν : 1 ≤ ν ≤ k}

auf. Für jeden Block b = τ × σ ∈ P+ sei eine eigene Entwicklung κ
(k)(x, y)

angenommen, wobei die Funktionen ϕ
(k)
ν [bzw. ψ(k)

ν ] in Xτ [bzw. Xσ] gemäß
(5.5a,b) definiert seien. Demgemäß ist in der Notation der obigen Vektorräume
der Index b hinzuzusetzen: Vκ

b und Wκ

b .
Wie in §8.2 kann die Annahme gemacht werden, dass Vκ

b nur von τ und
Wκ

b nur von σ abhängt, sodass Vκ

τ und Wκ

σ geschrieben werden kann. Die
präzisen Dimensionsannahmen sind

Vκ

τ = span{ϕ(τ)
ν : 1 ≤ ν ≤ kV

τ }, Wκ

σ := span{ψ(σ)
ν : 1 ≤ ν ≤ kW

σ }. (8.16)

Schließlich kann die Schachtelungsbedingung (8.9a,b) übertragen werden:

Vκ

τ |Xτ′ ⊂ Vκ

τ ′ für alle τ ′ = ST (I)(τ),
Wκ

σ |Xσ′ ⊂ Wκ

σ′ für alle σ′ = ST (J)(σ).
(8.17)

Die hier eingeführten Räume Vκ

τ und Wκ

σ enthalten Funktionen. Der
Zusammenhang mit den vorherigen Vektorräumen Vτ und Wσ wird im fol-
genden Lemma hergestellt.

Lemma 8.4.1. Die Diskretisierung sei mittels der Abbildungen Λ1|τ und Λ2|σ
aus (4.38) gegeben. Dann impliziert die Schachtelungsbedingung (8.17) die
zweite Hierarchiestruktur (8.9a,b) für Vτ und Wσ mit Dimensionsschranken
kV (τ) ≤ kV

τ und kW (σ) ≤ kW
σ .

Beweis. Gemäß (4.38) gilt M |b =
∑k

ν=1

(
Λ1(ϕ

(τ)
ν )

)∣∣∣
τ

(
Λ2(ψ

(σ)
ν )

)∣∣∣
�

σ
, sodass

M |b ∈ Vτ ⊗Wσ mit

Vτ = span
{(

Λ1(ϕ(τ)
ν )

)∣∣∣
τ

: 1 ≤ ν ≤ kV
τ

}
,

Wσ = span
{(

Λ2(ψ(σ)
ν )

)∣∣∣
σ

: 1 ≤ ν ≤ kW
σ

}
.

Dies beweist kV (τ) = dimVτ ≤ kV
τ und kW (σ) ≤ kW

σ .
Für τ ′ = ST (I)(τ) zeigt die Charakterisierung von Vτ , dass

Vτ |τ ′ = span
{
Λ1(ϕ(τ)

ν )
∣∣∣
τ ′

: 1 ≤ ν ≤ kV
τ

}
.
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(8.17) impliziert span{ϕ(τ)
ν |Xτ′ : 1 ≤ ν ≤ kV

τ } ⊂ Vκ

τ ′ . Damit ist jedes ϕ(τ)
ν |Xτ′

eine Linearkombination der ϕ(τ ′)
μ , d.h. ϕ(τ)

ν |Xτ′ =
∑

μ αμϕ
(τ ′)
μ . Da der Träger

von Λ1|τ ′ durch Xτ ′ gegeben ist, folgt

(
Λ1(ϕ(τ)

ν )
)∣∣∣

τ ′
=

(
Λ1

(
∑

μ

αμϕ
(τ ′)
μ

))∣∣∣∣∣
τ ′

=
∑

μ

αμ

(
Λ1

(
ϕ(τ ′)

μ

))∣∣∣
τ ′
∈ Vτ ′ .

Damit ist Vτ |τ ′ ⊂ Vτ ′ bewiesen. Wκ

σ |Xσ′ ⊂ Wκ

σ′ schließt man analog.

Beispiel 8.4.2. Die Träger Xτ seien eingebettet in den R
d. Taylor-Entwicklung

in beiden Variablen x, y oder Polynominterpolation in beiden Variablen führt
auf Polynomräume Vκ

τ . Genauer sei Vκ

τ einer der Räume

span{xν |Xτ
: |ν| ≤ kV } oder span{xν |Xτ

: νi ≤ kV
i für 1 ≤ i ≤ d},

wobei der Gesamtpolynomgrad kV bzw. der partielle Polynomgrad kV
i nicht

von τ abhänge. Dann ist (8.17) erfüllt. Die gleiche Aussage gilt für Wκ

σ .

Beweis. Beschränkungen von Polynomen ergeben wieder Polynome des
gleichen Grades. Dies beweist die Schachtelungseigenschaft (8.17).

Der Fall der Polynominterpolation in beiden Variablen wird anschließend
vorgeführt.

8.4.2 Beispiel: Approximation von Integraloperatoren durch
Interpolation

Der Integraloperator sei (Ku) (x) =
∫

Γ
κ(x, y)u(y)dy (vgl. (1.25b)). Das

Galerkin-Verfahren führt auf die Matrixelemente

Kij =
∫

Γ

∫

Γ

κ(x, y)φi(x)φj(y)dxdy,

wobei φi die Basiselemente sind (vgl. (1.28)). Zur Vereinfachung der Dar-
stellung sei angenommen, dass Γ ⊂ R ein Intervall sei.

Sei b = τ × σ ∈ P+ ein zulässiger Block. Die Polynominterpolation in Xτ

ist durch

f ∈ C(Xτ ) �→ Pf (x) :=
k∑

ν=1

f(x(ν)
τ )Lτ

ν(x)

gegeben, wobei x
(ν)
τ ∈ Xτ disjunkte Stützstellen und Lτ

ν(x) Lagrange-
Polynome vom Grad k − 1 sind: Lτ

ν(x(μ)
τ ) = δνμ (vgl. §B.3.1.1). Die

Interpolation der Kernfunktion κ(x, y) wird bezüglich x und y durchgeführt,
wobei die Stützstellen x

(μ)
σ und die Lagrange-Polynome Lσ

μ zu σ gehören:

κ(x, y) ≈
k∑

ν=1

k∑

μ=1

κ(x(ν)
τ , x(μ)

σ )Lτ
ν(x)Lσ

μ(y) in (x, y) ∈ Xτ ×Xσ ⊂ Γ × Γ.
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Einsetzen in die Darstellung Kij =
∫

Γ

∫
Γ

κ(x, y)φi(x)φj(y)dxdy liefert die
Approximation

Mij =
k∑

ν=1

k∑

μ=1

κ(x(ν)
τ , x(μ)

σ )
∫

Xτ

Lτ
ν(x)φi(x)dx

∫

Xσ

Lσ
μ(y)φj(y)dy (8.18)

für (i, j) ∈ b = τ × σ ∈ P+.

Lemma 8.4.3. Die Untermatrix M |b = (Mij)(i,j)∈b aus (8.18) hat die Dar-
stellung M |b = VτKbW

�
σ mit

Kb :=
(
κ(x(ν)

τ , x(μ)
σ )

)

(ν,μ)∈{1,...,k}×{1,...,k}
,

Vτ :=
(∫

Xτ

Lτ
ν(x)φi(x)dx

)

(i,ν)∈τ×{1,...,k}
,

Wσ :=
(∫

Xσ

Lσ
μ(y)φj(y)dy

)

(j,μ)∈σ×{1,...,k}
.

Da die Polynome wie in Beispiel 8.4.2 die Schachtelungsbedingung (8.17)
erfüllen, liefert Lemma 8.4.1 die gesuchten Eigenschaften von Vτ und Wσ.

In Börm-Hackbusch [78] findet sich zu diesem Ansatz eine Abschätzung
des Diskretisierungsfehlers.

8.5 Matrix-Vektor-Multiplikation mit H2-Matrizen

Die Matrix-Vektor-Multiplikation y �→ y + Mx für M ∈ H2(P ) wird in drei
Schritten durchgeführt. Im ersten Schritt (“Vorwärtstransformation”) wird
x bzw. seine Restriktionen x|σ mittels W�

σ transformiert. Die resultierenden
Vektoren x̂|σ werden im zweiten Schritt (“Multiplikationsphase”) mit den
Koeffizientenmatrizen Kb (b = τ×σ) multipliziert. Die entstehenden Vektoren
ŷτ müssen im dritten Schritt (“Rücktransformation”) mit Vτ multipliziert und
aufaddiert werden. Die vollen Matrixblöcke M |b (b ∈ P−) werden gesondert
behandelt.

8.5.1 Vorwärtstransformation

Im Prinzip ist x̂σ := W�
σ x|σ ∈ R

{1,...,kW (σ)} für alle σ ∈ T (J) zu berechnen.
Dies geschieht in direkter Form nur für Blattcluster σ ∈ L(T (J)), da nur für
diese σ die Matrix Wσ vorhanden ist (vgl. §8.3.3). Für σ ∈ T (J)\L(T (J)) wird
das Produkt indirekt mit Hilfe der Transformationsmatrizen durchgeführt:

x̂σ = W�
σ x|σ =

(8.11b)

∑

σ′∈ST (J)(σ)

(
TW

σ′
)�

W�
σ′ x|σ′ =

∑

σ′∈ST (J)(σ)

(
TW

σ′
)�

x̂σ′
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für σ ∈ T (J)\L(T (J)).
Der Aufruf der Prozedur (8.19) durch Vorwärtstransformation(x̂, x, J)

bestimmt im ersten Argument x̂ = {x̂σ : σ ∈ T (J)} die Kollektion aller
x̂σ ∈ R

{1,...,kW (σ)} aus dem Eingabevektor x ∈ R
J :

procedure Vorwärtstransformation(x̂, x, σ);
if σ ∈ L(T (J)) then x̂σ := W�

σ x|σ else
begin x̂σ := 0;

for all σ′ ∈ ST (J)(σ) do
begin Vorwärtstransformation(x̂, x, σ′);

x̂σ := x̂σ +
(
TW

σ′
)�

x̂σ′

end end;

(8.19)

Der Aufwand lässt sich mittels des Speicheraufwandes angeben, der in
§8.3.3 abgeschätzt wurde.

Lemma 8.5.1. Der Aufruf von Vorwärtstransformation(x̂, x, J) benötigt
NVorw Additionen und Multiplikationen, wobei NVorw der Speicherbedarf für
{Wσ}σ∈L(T (J)) und {TW

σ }σ∈T (J)\{J} ist.

Beweis. Mit jeder dieser Matrizen wird genau eine Matrix-Vektor-
Multiplikation durchgeführt.

8.5.2 Multiplikationsphase

Im zweiten Schritt sind die Produkte Sτ×σx̂σ für alle τ×σ ∈ P+ auszurechnen
und aufzusummieren:

ŷτ :=
∑

σ∈T (J): τ×σ∈P+

Kτ×σx̂σ für alle τ ∈ T (I). (8.20)

Man beachte, dass ŷτ ∈ R
τ nicht die Beschränkung eines Vektors ŷ auf τ

bedeutet.

Lemma 8.5.2. a) Der Aufwand der Multiplikationsphase beträgt NMult

Additionen und Multiplikationen, wobei NMult der Speicherbedarf für die
Koeffizientenmatrizen {Kτ×σ}τ×σ∈P+ ist.

b) Wenn kW (σ) = kV (τ) = k, kostet die Berechnung eines ŷτ gemäß
(8.20) 2Csp,l(τ, P+)k2 − k Operationen.

Beweis. a) Wieder wird genau eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit jeder
Matrix Kτ×σ durchgeführt.

b) Die Zahl der Summanden in (8.20) ist Csp,l(τ, P+). Da
Sτ×σ ∈ R

{1,...,k}×{1,...,k} und x̂σ ∈ R
{1,...,k}, kostet die Matrix-Vektor-

Multiplikation Sτ×σx̂σ jeweils k (2k − 1) Operationen. Die Summation der
Resultate erfordert k (Csp,l(τ, P+)− 1) Additionen.
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8.5.3 Rücktransformation

Das Resultat von (8.20) lautet ŷ := {ŷτ : τ ∈ T (I)} und ist ein Eingabe-
parameter der Prozedur (8.21). Der Aufruf Rücktransformation(y, ŷ, I) liefert
y �→ y +M+x, wobei M+|b = M |b für b ∈ P+ und M+|b = 0 für b ∈ P−.

procedure Rücktransformation(y, ŷ, τ);
if τ ∈ L(T (I)) then y|τ := Vτ ŷτ else
for all τ ′ ∈ ST (I)(τ) do
begin y|τ := y|τ + TV

τ ′ y|τ ′ ; Rücktransformation(y, ŷ, τ ′) end;

(8.21)

Die Rücktransformation ist adjungiert zur Vorwärtstransformation. Analog
zum vorherigen Lemma 8.5.1 beweist man das

Lemma 8.5.3. Der Aufruf von Rücktransformation(y, ŷ, I) benötigt NRückw

Additionen und Multiplikationen, wobei NRückw der Speicherbedarf für
{Vτ}τ∈L(T (I)) und {TV

τ }τ∈T (I)\{I} ist.

8.5.4 Gesamtalgorithmus

Bisher wurde nur der den zulässigen Blöcken b ∈ P+ entsprechende Anteil M+

der Matrix M berücksichtigt. Der Rest besteht aus den vollen Matrixblöcken
{M |b : b ∈ P−} . Die Prozedur der H2-Matrixvektormultiplikation lautet
damit insgesamt wie folgt:

procedure MVMH2(y,M, x);
var x̂, ŷ;
begin Vorwärtstransformation(x̂, x, J);

for all τ ∈ T (I) do ŷτ := 0;
for all b = τ × σ ∈ P+ do ŷτ := ŷτ +Kτ×σx̂σ;
y := 0; Rücktransformation(y, ŷ, I);
for all b = τ × σ ∈ P− do y|τ := y|τ +M |τ×σx|σ

end;

(8.22)

Lemma 8.5.4 (Aufwand). Die H2-Matrix-Vektor-Multiplikation (8.22)
benötigt NMVM Additionen und Multiplikationen, wobei NMVM der Speicher-
bedarf für {Vτ}τ∈L(T (I)), {TV

τ }τ∈T (I)\{I}, {Wσ}σ∈L(T (J)), {TW
σ }σ∈T (J)\{J},

{Kτ×σ}τ×σ∈P+ und {M |τ×σ}τ×σ∈P− ist.

Wie in §8.3.3 erklärt, erhält man unter Standardbedingungen einen
Gesamtaufwand O ((#I + #J)k) . Man beachte, dass der logarithmische
Faktor hier fehlt, der in Lemma 7.8.1 (mit Rückbezug auf Lemma 6.3.6) in
Form der Baumtiefe auftritt (vgl. (6.9a)).
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8.6 H2-Matrizen mit linearem Aufwand

Die oben erwähnte Komplexität O ((#I + #J)k) enthält als einen Faktor den
lokalen Rang k, der häufig als O(log n) zu wählen ist, wenn #I,#J = O(n).
Im Folgenden wird eine Variante diskutiert, bei der der Faktor k entfällt, so-
dass der Aufwand linear in n ist. Der Algorithmus wurde zuerst in Hackbusch-
Khoromskij-Sauter [86] vorgestellt, und die erste Analyse findet sich in
Sauter [124]. Im Folgenden wird die Idee nur skizziert und auf die Details in
Börm [18, §4.7] verwiesen.

Zur Vereinfachung der Darstellung sei der Fall der quadratischen Matrix
angenommen: I = J und n := #I = #J = 2L . Der Clusterbaum T (I) wird
stufenweise in T (�)(I) zerlegt mit #τ = 2L−� für τ ∈ T (�)(I) . Der Block-
clusterbaum sei stufentreu definiert, d.h. T (�)(I × I) enthalte nur Blöcke
b = τ × σ mit τ, σ ∈ T (�)(I). Wenn nmin = 1, liegt ein vollständig balan-
cierter Baum mit L(T (I)) = T (L)(I) und L = depth(T (I)) = log2 n vor.

Die darzustellende Matrix sei eine BEM-Diskretisierung eines Integral-
operators mit dem Kern κ(·, ·) : R

2 → R. Das übliche Vorgehen ist die
Ersetzung von κ durch separable Entwicklungen mittels Interpolation (vgl.
4.4). Dabei wurde stets der gleiche Polynomgrad für alle zulässigen Blöcke
verwendet. Jetzt verwende man dagegen für kleine Cluster niedrige Polynom-
grade bei die Approximation von κ, aber höhere Grade für große Cluster4.
Genauer wird der Grad p = p(�) als Funktion der Stufe gewählt:

p(�) := p0 + (L− �) δ (zum Beispiel mit δ := 1). (8.23)

Für große Blöcke b ∈ T (I × I) (d.h. � ≈ 0) erhält man den Grad p = O(L) =
O(log n), während für kleine Blöcke (� ≈ L) p = O(1) gilt. Unter geeigneten
Bedingungen sind die entstehenden Fehler von der gleichen Größenordnung
wie der Diskretisierungsfehler.

Gemäß Lemma 8.4.1 ist kV (τ) ≤ kτ ≤ p(�) + 1 für alle τ ∈ T (�)(I). Der
Speicheraufwand SBasis

H2 gemäß (8.12) enthält die Summanden
∑

τ∈L(T (I))

#τ · kV (τ) =
∑

σ∈L(T (J))

#σ · kW (σ) ≤ (p(L) + 1)n =
(8.23)

O(n).

Unter der Modellannahme #T (�)(I) = O(2�) ist
∑

τ∈T (�)(I)

kV (Vater(τ)) · kV (τ) ≤ (p(�− 1) + 1) (p(�) + 1) O(2�)

=
(8.23)

O
(
2�
(
1 + (L− �)2

))

mit gleicher Abschätzung für
∑

σ∈T (J)\{J} kW (Vater(σ)) · kW (σ). Damit ist

4 Dies entspricht dem Vorgehen bei der sogenannten hp-Finite-Element-
Diskretisierung (vgl. [67, §8.6.3 in 3. Auflage]). In Korollar 9.3.2 wird eine Rang-
verteilung von der Form (8.23) in natürlicher Weise entstehen.
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SBasis
H2 = O(n) +

L−1∑

�=0

O
(
2�
(
1 + (L− �)2

))
= O(n) +O

(
2L
)

= O(n).

Man prüfe nach, dass analog der Speicheraufwand für {Kτ×σ}τ×σ∈P+ und
{M |τ×σ}τ×σ∈P− durch

∑

τ×σ∈P−

#τ#σ +
∑

τ×σ∈P+

kV (τ)kV (σ) = n+
L−1∑

�=1

2�O
(
(p(�) + 1)2

)

= n+
L−1∑

�=1

2�O
(
(L− �)2

)
= O(n)

abschätzbar ist. Aus Lemma 8.5.4 folgt somit der Aufwand O(n) für die
Matrix-Vektor-Multiplikation.

Die Steuerung der Rangverteilung k : P+ → N0 im allgemeinen Fall wird
in der Dissertation [112] diskutiert.

Bei der Diskussion des Approximationsfehlers tritt die Schwierigkeit auf,
dass die Überlegungen aus §8.4 nicht anwendbar sind. Die Räume Vκ

τ und
Wκ

σ aus (8.16) sind Polynomräume, zum Beispiel im eindimensionalen Fall

Vκ

τ = Wκ

σ = Pp(�) := span{xν : 0 ≤ ν ≤ p(�)}
für alle τ ∈ T (�)(I), σ ∈ T (�)(J).

Sei τ ′ ∈ S(τ). Bei konstantem Grad p(�) = p konnte man die charakteristi-
sche Bedingung Vκ

τ |Xτ′ ⊂ Vκ

τ ′ (vgl. (8.17)) folgern, da die Einschränkung von
Polynomen vom Grad ≤ p auf Xτ ′ wieder Polynome vom Grad ≤ p sind. Nun
ist aber nach der Definition (8.23) p(� + 1) < p(�), wobei τ ∈ T (�)(I) und
τ ′ ∈ T (�+1)(I). Die Einschränkung der Polynome vom Grad ≤ p(�) auf Xτ ′

liefert keine Polynome vom Grad ≤ p(�+ 1).

τ ’X τ ’’X

Abb. 8.1. Ersetzung einer linearen
Funktion durch eine stückweise kon-
stante Funktion

Damit trotzdem die Schachtelungs-
bedingung (8.17) gilt, muss man Vκ

τ

mittels stückweiser Polynome definieren.
Zur Illustration sei die Konstruktion für
p(�) := L − � (d.h. p0 = 0 und δ = 1 in
(8.23)) und die untersten Stufen L, L−1,
L− 2 vorgeführt.

Für die kleinsten Cluster τ ∈ T (L)(I)
sind Vκ

τ die Räume der konstanten Funk-
tionen auf Xτ . Für � = L − 1 werden
die linearen Funktionen (gestrichelte Linie
in Abbildung 8.1) durch stückweise kon-
stante Funktionen ersetzt. Für die Söhne

τ ′, τ ′′ ∈ S(τ) gilt damit Vκ

τ |Xτ′ = Vκ

τ ′ und Vκ

τ |Xτ′′ = Vκ

τ ′′ .
Für � = L − 2 sollte Vκ

τ eigentlich die quadratischen Polynome ent-
halten. Das quadratische Monom x2 wird zunächst durch die stückweise
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τ ’X τ ’’X

Abb. 8.2. Links: Ersatz einer quadratischen durch eine stückweise lineare Funktion.
Rechts: Ersatz der stückweise linearen Funktion durch eine stückweise konstante
Funktion.

lineare Funktion auf Xτ ′ und Xτ ′′ (τ ′, τ ′′ ∈ S(τ)) ersetzt (vgl. Abbildung
8.2 links). Anschließend werden die linearen Funktionen auf Xτ ′ und Xτ ′′ wie
im Falle � = L − 1 durch stückweise konstante Funktionen ersetzt (vgl. Ab-
bildung 8.2 rechts), was die Schachtelung Vκ

τ |Xτ′ ⊂ Vκ

τ ′ sicherstellt. Damit
ist Vκ

τ ein dreidimensionaler Raum, der von Approximationen der Monome
xν (0 ≤ ν ≤ 2) aufgespannt wird, wobei die Approximationen stückweise aus
konstanten Teilstücken bestehen.

Die Approximationseigenschaften dieser angepassten Funktionenräume
werden in [28] und [18, §4.7] analysiert.

8.7 Adaptive Bestimmung der H2-Räume Vτ und Wσ

Die günstigeren Eigenschaften der H2-Matrizen erfordern auf der anderen
Seite, dass die (geschachtelten) Räume {Vτ}τ∈T (I) und {Wσ}σ∈T (J) geeignet
festgelegt werden müssen. Im Falle der Diskretisierung mittels Polynom-
interpolation konnte Vτ in §8.4.2 als Bild der Matrix

Vτ :=
(∫

Xτ

Lτ
ν(x)φi(x)dx

)

(i,ν)∈τ×{1,...,k}

bestimmt werden. Es sind aber auch andere Fälle denkbar:

(a) EineH-Matrix MH sei gegeben. Lässt sich MH durch eineH2-Matrix MH2

approximieren? Wie sehen geeignete Räume {Vτ}τ∈T (I) , {Wσ}σ∈T (J)

aus?
(b) Eine allgemeine (voll besetzte) Matrix M ∈ R

I×J sei gegeben sowie
eine Fehlerschranke ε > 0. Lässt sich eine H2-Matrix MH2 finden,
sodass ‖M −MH2‖ ≤ ε? Wie konstruiert man die zugehörigen Räume
{Vτ}τ∈T (I) und {Wσ}σ∈T (J)?

Wir werden zuerst die Aufgabe (b) lösen. Aufgabe (a) ist ein Spezialfall
von (b), wobei allerdings die Komplexität der Verfahren zu berücksichtigen
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ist. Im Falle von Aufgabe (b) ist der Aufwand mindestens #I ·#J , da im All-
gemeinen alle Matrixelemente Mij berücksichtigt werden müssen (andernfalls
ist ‖M −MH2‖ ≤ ε nicht garantierbar). Im Falle der Aufgabe (a) soll der
Aufwand dagegen geringer ausfallen und etwa dem Speicheraufwand von MH
entsprechen.

Die Konstruktion der {Vτ}τ∈T (I) startet von den Blättern und verwendet
Vτ ′ (τ ′ ∈ S(τ)) zur Auswahl von Vτ . Dabei wird von der folgenden Beobach-
tung Gebrauch gemacht. Die Fortsetzung u|τ ∈ R

τ von u ∈ Vτ ′ ⊂ R
τ ′

ist in
Definition 1.3.3 als Einbettung R

τ ′
↪→ R

τ definiert worden. Wir setzen

Vτ ′ |τ := {v|τ : v ∈ Vτ ′} .

Die Schachtelungsbedingung (8.9a): Vτ |τ ′ ⊂ Vτ ′ für τ ′ ∈ S(τ) ist äquivalent
zu

Vτ ⊂ V̂τ :=
∑

τ ′∈S(τ)

Vτ ′ |τ für alle τ ∈ T (I)\L(T (I)). (8.24)

Sind die Vτ ′ gegeben, kann man V̂τ konstruieren. Seine Dimension ist nur
um den Faktor #S(τ) (in der Regel #S(τ) = 2) größer als die maximale
Dimension der Vτ ′ und damit im Allgemeinen deutlich kleiner als #τ. Es bleibt
die Aufgabe, den Raum V̂τ auf einen echten Unterraum Vτ zu verkleinern,
ohne wesentliche Informationen zu verlieren.

Die folgenden Konstruktionen vereinfachen sich, wenn die Basis von Vτ

orthonormal gewählt wird (vgl. Anmerkung 8.3.2b). Wie in §8.3.4 werden
eine Orthonormalbasis {vτ

1 , . . . , v
τ
kV (τ)} von Vτ und die zugehörige orthogonale

Matrix Vτ =
[
vτ
1 vτ

2 . . . vτ
kV (τ)

]
verwendet. Die orthogonale Matrix zu V̂τ

aus (8.24) wird mit V̂τ bezeichnet. Während bei fest vorgegebenem Raum
Vτ anschließend eine Orthonormalbasis und die Matrix Vτ gewählt werden,
ist hier die Reihenfolge umgekehrt. Wir werden Vτ konstruieren und damit
Vτ = Bild(Vτ ) definieren.

Konstruktion der Vτ für Blätter τ ∈ L(T (I)). Da #τ klein ist (nach
Konstruktion ≤ nmin), setzen wir die maximale Dimension #τ an:

Vτ := R
τ für alle τ ∈ L(T (I)).

Konstruktion der Vτ für Vorgänger τ ∈ T (I)\L(T (I)). Der Raum Vτ

muss den Bildbereich der Untermatrix M |E(τ) approximieren, wobei

E(τ) := (τ × J) \
⋃

b=τ ′×σ′∈P : τ ′�τ

b

den Einflussbereich beschreibt. Die Blöcke b = τ ′ × σ′ ∈ P mit τ ′ � τ sind
auszunehmen, da entweder (für b ∈ P+) M |b durch die schon konstruierten
Räume Vτ ′ dargestellt oder (für b ∈ P−) M |b als volle Matrix repräsentiert
wird. Der Bereich E(τ) ist in Abbildung 8.3 für die Partitionierung aus
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§3.1 illustriert. Man beachte, dass der Indexbereich E(τ) in der Vereinigung⋃
τ ′∈S(τ) E(τ ′) enthalten ist.

Es gilt Bild(M |E(τ)) ⊂ V̂τ mit V̂τ aus (8.24). Sei V̂τ ∈ R
τ×{1,...,dim V̂τ} eine

orthogonale Matrix mit Bild(V̂τ ) = V̂τ . Die Untermatrix M |E(τ) erlaubt die
Darstellung M |E(τ) = V̂τZ

�
τ mit einer Matrix Zτ ∈ R

J(τ)×{1,...,dim V̂τ}, wobei
J(τ) ⊂ J durch E(τ) = τ×J(τ) definiert ist. Die Gramsche Matrix zu M |E(τ)

ist
M |E(τ)

(
M |E(τ)

)� = V̂τZ
�
τ Zτ V̂

�
τ .

Zu Z�
τ Zτ ∈ R

{1,...,dim V̂τ}×{1,...,dim V̂τ} berechnet man die Singulärwert-
zerlegung (zugleich Diagonalisierung)

Z�
τ Zτ = QD̂τQ

� mit D̂τ = diag{στ,1, στ,2, . . .} und στ,1 ≥ στ,2 ≥ . . .

Damit ist

M |E(τ)

(
M |E(τ)

)� = V̂τQD̂τ

(
V̂τQ

)�
= V̂ ′

τ D̂τ

(
V̂ ′

τ

)�

mit der orthogonalen Matrix V̂ ′
τ := V̂τQ. Kürzung von D̂τ auf D̂τ,mτ

mit
D̂τ,mτ

= diag{στ,1, . . . , στ,mτ
, 0, . . .} und mτ ≤ dim V̂τ , liefert

M̃ |E(τ) := V̂ ′
τ D̂

1/2
τ,m = VτD

1/2
τ,m ≈M |E(τ) mit

Dτ,m = diag{στ,1, . . . , στ,mτ
} und Vτ :=

(
V̂ ′

τ,ij

)

i∈τ,j={1,...,mτ}

(Vτ ist die Beschränkung von V̂ ′
τ auf die ersten mτ Spalten). Damit ist

der Unterraum Vτ :=Bild(Vτ ) mit der Dimension mτ gefunden. Die Unter-
matrix M |E(τ) wird durch die Projektion M̃ |E(τ) := VτV

�
τ M |E(τ) ersetzt

(vgl. Anmerkung 8.3.6b) und die Konstruktion mit dem Vorgänger Vater(τ)
fortgesetzt, bis die Wurzel τ = I erreicht ist. Für spätere Zwecke schreiben
wir die Abbildung M �→ M̃ als ΠE(τ), d.h.

(
ΠE(τ)M

)
|b =

{(
VτV

�
τ M |E(τ)

)
|b für b ∩ E(τ) = ∅,

M |b sonst. (8.25)

Die Auswahl von mτ hängt mit der gewünschten Genauigkeit zusammen.

τ
τ

τ

Abb. 8.3. Einflussbereich E(τ) für verschiedene Cluster τ
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Lemma 8.7.1. Zahlen ετ > 0 seien vorgegeben. Zu jedem τ ∈ T (I) sei mτ

so gewählt, dass ∑

i>mτ

σ2
τ,i ≤ ε2τ

für die Singulärwerte στ,i aus der Matrix D̂τ,mτ
gilt. Dann liefert das obige

Verfahren eine Matrix M ′ mit Bild(M ′|E(τ)) ⊂ Vτ und dimVτ = mτ , sodass

‖M −M ′‖2F ≤
∑

τ∈T (I)

ε2τ . (8.26)

Beweis. Die Konstruktion von Vτ führt zur Korrektur von M |E(τ) in
M̃ |E(τ) := VτV

�
τ M |E(τ). Die Korrektur M − M̃ steht im Sinne des

Frobenius-Skalarproduktes senkrecht auf allen vorhergehenden Matrizen.
Damit addieren sich die Fehlerquadrate (Pythagoras), und (8.26) folgt.

Analoges Vorgehen mit (M ′)� und Zahlen ε′τ > 0 liefert die Matrix

M ′′ ∈ H2(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J))

und die Räume Wσ mit Bild((M ′)� |E(σ)) ⊂ Wσ und dimWσ = m′
σ. Die

entsprechende Fehlerabschätzung

‖M ′ −M ′′‖2F = ‖ (M ′)� − (M ′′)� ‖2F ≤
∑

σ∈T (J)

(ε′σ)2

führt auf
‖M −M ′′‖2F ≤

∑

τ∈T (I)

ε2τ +
∑

σ∈T (J)

(ε′σ)2 . (8.27)

Zur adaptiven Wahl der Unterräume bei gegebener Genauigkeit ε wählt
man ετ und ε′σ mit ∑

τ∈T (I)

ε2τ +
∑

σ∈T (J)

(ε′σ)2 = ε2.

Die vorhergehende Ungleichung sichert ‖M −M ′′‖F ≤ ε.
Alternativ kann man ein festes mτ = m′

σ = k wählen. Mit

ετ :=
√ ∑

i>mτ

σ2
τ,i

und entsprechenden ε′σ gilt die Fehlerabschätzung (8.27) ebenfalls.
Details zum Algorithmus, zur Komplexität und den Abschätzungen findet

man in Börm-Hackbusch [79]. Dort wird zudem der Fall diskutiert, dass eine
H-Matrix in das H2-Format konvertiert wird.
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8.8 Matrix-Matrix-Multiplikation von H2-Matrizen

Während die Tensorstruktur der Räume Vτ ⊗ Wσ bei der Addition sehr
hilfreich ist, führt sie bei der Multiplikation auf starke Komplikationen.
Zunächst sind zwei Arten von H2-Multiplikationen zu unterscheiden. Im
ersten Fall sind für die Zielmatrix die Räume Vτ und Wσ a priori bekannt,
im zweiten Fall werden sie a posteriori bestimmt.

8.8.1 Multiplikation bei gegebenem H2-Format

Zu einer Matrix C soll das Produkt A ·B addiert werden:

C ← C +A�B. (8.28a)

Dabei dürfen alle auftretenden Matrizen unterschiedliches Format besitzen:

A ∈ R
I×J , B ∈ R

J×K , C ∈ R
I×K . (8.28b)

A und B seien H2-Matrizen mit zum Format passenden Räumen {VA
τ }τ∈T (I) ,

{WA
σ }σ∈T (J) bzw. {VB

τ }τ∈T (J) , {WB
σ }σ∈T (K). Die auf C vorliegenden

Startdaten und das Endresultat sollen im H2-Format mit den Räumen
{VC

τ }τ∈T (I) und {WC
σ }σ∈T (K) dargestellt werden:

A ∈ H2(PA, {VA
τ }τ∈T (I) , {WA

σ }σ∈T (J)), (8.28c)

B ∈ H2(PB , {VB
τ }τ∈T (J) , {WB

σ }σ∈T (K)), (8.28d)

C ∈ H2(PC , {VC
τ }τ∈T (I) , {WC

σ }σ∈T (K)). (8.28e)

Dabei gilt möglicherweise (aber nicht notwendigerweise) VA
τ = VC

τ und
WB

σ = WC
σ . PA, PB und PC sind die Partitionen zu den Blockclusterbäumen

T (I × J), T (J ×K) und T (I ×K).
Zu {VC

τ }τ∈T (I) und {WC
σ }σ∈T (K) wird in Definition 8.3.7 die Projektion

ΠC
H2 definiert. Die formatierte Multiplikation � in (8.28a) ist durch

A�B := ΠC
H2(A ·B)

erklärt, wobei im Argument das exakte Produkt A · B steht. Konkret ist für
alle b = τ × σ ∈ P+ das Produkt

V C
τ V C�

τ (AB) |b WC
σ WC�

σ

zu bestimmen. Die Auswertung von (AB) |b war bereits für übliche H-
Matrizen kompliziert (vgl. §7.4). Gleiches gilt für die Durchführung von A�B.

Der H2-Matrix-Matrix-Multiplikations-Algorithmus geht auf Börm [18,
§7.7] zurück und kann dort nachgelesen werden. Erstaunlicherweise lässt sich
lineare Komplexität ohne logarithmischen Faktor beweisen (vgl. [18, Theorem
7.17]).
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Satz 8.8.1. Die beteiligten H2-Formate mögen wie in (8.23) einen stufen-
abhängigen Rang besitzen. Dann benötigt der in Börm [18, §7.7] beschriebene
Algorithmus zur Ausführung von (8.28a) den Aufwand O(#I + #J + #K).

Damit ergibt sich O(n) für I = J = K mit #I = n.
In Lemma 7.4.5 wurde bei der H-Matrixmultiplikation ein Rang k

bestimmt, sodass das Produkt von M ′ ∈ H(k′, P ) und M ′′ ∈ H(k′′, P ) exakt
in H(k, P ) liegt. Entsprechend kann man fragen, wie der Blockclusterbaum
T (I ×K) und die Räume {VC

τ }τ∈T (I) , {WC
σ }σ∈T (K) aussehen müssen, damit

das exakte Produkt AB in H2(PC , {VC
τ }τ∈T (I) , {WC

σ }σ∈T (K)) liegt (damit
ist auch die Addition C +AB exakt). Die Antwort auf diese Frage findet sich
in Börm [18, Theorem 7.27].

8.8.2 Multiplikation bei gesuchtem H2-Format

Gegeben seien H2-Formate (8.28c,d). In vielen Fällen liegen für das Produkt
AB keine Räume {VC

τ }τ∈T (I) und {WC
σ }σ∈T (K) vor, die für das H2-Format

(8.28e) benötigt werden5. Warum der Vorschlag VC
τ := VA

τ und WC
σ := WB

σ

nicht ausreichend ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 8.8.2. Lemma 9.2.2b wird zeigen, dass Finite-Element-Matrizen
wegen ihrer speziellen Schwachbesetztheitsstruktur für die trivialen Räume

VA
τ = {0} und WA

σ = {0}

zu H2(PA, {VA
τ }τ∈T (I) , {WA

σ }σ∈T (J)) gehören. Das Produkt AB mit einer
weiteren H2-Matrix B ist im allgemeinen nicht mehr schwach besetzt. Da
die Verwendung von VC

τ := VA
τ = {0} bedeutet, dass alle Blöcke (AB) |b für

b ∈ P+
C durch Nullblöcke ersetzt würden, ist VC

τ := VA
τ offenbar keine gute

Wahl.

Im Prinzip könnte möchte man C +AB exakt berechnen und dann wie in
§8.7 die H2-Räume VC

τ und WC
σ adaptiv bestimmen.

Ein zweiter Weg könnte über die üblichen H-Matrizen führen: Wegen
Anmerkung 8.1.3 ist jede H2-Matrix auch eine H-Matrix. Man könnte A,B,C
alsH-Matrizen interpretieren und in derH-Arithmetik C⊕A�B durchführen.
Die resultierende H-Matrix würde dann gemäß §8.7 in eine H2-Matrix mit
geeigneten VC

τ ,WC
σ -Räumen konvertiert. Gegen die Anwendung der Multipli-

kation im H-Format spricht, dass man die H2-Struktur eingeführt hat, um die
Arithmetik zu vereinfachen (vgl. Anmerkung 8.1.4).

Es bietet sich ein Ausweg an, der zwischen dem H- und H2-Format liegt.

5 Eine ähnliche Frage stellt sich für die Inverse einer H2-Matrix. Dass die Unter-
raumfamilien von A ∈ H2(P, {Vτ}τ∈T (I) , {Wσ}σ∈T (J)) nicht mit den optimalen
von A−1 übereinstimmen müssen, zeigt Lemma 9.3.8.
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Definition 8.8.3 (Semiuniforme Matrizen). P sei eine Partition zu
T (I × J) . {Vτ}τ∈T (I) und {Wσ}σ∈T (J) seien die H2-Räume aus (8.9a,b).

a) Linksuniforme Matrizen M ∈ H2
links(P, {Vτ}τ∈T (I)) sind durch die

Eigenschaft
Bild(M |b) ⊂ Vτ für alle b = τ × σ ∈ P+

charakterisiert. Die Matrixblöcke M |b werden für b ∈ P+ durch M |b = VτB
�

mit Vτ gemäß (8.10) und einer allgemeinen Matrix B ∈ R
J×{1,...,kV (τ)} dar-

gestellt.
b) Rechtsuniforme Matrizen M ∈ H2

rechts(P, {Wσ}σ∈T (J)) sind durch die
Eigenschaft

Bild((M |b)�) ⊂ Wσ für alle b = τ × σ ∈ P+

charakterisiert. Matrixblöcke M |b werden für b ∈ P+ durch M |b = A (Wσ)�

mit Wσ gemäß (8.10) und einer allgemeinen Matrix A ∈ R
I×{1,...,kW (σ)} dar-

gestellt.
c) Semiuniforme Matrizen aus H2

semi(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) sind
Summen von links- und rechtsuniformen Anteilen.

Für H-Matrizen konnte bei der Multiplikation die Idealeigenschaft
ausgenutzt werden: Produkte von R(k)-Matrizen mit beliebigen anderen er-
geben wieder das Format R(k) (vgl. Anmerkung 2.3.1d). Diese Vereinfachung
trifft auf H2-Matrizen nicht zu. Hier lässt sich aber das semiuniforme
Format ausnutzen. Teilprodukte von A · B haben zum Beispiel die Form
A|τ×κ ·B|κ×σ, wobei τ × κ ∈ PA, aber vielleicht κ × σ /∈ PB. Da

Bild(A|τ×κ ·B|κ×σ) ⊂ Bild(A|τ×κ) ⊂ Vτ ,

hat das exakte Produkt die Darstellung A|τ×κ ·B|κ×σ = VτZ
� für ein geeig-

netes Z ∈ R
J×{1,...,kV (τ)}, d.h. das Produkt gehört zum linksuniformen Anteil.

Analog gehört A|τ×κ ·B|κ×σ zum rechtsuniformen Anteil, wenn κ× σ ∈ PB.
Die Matrixmultiplikation mit adaptiver Wahl derH2-Räume wird daher in

Börm [18, §8] so durchgeführt, dass das Produkt als semiuniforme Matrix in
H2

semi(P, {Vτ}τ∈T (I), {Wσ}σ∈T (J)) berechnet wird, das Resultat als (gekürzte)
H-Matrix interpretiert und dann gemäß §8.7 in eine H2-Matrix mit geeigneten
VC

τ ,WC
σ -Räumen konvertiert wird.

Die Komplexitätsabschätzungen in Börm [18, Lemma 8.14] enthalten die
Baumtiefen und damit wieder einen logarithmischen Faktor: O(n log n).

8.9 Numerisches Beispiel

Die folgenden Resultate stammen aus Börm [18, §8.5]. Zum Test der Matrix-
multiplikation wird die Matrix M als Diskretisierung des Einfachschicht-
operators gewählt (vgl. §10.1.2). Mit dieser alsH2-Matrix dargestellten, vollen
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Matrix wird die Matrixmultiplikation M · M durchgeführt. Für das H2-
Produkt gibt es zwei Varianten. Die Spalte “a priori” zeigt die Rechenzeiten
(in sec) für die Multiplikation bei gegebenem H2-Format (vgl. §8.8.1), die
Spalte “a posteriori” entspricht dem adaptiven Algorithmus aus §8.8.2. Zum
Vergleich wird M als H-Matrix interpretiert und die Multiplikationszeiten
der H-Arithmetik in Spalte “H-Arithmetik” gezeigt. Die Größe der Matrix
M ∈ R

I×I nimmt verschiedene Werte n = #I an.

n a priori a posteriori H-Arithmetik
768 0.7 0.7 0.7

3072 32.1 32.6 153.0
12288 70.6 276.6 824.8
49152 235.4 1343.7 6591.3

196608 807.8 6513.3 29741.6

Man entnimmt diesen Zahlen die Überlegenheit der H2-Arithmetik gegenüber
der H-Arithmetik. Die Variante mit fester Basiswahl ist dabei noch einmal
deutlich schneller als die adaptive Variante.

Zur parallelen Implementierung der H2-Matrixmethode auf Clustern mit
verteiltem Speicher findet man Hinweise in Börm-Bendoraityte [22].
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Verschiedene Ergänzungen

9.1 Konstruktion schneller Iterationsverfahren

Solange man hinreichend genau berechnete H-Matrixapproximationen ver-
wendet, erscheint die H-Matrix-Technik als eine direkte Methode mit dem
Unterschied, dass die Fehler nicht durch die Maschinengenauigkeit, sondern
durch die Genauigkeit der H-Matrix-Berechnung charakterisiert sind.

Der Übergang von direkten und iterativen Verfahren ist fließend. Selbst
die Gauß-Elimination wurde in Gestalt der “Nachiteration” in eine itera-
tive Form gebracht, allerdings in Zeiten, als die Computerarithmetik stan-
dardmäßig noch die einfache Genauigkeit verwendete.

Jede konsistente, lineare Iteration1 zur Lösung des Gleichungssystems
Ax = b hat die Gestalt

xm+1 = xm −N (Axm − b) (9.1)

(vgl. [66, (3.2.4)]) mit einer Matrix N ∈ R
I×I . Umgekehrt definiert jede

Matrix N ∈ R
I×I über (9.1) eine konsistente, lineare Iteration. Die Kunst der

Konstruktion von (9.1) liegt darin, passend zu A ein N zu finden, sodass die
Iteration nicht nur gegen x konvergiert, sondern auch eine möglichst schnelle
Konvergenzgeschwindigkeit aufweist und billig durchzuführen ist. Asymp-
totisch ist die Konvergenzgeschwindigkeit durch den Spektralradius ρ(I−NA)
gegeben (vgl. (13.1b) zu ρ und [66, Satz 3.2.7] zur Konvergenzaussage). Die
optimale Geschwindigkeit ist ρ(O) = 0 für die Wahl N := A−1.

Während übliche Methoden keinen Zugang zu A−1 haben, ist die Situation
bei der H-Matrix-Technik umgekehrt. Das Resultat der Inversenberechnung
(vgl. §7.5) ist eine sogar recht gute approximative Inverse N ≈ A−1. Noch
günstiger ist es, die approximative Inverse in der Form N = (LU)−1 mit der
H-LU-Zerlegung A ≈ LU (vgl. §7.6 und §9.2.7) zu konstruieren. Man beachte,

1 Eine konsistente Iteration liegt vor, wenn die Lösung x von Ax = b ein Fixpunkt
der Iteration ist. Eine Iteration ist linear, falls xm+1 linear von xm und b abhängt.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 9,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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dass die Anwendung (LU)−1
x(m) = U−1

(
L−1x(m)

)
exakt und billig mit der

Vorwärts- und Rückwärtssubstitution aus §3.8.1 und §3.8.2 durchführbar ist.
Eine Invertierung von L oder U ist unnötig.

Die Approximation N ≈ A−1 kann z.B. durch eine Normabschätzung

‖I −NA‖2 ≤ ε < 1 (9.2a)

präzisiert werden. Ungleichung (9.2a) ist hinreichend für die Spektralnorm-
abschätzung

ρ(I −NA) ≤ ε < 1. (9.2b)

Die letzte Ungleichung beweist nicht nur Konvergenz, sondern auch die Rate ε.
Ist etwa ε = 0.1, gewinnt man in der Iteration (9.1) pro Schritt asymptotisch
eine Dezimalstelle. Dies gilt schon als schnelle Konvergenz, während N noch
als grobe Näherung der Inversen gelten würde.

Eine Alternative zu (9.2a) ist

‖I −A1/2NA1/2‖2 ≤ ε < 1 (9.2c)

für positiv definite A. Dies ist äquivalent zu der Energienorm-Abschätzung∥∥A−1 −N
∥∥

A
≤ ε (‖·‖A ist die zur Vektornorm ‖x‖A := ‖A1/2x‖2 gehörige

Matrixnorm). Auch (9.2c) impliziert (9.2b).
Gelten (9.2a) oder (9.2c), so hat man nicht nur eine asymptotische

Konvergenzaussage, sondern für jeden Iterationsschritt gilt die Fehler-
abschätzung

∥∥xm+1 − x
∥∥ ≤ ε ‖xm − x‖ für ‖·‖ = ‖·‖2 bzw. ‖·‖ = ‖·‖A .

Diese Kontraktionsaussagen sind gerade dann wichtig, wenn nur wenige
Iterationsschritte ausgeführt werden sollen.

Bei der Bestimmung der approximativen Inverse N ist Folgendes abzu-
wägen:

• Relativ ungenaue Approximation (moderates ε < 1): In diesem Fall
kommt man mit kleinerem lokalen Rang der H-Matrixdarstellung aus, was
Speicheraufwand und Rechenkosten spart. Dafür sind mehrere Schritte des
Iterationsverfahrens (9.1) auszuführen. Letzteres ist aber von geringerem
Gewicht, da die Ausführung der Matrix-Vektor-Multiplikationen Axm und
Nd für d := Axm − b wesentlich schneller ist als die Inversion bzw. LU-
Zerlegung, die für N benötigt wird.

• Relativ genaue Approximation (kleines ε � 1): Der lokale Rang der H-
Matrixdarstellung wird logarithmisch mit 1/ε steigen, dafür erhält man
ein Iterationsverfahren, von dem nur ein oder zwei Schritte ausgeführt
werden müssen.

Die üblichen Iterationsverfahren verwenden für positiv definite A zum
Beispiel N := B−1 mit Matrizen B, die zu A spektraläquivalent sind, d.h.
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1
c
〈Ax, x〉 ≤ 〈Bx, x〉 ≤ c 〈Ax, x〉 für alle x ∈ R

I (9.3)

für eine Konstante c > 0.

Übung 9.1.1. Man zeige, dass (9.2c) die Spektraläquivalenz (9.3) für
B = N−1 mit c := 1

1−ε ≈ 1 + ε impliziert.

Während diese Übung zeigt, dass die approximative Inverse zu einer
spektraläquivalenten Matrix führt, ist die Umkehrung falsch. Beispielsweise
erfüllt B := cA für jedes c > 1 die Ungleichung (9.3), während B−1 = 1

cA
−1

kaum als approximative Inverse bezeichnet werden kann. Im Prinzip sollte es
daher auch andere H-Matrix-Kandidaten für N geben als die approximative
Inverse. Allerdings ist die Lösung der folgenden Aufgabe noch völlig offen.

Aufgabe 9.1.2. Gegeben sei eine H-Matrix A ∈ R
I×I (eventuell als positiv

definit angenommen). Man bestimme eine H-Matrix N ∈ R
I×I mit möglichst

geringem lokalen Rang, sodass B := N−1 die Spektraläquivalenz (9.3) erfüllt.

Die Spektraläquivalenz kann aber auf andere Weise ins Spiel kommen.
Bei der Lösung von nichtlinearen Problemen oder parabolischen Differential-
gleichungen entsteht die Situation2, dass man im Laufe der Berechnungen
Gleichungssysteme A(ν)x(ν) = b(ν) mit unterschiedlichen Matrizen A(ν) zu
lösen hat, die aber im Allgemeinen noch spektraläquivalent sind. Dann reicht
es, für A(0) eine approximative Inverse N zu berechnen und für A(1), A(2), . . .
dieses N in der Iteration (9.1) mit A = A(ν) zu verwenden.

9.2 Modifizierte Clusterbäume für schwach besetzte
Matrizen

9.2.1 Problembeschreibung

Moderne direkte Gleichungslöser für schwach besetzte Matrizen versuchen in
ausgefeilter Weise, den Auffüllungseffekt während der LU-Zerlegung möglichst
gering zu halten. Formal bedeutet dies in der Regel, eine Permutation P zu
finden, sodass die LU-Zerlegung (ohne Pivotisierung) von PAP� günstiger
als die für A ist3. Eine seit langem angewandte Methode ist die Minimierung
der Bandbreite, da Auffüllung der LU-Faktoren nur innerhalb des Bandes
stattfindet.
2 Im nichtlinearen Fall führt z.B. das Newton-Verfahren zu verschiedenen Linea-

risierungen A(ν), wobei ν der Index der Newton-Iteration ist. Im parabolischen
Fall treten Matrizen A(t) auf, die von der Zeit t abhängen. Für t = 0, Δt, 2Δt, . . .
ergeben sich die Matrizen A(ν) = A(νΔt).

3 Es sei daran erinnert, dass die LU-Zerlegung von der Anordnung der Indizes
abhängt. Ändert man die Anordnung mittels einer Permutation P, erhält man
eine andere LU-Zerlegung.
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Ähnliches soll im Folgenden für die LU-Zerlegung mittels H-Arithmetik
versucht werden. Die präzisen Bedingungen an die (Besetztheitsstruktur der)
Matrix werden in §9.2.3 erläutert. Die Anordnung für die LU-Zerlegung (und
damit die Permutationsmatrix P ) ist durch den Clusterbaum T (I) festge-
legt. Alternative Permutationen erfordern somit alternative Clusterbäume.
Ein solcher wird in §9.2.4 eingeführt.

Auch wenn die LU-Zerlegung die Hauptanwendung ist, wurden die nach-
folgenden Methoden zunächst für die Parallelisierung der Inversion entwickelt,
wie in §9.2.5 beschrieben wird. Auf die Möglichkeit, die Schwachbesetztheit
erfolgreich auszunutzen, wurde zuerst von Lintner in [110] und seiner Disser-
tation [109] hingewiesen. Die nachfolgenden LU-Varianten gehen auf die
Arbeiten Grasedyck-Kriemann-Le Borne [61, 60] zurück und haben sich als
eine sehr schnelle Lösungsmethode herausgestellt.

9.2.2 Finite-Element-Matrizen

Der Name “finite Elemente” bezeichnet die Tatsache, dass der Definitions-
bereich4 Ω durch ein Gitter T bestehend aus offenen “finiten Elementen”
t ∈ T disjunkt zerlegt ist:

⋃̇
t∈T

t = Ω

und dass die Finite-Element-Basis {φi : i ∈ I} von Vn Träger der Form
Träger(φi) =

⋃
t∈Ti

t̄ mit Ti ⊂ T besitzt, wobei die Zahl #Ti unabhängig von
n klein sein soll (vgl. Abbildung 11.1). Genauer sollen die Zahlen5

Cschw(i) := #
{
j ∈ I : Träger(φi) und Träger(φj)
haben gemeinsamen inneren Punkt

}
für i ∈ I,

Cschw := maxi∈I Cschw(i)

unabhängig von n durch eine feste Konstante beschränkt sein.

Beispiel 9.2.1. a) Für stückweise konstante Basisfunktionen ist Cschw(i) = 1,
da Träger(φi) =: ti ∈ T . Jeder Index i entspricht eineindeutig einem finiten
Element ti aus T .

b) Im Falle stückweise linearer Basisfunktionen eines zweidimensionalen
Dreiecksgitters oder dreidimensionalen Tetraedergitters entspricht jeder Index
i ∈ I einem Eckpunkt xi ∈ Ω eines Dreiecks (Tetraeders), und Cschw(i)
ist die Zahl der Elemente, die xi als einen der Eckpunkte besitzen. Damit
Cschw(i) ≤ const gilt, muss zum Beispiel die Formregularität (6.12a) voraus-
gesetzt werden.

4 Gelegentlich muss der Definitionsbereich Ω durch eine Approximation Ω̃ ersetzt
werden (z.B. bei krumm berandeten Gebieten oder gekrümmten Mannigfaltig-
keiten).

5 Der Fall, dass die abgeschlossenen Mengen Träger(φi) und Träger(φj) Rand-
punkte gemeinsam haben, wird in Cschw(i) nicht gezählt.
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Matrizen, die bei der Finite-Element-Methode auftreten, sind spezielle
schwach besetzte Matrizen. Im Vorgriff auf §11 wird hier auf eine triviale, aber
wichtige Eigenschaft hingewiesen. Alle im FEM-Zusammenhang auftretenden
Integrale haben die Form

Mij =
∫

Ω

w(x) (D1φi)(x) (D2φj)(x) dx,

wobei D1 und D2 mögliche Ableitungsoperatoren sind. Da aber die
Inklusion Träger(Dkφi) ⊂ Träger(φi) gilt und sich wegen der Finite-
Element-Eigenschaft nur wenige Träger überschneiden, ist die Anzahl
# {j ∈ I : Mij = 0} der Nichtnullelemente pro Zeile unabhängig von der
Größe der Matrix beschränkt, d.h. M ist im klassischen Sinne schwach
besetzt.

Lemma 9.2.2. a) Sei H(k, P ) ∈ R
I×I ein beliebiges H-Matrixformat, wobei

die in P eingehende Zulässigkeitsbedingung durch eine der Ungleichungen
(5.8) oder (5.9a-c) mit η > 0 gegeben ist. Ferner sei dist(τ, σ) mittels (5.5a,b)
und (5.6b) definiert. Dann ist jede Finite-Element-Matrix (exakt) in H(k, P )
enthalten.

b) Die Finite-Element-Matrix gehört ferner für alle Räume {Vτ}τ∈T (I) und
{Wσ}σ∈T (J) zu H2(P, {Vτ}τ∈T (I) , {Wσ}σ∈T (J)). Insbesondere ist es eine
H2-Matrix für die triviale Wahl Vτ = {0} und Wσ = {0}.

c) Die Aussage gilt allgemeiner für jede Partition P mit der folgenden
Implikation:

b = τ × σ ∈ P+ =⇒
für alle i ∈ τ und j ∈ σ haben Träger(φi) und Träger(φj)
keinen gemeinsamen inneren Punkt.

Beweis. i) Die Zulässigkeitsbedingungen in Teil a) implizieren für i ∈ τ und
j ∈ σ (b = τ × σ ∈ P+), dass dist(τ, σ) > 0. Definitionsgemäß gilt dann

dist(Xi,Xj) = dist(Träger(φi),Träger(φj)) > 0,

d.h. Träger(φi) und Träger(φj) sind disjunkt und besitzen daher auch keinen
gemeinsamen inneren Punkt. Damit ist Teil ii) anwendbar.

ii) Für alle (i, j) ∈ b = τ × σ ∈ P+ hat Mij =
∫

Ω
w(D1φi)(D2φj)dx

einen Integranden, der fast überall verschwindet, sodass Mij = 0. Dies beweist
M |b = O für alle b ∈ P+. Wegen Rang(M |b) = 0 ≤ k ist dieser Teil der Matrix
exakt in H(k, P ) darstellbar. Für b ∈ P− wird die verlustlose Darstellung als
volle Matrix verwendet, sodass insgesamt M ∈ H(k, P ) folgt. Da M |b = O ∈
Vτ ×Wσ für alle Vτ und Wσ, folgt auch Teil b).

Die Darstellung einer Finite-Element-Matrix M im schwach besetzten
Format (vgl. §1.3.2.5) ist im Allgemeinen die günstigste, und die Eigen-
schaft M ∈ H(k, P ) soll nicht bedeuten, dass hier vorgeschlagen würde, M



222 9 Verschiedene Ergänzungen

stattdessen im H-Matrixformat zu speichern. Aber wenn M als Eingabe-
parameter einer H-Matrixoperation (z.B. Inversion oder LU-Zerlegung)
verwendet werden soll, ist dies nach Lemma 9.2.2 problemlos möglich. Die
Konvertierung einer schwach besetzten Matrix in das H-Format besteht aus

a) M |b := O für b ∈ P+ und
b) Übertragung des Matrixblocks M |b für b ∈ P− als volle Matrix.

Für Teil a) ist die Modifikation des Rang-k-Formates gemäß Anmerkung 2.2.4
hilfreich. Der Teil b) ist für die Wahl nmin = 1 trivial: alle Nicht-Null-Elemente
aus M werden in einen 1 × 1-Block M |b (b ∈ P−) übertragen. Im Falle von
nmin > 1 ist die volle Matrix M |b mit weiteren Nullen aufzufüllen, die in der
schwach besetzten Darstellung unterdrückt werden.

9.2.3 Separierbarkeit der Matrix

Die in der Überschrift genannte Eigenschaft, schwach besetzt zu sein, ist noch
nicht ganz ausreichend. Genauer wird an die Matrizen die folgende Bedingung
gestellt:

Die Indexmenge I sei disjunkt zerlegbar in I = I1∪̇I2∪̇Is (9.4a)
mit #I1 ≈ #I2, (9.4b)
und #Is � #I, (9.4c)

sodass die zu zerlegende MatrixA, nachdem man die Indizes in der Reihenfolge
I1, I2, Is sortiert hat, die Blockgestalt

A = 11A

22A

1sA

ssA
2sA

s1A s2A
I s

I s

I1

I1 I2

I2

O

O
{

{

{

{

{

{

(9.4d)

aufweist. Die Indexmenge Is sei Separator genannt, da A|(I\Is)×(I\Is) in die
Diagonalblockmatrizen A11 und A22 zerfällt; die Außerdiagonalblöcke A12 und
A21 enthalten nur Nullen.

sΙ

Ι Ι1 2

Abb. 9.1. Matrix-
graph mit Zerlegung

Die Bedingung (9.4b) stellt zum einen sicher, dass
A11 und A22 von ähnlicher Größenordnung sind, zum
anderen, dass die Nullblöcke groß sind (wäre #I1 = 1,
bilden A12, A21 nur eine Zeile bzw. Spalte).

Bedingung (9.4c) sagt aus, dass der Separator ver-
gleichsweise klein ist. Quantifizierungen werden noch
folgen.

Die Forderungen (9.4a,d) können anhand des
Matrixgraphen G(A) (vgl. Definition A.1.1) einfach
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formuliert werden. I ist die Knotenmenge. Es gebe eine (kleine) Untermenge
Is, sodass der Graph nach Streichen aller zu Is gehörenden Knoten und
Kanten in zwei unverbundene Teilgraphen zu den Knotenmengen I1 und I2
zerfällt (vgl. Abbildung 9.1).

Die letzte Formulierung liefert sofort eine hinreichende Bedingung für
(9.4a-d). Wenn G(A) ein planarer Graph ist, reicht ein linearer Graph wie in
Abbildung 9.1 als Separator. Planare Graphen entstehen zum Beispiel bei der
Diskretisierung von zweidimensionalen Randwertaufgaben mit Differenzenver-
fahren oder stückweise linearen finiten Elementen. Ist n = #I die Problem-
größe, erwartet man für den Separator nach geeigneter Wahl #Is = O(

√
n)

und #I1,#I2 ≈ n/2. Im Falle der finiten Elemente im Gebiet Ω ⊂ R
2 be-

stimmt man eine Kurve γ ⊂ Ω mit Endpunkten auf Γ = ∂Ω, die aus Seiten der

γ

1i 2i

Abb. 9.2. Gebiets-
zerlegung mittels γ

Dreiecke der Finite-Element-Triangulation besteht
(vgl. Abbildung 9.2). Die Indizes i ∈ Is sind den
Knotenpunkten in γ zugeordnet. Die Knoten links
(rechts) von γ werden zu I1 (I2) zusammengefasst.
Sind i1 ∈ I1 und i2 ∈ I2, so liegen die Träger der
Basisfunktionen φi1 und φi2 auf verschiedenen Seiten
von γ und können sich höchstens mit ihren Rändern
überlappen. Damit folgt Ai1i2 = 0, wie in (9.4d) ge-

fordert. Sollte der Träger der Basisfunktionen breiter sein6, muss auch der
Separator breiter gewählt werden.

0

0 0
0

0
0

Abb. 9.3. Zwei-
fache Zerlegung

Im d-dimensionalen Fall Ω ⊂ R
d ist γ als eine (d− 1)-

dimensionale Mannigfaltigkeit zu wählen, die aus Seiten-
flächen (d = 3) der finiten Elemente besteht und ∂γ ⊂ ∂Ω
erfüllt. Dann bilden die in γ enthaltenen Knotenpunkte
den Separator Is. Die zu erwartenden Größenordnungen
sind nun #Is = O(n(d−1)/d) und #I1,#I2 ≈ n/2. Mit
steigender Dimension d verschlechtert sich das Verhältnis
#Is/#I = O(n−1/d).

Die Beispiele der Randwertaufgaben in Ω machen deut-
lich, dass das Verfahren iteriert werden kann: γ trennt Ω in Teilgebiete Ω1

und Ω2, und die Untermatrizen A11 und A22 aus (9.4d) gehören zu Rand-
wertaufgaben in diesen Teilbereichen, sind also von gleicher Natur wie die
Originalmatrix.

Letzteres führt zur abschließenden Voraussetzung:

Die Teilmatrizen Aii := A|Ii×Ii
(i = 1, 2) sollen wieder

(9.4a-e) erfüllen oder hinreichend klein sein. (9.4e)

Die Forderung gewährleistet, dass die Zerlegung rekursiv fortgesetzt werden
kann (Abbildung 9.3 zeigt das Resultat nach einer weiteren Zerlegung). Die

6 Der Träger eines eindimensionalen kubischen B-Splines enthält vier Intervalle,
reicht also über die Nachbarknoten bis zu den übernächsten Knoten. In einem
quadratischen Gitter könnte man Tensorprodukte dieser B-Splines bilden.
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Bedingung #Is � #I ist selbstverständlich keine präzise Bedingung. Insbe-
sondere verliert das Zeichen � jede Bedeutung, wenn #I nicht mehr groß
ist. In diesem Fall bricht die Rekursion ab, da in (9.4e) “hinreichend kleine”
Teilmatrizen auftreten.

Die Zerlegung (9.4a) findet sich schon bei dem dissection-Verfahren von
George [45]. Sie entspricht aber auch der (iterierten Form der) Gebiets-
zerlegung.

9.2.4 Konstruktion des Clusterbaums

Die Zerlegung der Indexmenge I in die drei Teilmengen aus (9.4a) kann relativ
leicht durchgeführt werden. Eine Variante der Zerlegung aus §5.4.2 lautet wie
folgt. Seien den Indizes i ∈ I wieder Knotenpunkte ξi ∈ R

d zugeordnet. Die
Zerlegung des (Minimal-)Quaders liefere die Binärzerlegung von I in Î1 und
Î2. Die erste Menge I1 := Î1 wird übernommen, die zweite jedoch noch zerlegt:

Is := {i ∈ Î2 : es gibt Aij = 0 oder Aji = 0 für ein j ∈ I1},
I2 := Î2\Is.

Offenbar erfüllt die Zerlegung (I1, I2, Is) die Bedingung (9.4a). Allerdings kann
der Zerlegungsalgorithmus noch verbessert werden, um #Is möglichst klein zu
machen (Bedingung (9.4c)) und I1, I2 von ähnlicher Kardinalität zu erhalten
(Bedingung (9.4b)).

Prinzipiell könnte man diese Zerlegung rekursiv fortsetzen und erhielte so
einen ternären Baum T (I). Es stellt sich aber heraus, dass dieses Vorgehen
nicht optimal ist. Der Grund ist der unterschiedliche Charakter der drei Teil-
mengen I1, I2 und Is. Zur Illustration wird im Folgenden der zweidimensionale
Fall Ω ⊂ R

2 zugrundegelegt. Die ersten beiden Mengen I1 und I2 entsprechen
den (zweidimensionalen) Teilgebieten Ω1 und Ω2 (vgl. Abbildung 9.2). Da-
gegen gehören die Indizes von Is zu Knoten der (eindimensionalen) Kurve γ.
Jeder Zerlegungsschritt halbiert die zugehörige Knotenmengen {ξi : i ∈ Iα},
α ∈ {1, 2, s}, in der Raumrichtung größer Ausdehnung. Wie im Beweis von
Anmerkung 5.4.2 erwähnt, sorgt das Verfahren dafür, dass ein d-dimensionaler
Ausgangsquader nach d Zerlegungsschritt (bezüglich des Durchmessers) in
etwa halbiert ist. Dies bedeutet: Die Durchmesser von Indexmengen, die zu
Teilgebieten von Ω gehören, werden im Schnitt um 1/

√
2 pro Zerlegungsstufe

verkleinert; die Durchmesser von Indexmengen, die zu Trennlinien γ gehören,
werden dagegen im Schnitt um 1/2 verkleinert. Auf der Stufe � enthält T (�)(I)
somit Indexmengen von zunehmendem Größenunterschied. Da später Blöcke
σ× τ aus Clustern τ, σ der gleichen Stufe konstruiert werden (“Stufentreue”),
sind diese in einer Richtung (Zeile oder Spalte) unnötig verfeinert.

Die folgende Modifikation (hier für d = 2 erklärt und illustriert) ver-
meidet die systematische Verzerrung der Größenordnungen. Die Clustermenge
T (I) wird in “zweidimensionale” Cluster Td(I) und “eindimensionale” Cluster
Td−1(I) unterteilt. Ihre Definition ist:
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a) I ∈ Td(I),
b) ist τ ∈ Td(I), so gehören die Söhne τ1, τ2 zu Td(I), während der dritte

Sohn τs zu Td−1(I) gehört,
c) alle Nachfolger von τ ∈ Td−1(I) gehören zu Td−1(I).

I 1 I 2

I 11 I 12 I 1s I 21 I 22 I 2s I s

I s

I

Abb. 9.4. Clusterbaum T (I)

In Abbildung 9.4 entsprechen Rechtecke mit gestrichelten Seiten Clustern aus
Td−1(I), die anderen Rechtecke entsprechen Td−1(I).

Die Zerlegungsregeln lauten:

a) Ein Cluster τ ∈ Td(I) wird stets ternär zerlegt. Da im Falle einer LU-
Zerlegung eine Anordnung der Söhne von τ erforderlich ist, sei diese wie
folgt festgelegt: Zuerst kommen die Söhne τ1, τ2 ∈ S(τ) ∩ Td(I) in belie-
biger Reihenfolge (Kantenkennzeichnung in Abbildung 9.4 mit durchge-
zogener Linie), danach der Sohn τs ∈ S(τ) ∩ Td−1(I) (gestrichelte Linie).

b) Die Behandlung eines Clusters τ ∈ Td−1(I) hängt von seinem Abstand
zum nächsten Td(I)-Vorfahr ab. Hierzu sei

α(τ) := min{level(τ)− level(τ ′) : τ ′ ∈ Td(I) Vorfahr von τ}

eingeführt.
ba) Für ungerades α(τ) wird nicht geteilt7 (punktierte Kante in Ab-

bildung 9.4).
bb) Für gerades α(τ) wird τ wie bisher gemäß §5.4 binär8 geteilt (strich-

punktierte Kanten in Abbildung 9.4).

7 Zur Problematik der Baumnotation vergleiche man Bemerkung 5.3.2.
8 Da in Blöcken mit Td=1(I)-Komponente (wie z.B. A1s aus (9.4d)) Auffüllung

stattfinden wird, ist eine ternäre Aufspaltung nicht sinnvoll.
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Diese Regeln garantieren, dass alle Cluster aus T (�)(I) Nachfolger auf der
Stufe � + 2 haben, deren Durchmesser in etwa halbiert sind. Für d = 3 sind
diese Regeln geeignet abzuändern.

Der zugehörige Blockclusterbaum9 T (I× I) sei stufentreu konstruiert. Die
Blockpartition bis zur Stufe � = 2 ist in Abbildung 9.3 zu sehen.

9.2.5 Anwendung auf Invertierung

Bei einer Implementierung auf einem Parallelrechner besitzt der Invertierungs-
algorithmus aus §7.5.1 einen prinzipiellen Nachteil. Die Invertierung von
M |τ×τ kann erst erfolgen, wenn die #ST (I)(τ) Invertierungen in den Blöcken
τ ′ × τ ′ (τ ′ ∈ ST (I)(τ)) abgearbeitet sind. Dies verhindert eine Paralleli-
sierung10. Bei der Zerlegung (9.4d) sind zwar auch erst die Diagonalblöcke
A11 und A22 zu invertieren, bevor das Schur-Komplement auf Is× Is gebildet
und invertiert werden kann, aber zum einen können die Inversen von A11 und
A22 völlig parallel berechnet werden und zum anderen sind die Berechnungen
auf Is × Is wegen der Bedingung (9.4c) wesentlich billiger als die A11- und
A22-Invertierungen.

Der Algorithmus ist weiterhin sequentiell in der Stufenzahl: Die Inver-
tierung von M |τ×τ kann erst erfolgen, wenn die Invertierungen zu τ ′ × τ ′

(τ ′ = S(τ)) beendet sind.
Näheres zu dieser Methode findet sich in Hackbusch [70] und Hackbusch-

Khoromskij-Kriemann [85]. Parallele H-Matrix-Implementierungen werden
allgemein von Kriemann [103, 104] diskutiert.

9.2.6 Zulässigkeitsbedingung

Bei der Berechnung der Inversen füllen sich alle Nullblöcke auf, da im
Allgemeinen A−1 keine Nullen enthält. Die folgenden Modifikationen beziehen
sich daher nur auf Matrixoperationen, die die Nullblockstruktur (9.4d)
erhalten. Hierzu gehört auch die LU-Zerlegung (siehe Anmerkung 9.2.3).

Die Nullblöcke aus (9.4d) sind durch

τ ′ × τ ′′ mit τ ′ = τ ′′ und τ ′, τ ′′ ∈ S(τ) ∩ Td(I) für ein τ ∈ Td(I) (9.5)

charakterisiert. Die Blöcke b = τ ′× τ ′′ sind nicht zulässig im Sinne der Defini-
tion 5.2.4, da sich die Trägermengen Xτ ′ und Xτ ′′ in der Trennlinie γ berühren
und somit dist(τ ′, τ ′′) = 0 gilt. Trotzdem ist macht es keinen Sinn, b weiter zu
zerlegen. Deshalb wird die Zulässigkeitsbedingung Adm∗(·) aus (5.50) modi-
fiziert:

9 Da hier LU-Zerlegungen durchgeführt werden sollen, ist nur der quadratische Fall
I = J von Interesse.

10 Unbenommen ist die Parallelisierung der auftretenden Matrix-Matrix-Multi-
plikationen und -Additionen.



9.2 Modifizierte Clusterbäume für schwach besetzte Matrizen 227

Adm∗∗(τ ′ × τ ′′) := (Adm∗(τ ′ × τ ′′) oder τ ′ × τ ′′ erfüllt (9.5)) .

Die Partition P := minimale zulässige Partition(I×I) ⊂ T (I×I) ist in
(5.52) definiert, wobei in (5.53) Adm∗ durch die neue Zulässigkeitsbedingung
Adm∗∗ ersetzt sei. Bisher wurde P in die Nah- und Fernanteile zerlegt:
P = P−∪̇P+ . Jetzt bietet sich eine dreifache Zerlegung an:

P = P 0∪̇P−∪̇P+ mit P 0 := {b ∈ P erfüllt (9.5)},

während P\P 0 wie bisher in P−∪̇P+ zerlegt wird.

9.2.7 LU-Zerlegung

Der Algorithmus aus §7.6 kann unverändert angewandt werden. Der Vorteil
des neuen Clusterbaums T (I) ergibt sich aus der folgenden Aussage.

Anmerkung 9.2.3. A ∈ H(k, P ) erfülle A|b = O für alle b ∈ P 0. Dann liefert
die approximative LU-Zerlegung gemäß (7.40) Faktoren L,U ∈ H(k, P ), die
ebenfalls L|b = U |b = O für b ∈ P 0 erfüllen.

Für zweidimensionale Probleme, d.h. Diskretisierungen von Randwert-
aufgaben in Ω ⊂ R

2, lässt sich noch eine weitere Vereinfachung vornehmen,
die Blöcke τ × σ mit τ ∈ Td−1(I) oder σ ∈ Td−1(I) betrifft. Sei zunächst
angenommen, dass beide Cluster τ, σ zum “eindimensionalen” Teil Td−1(I)
gehören. Der Abstand dist(τ, σ) kann in den folgenden Fällen null sein oder
zumindest sehr klein werden:

a) τ = σ,
b) τ und σ gehören zu Teilen derselben separierenden Kurve γ (siehe Ab-

bildung 9.5, links),
c) τ ist Teil von γ und σ Teil einer separierenden Kurve γ′ im Teilgebiet (siehe

Abbildung 9.5, Mitte).

Im gemischten Fall τ ∈ Td(I) und σ ∈ Td−1(I) tritt dist(τ, σ) = 0 in den
folgenden Fällen auf:

d) τ gehört zu einem Teilgebiet Ωτ und σ zu einem Separator γσ mit
γσ ⊂ ∂Ωτ .

e) τ und τ ′ sind die Söhne von τV . Das Teilgebiet ΩτV ist zerlegt in Ωτ und
Ωτ ′ . σ gehört zum Separator von Ωτ ′ (siehe Abbildung 9.5, rechts).

τ

σ
τ σb) c) e)

τ σ

Abb. 9.5. schwach zulässige Fälle

In den Fällen a)
und d) gibt es viele
Indexpaare (i, j) mit
i ∈ τ und j ∈ σ und
dist(Xi,Xj) = 0. Da-
gegen berühren sich
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die Träger zu τ und σ in den Fällen b), c), e) nur für ein Indexpaar. Dies
entspricht der Situation, die in §9.3 näher analysiert wird. Wie dort an ein-
facheren Modellfällen ausgeführt, ist der Block τ × σ “schwach zulässig”. Er
kann Element der Partition P werden und braucht daher nicht weiter unter-
teilt zu werden.

Wenn man nicht von der schwachen Zulässigkeit Gebrauch machen will,
kann man zunächst die übliche Zulässigkeit verwenden und dann über den
Rekompressionsschritt aus §6.7.2 zu einer gröberen Partition übergehen.
Hier stellt sich oft heraus, dass die schwach zulässigen Blöcke Resultat der
Vergröberung sind (vgl. Grasedyck [53, Fig. 6]).

Umfangreiche numerische Resultate und Vergleiche mit anderen Verfahren
finden sich in Grasedyck-Hackbusch-Kriemann [59].

9.2.8 H-Matrixeigenschaften der LU-Faktoren

Während die Inverse einer Diskretisierungsmatrix noch Eigenschaften mit
dem Schwartz-Kern des inversen Differentialoperators teilt, ist es zunächst un-
klar, was die Eigenschaften der LU-Faktoren sind, ob sie insbesondere durch
das H-Matrixformat approximiert werden können. Bebendorf [9] stellte über
die nachfolgend erklärten Schur-Komplemente eine Verbindung zwischen der
inversen Matrix und den LU-Faktoren her. Die Anwendung auf den Cluster-
baum aus §9.2.4 wurde kurz danach in Grasedyck-Kriemann-Le Borne [60]
ausgearbeitet. Die hier gegebene Darstellung folgt der letztgenannten Arbeit.

In §5.3.4 wurde die interne Anordnung der Indizes und Cluster von T (I)
diskutiert. Es sei an folgende Notationen erinnert: i < j (bzw. j > i) ist die
Anordnungsrelation in I × I. Zu Teilmengen τ, σ ⊂ I sei definiert:

min(τ) := arg min {i ∈ τ} , max(τ) := arg max {i ∈ τ} ,
min(τ, σ) := min{min(τ),min(σ)}.

In üblicher Weise können Intervalle gebildet werden: Für i, j ∈ I seien

[i, j] := {ν ∈ I : i ≤ ν ≤ j} , [i, j) := {ν ∈ I : i ≤ ν < j} .
Nach Konstruktion der Anordnung in §5.3.4 gilt für alle Cluster τ ∈ T (I) die
Intervalleigenschaft τ = [min(τ),max(τ)].

Die Schur-Komplemente beziehen sich hier auf eine feste Matrix A ∈ R
I×I .

Voraussetzung 9.2.4 a) Für alle Intervalle ρ := [min(I), i] (i ∈ I) sei die
Hauptuntermatrix A|ρ×ρ invertierbar.

b) Es gebe eine Funktion k(ε) mit Werten in N0, sodass zu jedem ρ aus
Teil a) und alle ε > 0 eine approximative Inverse Bρ,H(ε) ∈ H(k(ε), P |ρ×ρ)
mit ∥∥∥(A|ρ×ρ)

−1 −Bρ,H(ε)
∥∥∥

2
≤ ε (9.6)

existiert (zu P |ρ×ρ vergleiche man (6.3)).

Die Voraussetzung aus Teil a) ist hinreichend und notwendig für die
Existenz einer LU-Zerlegung.
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ρ   ρx

xτ   σ

ρ σ
ρ

τ

Abb. 9.6. Blöcke
τ × σ und ρ × ρ

Die Überlegungen aus §11 werden für die Inverse
von Finite-Element-Matrizen eine Ungleichung der Form
(9.6) ergeben. Für die Inverse der Masse-Matrix liefert
§11.1 eine entsprechende Abschätzung. Eine typische
Größenordnungen von k(ε) ist O(log2 #I logd−1(1/ε)),
wobei d die Raumdimension des zugrundeliegenden
Gebietes ist. Die Resultate aus §11 sind etwas pessi-
mistischer: d − 1 ist durch d + 1 ersetzt und es kommt
durch die Beweistechnik bedingt ein Finite-Element-
Konsistenzfehler hinzu. Da diese Approximations-
resultate nicht vom Gebiet abhängen, gelten sie nicht nur für das Gesamt-
gebiet, sondern auch für Teilgebiete. Die Hauptuntermatrizen A|ρ×ρ lassen
sich als Finite-Element-Matrizen zur gleichen Bilinearform aber beschränkt
auf ein Teilgebiet interpretieren.

Definition 9.2.5. Es gelte Voraussetzung 9.2.4a. Für beliebige Cluster
τ, σ ∈ T (I) wird das zugehörige Schur-Komplement definiert durch

S(τ, σ) := A|τ×σ −A|τ×ρ (A|ρ×ρ)
−1

A|ρ×σ mit ρ := [min(I),min(τ, σ)).

Abbildung 9.6 illustriert die Lage der Blöcke τ × σ und ρ × ρ. Die bisher
aufgetretenen Schur-Komplemente entsprachen dem Sonderfall τ = σ. Falls
ρ = ∅, entfällt der Teil A|τ×ρ (A|ρ×ρ)

−1
A|ρ×σ. So gilt insbesondere

S(I, I) = A. (9.7)

Lemma 9.2.6. Zu jedem Block b = τ × σ ∈ T (I × I, P ) und jedem ε > 0
existiert eine Matrix SH(τ, σ) ∈ H(kS(ε), P |b) mit

‖S(τ, σ)− SH(τ, σ)‖2 ≤ ‖A‖22 ε,

wobei kS(ε) = O(depth(T (I × I, P )2k(ε)) mit k(ε) aus Voraussetzung 9.2.4b.

Beweis. Wir verwenden die Definition SH(τ, σ) := A|τ×σ−A|τ×ρBρ,H(ε)A|ρ×σ

mit Bρ,H(ε) aus (9.6) anstelle von (A|ρ×ρ)
−1

. Die Multiplikation wird
exakt durchgeführt und erhöht deshalb den lokalen Rang um den Faktor
O(depth(T (I × I, P )2) (vgl. Satz 7.8.19 und [60, Theorem 1]).

Das nächste Lemma behandelt den Fall τ = σ. Es sei an die Menge Td(I)
der Gebietscluster und die Menge Td−1(I) der Separatoren(teilmengen) aus
§9.2.6 erinnert.

Lemma 9.2.7 ([60]). Die LU-Zerlegung des Schur-Komplements sei bezeich-
net mit S(τ, τ) = L(τ, τ)U(τ, τ). a) Für τ ∈ T (I)∩Td(I) ist S(τ, τ) = A|τ×τ .
Falls τ /∈ L(T (I)) gilt die Blockzerlegung
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S(τ, τ) = A|τ×τ =

⎡

⎣
A|τ1×τ1 O A|τ1×τ3

O A|τ2×τ2 A|τ2×τ3

A|τ3×τ1 A|τ3×τ2 A|τ3×τ3

⎤

⎦ ,

L(τ, τ) =

⎡

⎣
L(τ1, τ1) O O

O L(τ2, τ2) O
A|τ3×τ1U(τ1, τ1)−1 A|τ3×τ2U(τ2, τ2)−1 L(τ3, τ3)

⎤

⎦ ,

U(τ, τ) =

⎡

⎣
U(τ1, τ1) O L(τ1, τ1)−1A|τ1×τ3

O U(τ2, τ2) L(τ2, τ2)−1A|τ2×τ3

O O U(τ3, τ3)

⎤

⎦ ,

wobei τ1, τ2 ∈ T (I)∩Td(I) und τ3 ∈ T (I)∩Td−1(I) die drei Söhne von τ sind.
b) Für τ ∈ T (I)∩Td−1(I) mit zwei Söhnen τ1, τ2 ∈ T (I)∩Td−1(I) gilt die

Rekursionsformel

S(τ, τ) =
[
S(τ1, τ1) S(τ1, τ2)
S(τ2, τ1) S(τ2, τ2)− S(τ2, τ1)S(τ1, τ1)−1S(τ1, τ2)

]
,

L(τ, τ) =
[

L(τ1, τ1) O
S(τ2, τ1)U(τ1, τ1)−1 L(τ2, τ2)

]
,

U(τ, τ) =
[
U(τ1, τ1) L(τ1, τ1)−1S(τ1, τ2)

O U(τ2, τ2)

]
.

Die Rekursion aus Lemma 9.2.7 für L(τ, τ) und U(τ, τ) kann von den
Blättern τ ∈ L(T (I)) bis zur Wurzel I angewandt werden. Wegen (9.7) sind
L = L(I, I) und U = U(I, I) die gesuchten LU-Faktoren von A = LU.

Für die H-Matrixdarstellung wird das Format H(kLU , P ) im Falle der
Gesamtmatrizen LH, UH und das Format H(kLU , P |τ×τ ) für die Teilmatrizen
LH(τ, τ) und UH(τ, τ) (τ ∈ T (I)) verwendet. Für die theoretische Unter-
suchung wird die optimale Kürzung der exakten Matrizen verwendet:

LH(τ, τ) := T H
kLU

(L(τ, τ)), UH(τ, τ) := T H
kLU

(U(τ, τ)),

wobei T H
k in (7.6) definiert ist. Zur Abschätzung von ‖L(τ, τ)− LH(τ, τ)‖2

und ‖U(τ, τ)− UH(τ, τ)‖2 wird die obige Rekursion verwendet, wobei für
die dort auftretenden Schur-Komplemente Lemma 9.2.6 eingesetzt wird. Der
in [60, Theorem 1] durchgeführte Induktionsbeweis ergibt schließlich für
L = L(I, I) und U = U(I, I) Approximationen LH und UH mit folgender
Fehlerschranke:

Satz 9.2.8. Es gelte Voraussetzung 9.2.4. Dann gilt

‖L− LH‖2 ≤ cU depth(T (I × I, P )) ‖A‖22 ε,
‖U − UH‖2 ≤ cL depth(T (I × I, P )) ‖A‖22 ε,

wobei cU := maxτ∈T (I)

∥∥U(τ, τ)−1
∥∥

2
und cL := maxτ∈T (I)

∥∥L(τ, τ)−1
∥∥

2
.
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Die individuellen Fehlerabschätzungen für LH und UH sind stärkere Be-
dingungen, als man sie wirklich benötigt. Da LH und UH nur in der Form
des Produktes LHUH auftreten, ist eigentlich nur die Abschätzung von
‖A− LHUH‖ = ‖LU − LHUH‖ relevant.

9.2.9 Geometriefreie Konstruktion der Partition

Ω

γ γ

Abb. 9.7. Pfade für
nichtkonvexes Gebiet

Die Zulässigkeitsbedingung Adm nach Definition 5.2.4
benötigt die geometrischen Durchmesser und Abstände
der Cluster. Zur Vereinfachung wurden in §5.4.2 die
Cluster durch Quader ersetzt, es waren aber weiterhin
die Knotenpunkte ξi ∈ R

d als Geometriedaten essen-
tiell.

Auch wenn die Geometriedaten bei der Aufstel-
lung der schwach besetzten Matrix verwendet werden,
brauchen die Daten bei späteren Programmschritten
(z.B. LU-Zerlegung) nicht mehr verfügbar zu sein. Es
stellt sich deshalb die Frage, ob die hierarchischen
Strukturen (Cluster-, Blockclusterbaum und Parti-
tion) ohne geometrischen Zusatzinformationen nur aus
den Daten des Gleichungssystems konstruiert werden

können.
Die vergleichbare Situation hat bei Mehrgittermethoden zur Variante der

“algebraischen Mehrgitterverfahren” geführt, wobei “algebraisch” bedeutet,
dass nur das lineare algebraische Gleichungssystem als Eingabe dient11.

Im Falle einer schwach besetzten Matrix M gibt es einen (schwachen) Zu-
sammenhang zwischen der geometrischen Situation und dem Matrixgraphen
G(M) (vgl. Definition A.1.1). Mit Hilfe des Matrixgraphen kann der Abstand
δ(i, j) zwischen den Knoten i, j ∈ I definiert werden (vgl. (A.1)). Der Ab-
stand δ(i, j) entspricht der Länge eines Pfades γ = (i = i0, i1, . . . , i� = j) im
Graphen G(M). Da jedem ik ∈ γ ein Knotenpunkt ξk ∈ R

d zugeordnet ist,
entspricht γ einem geometrischen Pfad γ̂ ⊂ R

d, der ξi mit ξj verbindet. Damit
kann γ̂ als Streckenzug ξi0ξi1 ∪ ξi1ξi2 ∪ . . . ∪ ξi�−1ξi�

definiert werden.
In uniformen Gittern haben alle Strecken ξiν

ξiν+1 eine Größe, die der
Gitterweite h entspricht. Daher hat γ̂ in etwa die Länge �h. Somit folgt

Länge(γ̂) ≈ Länge(γ) · h

als Beziehung zwischen der geometrische Pfadlänge und der Graphen-
pfadlänge in G(M). In der späteren Anmerkung 11.1.2 wird die Ungleichung
11 Der Terminus “algebraisches Mehrgitterverfahren” wird verschieden verwendet.

Gelegentlich wird er benutzt, wenn nur ein Gitter mit allen geometrischen Gitter-
daten vorliegt, aber nicht die für das Mehrgitterverfahren typischen gröberen
Gitter. Diese Situation ist bei hierarchischen Matrizen stets gegeben. Hier geht
es um die strengere Auslegung, dass auch die geometrischen Daten des feinen
Gitters nicht zur Verfügung stehen.
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Länge(γ̂) ≤ Länge(γ) · h gezeigt werden. Für stark verfeinerte Gitter gehen
die beiden Abstandsbegriffe auseinander.

Wenn das zugrundeliegende Gebiet Ω ⊂ R
d konvex ist, lässt sich auch

die umgekehrte Ungleichung Länge(γ) ·h ≤ const ·Länge(γ̂) rechtfertigen. In
nichtkonvexen Gebieten ist diese Aussage offenbar falsch (vgl. Abbildung 9.7),
allerdings erweist sich für das abgebildeten Randwertproblem, dass die mini-
male Länge des im Gebiet vorlaufenden Pfades γ die Gegebenheiten besser
beschreibt12.

Wir setzen nun

diam(τ) := 1 + max{δ(i, j) : i, j ∈ τ}, (9.8a)
dist(τ, σ) := min{δ(i, j) : i ∈ τ, j ∈ σ}. (9.8b)

Die Addition von 1 in diam(τ) ist dadurch gerechtfertigt, dass für i = j (d.h.
δ(i, j) = 0) nur ein Knotenpunkt ξi vorliegt, der aber den Träger der Finite-
Element-Basisfunktion φi repräsentiert, dessen Durchmesser h ist.

Mit den Größen (9.8a,b) lässt sich die Zulässigkeitsbedingung (5.8) oder
jene aus (5.9a-c) definieren. Man beachte, dass die Skalierung mit einer
Schrittweite h irrelevant ist, da nur der Quotient von diam und dist eingeht.

In der Arbeit Grasedyck-Kriemann-Le Borne [62] finden sich die Details
zum Umgang mit der Graph-Metrik, zur Konstruktion der Gebietszerlegung,
d.h. des Clusterbaumes aus §9.2.4, und zur hierarchischen LU-Zerlegung. Die
dort präsentierten Testbeispiele zeigen, dass die geometriefreien Verfahren, die
nur auf den Matrixgraph-Daten beruhen, verlässlich gute Resultate liefern.

Geometriefreie Verfahren für Sattelpunktsysteme werden in Le Borne et al.
[108] behandelt.

9.3 Schwache Zulässigkeit

9.3.1 Definition und Abschätzungen

Die übliche η-Zulässigkeitsbedingung aus Definition 5.2.4 wird im Folgenden
als die starke Zulässigkeitsbedingung bezeichnet. Sie führt im Falle des 1D-
Modellproblems aus §5.1.2 zu der Partition aus Abbildung 5.1 (auf Seite 86).
Auf der anderen Seite gibt es die einfachere Partition aus den einführenden
Kapitel 3.1. Das dortige Modellformat Hp ist in Abbildung 3.1 (auf Seite 43)
wiedergegeben.

12 Man beachte hier einen entscheidenden Unterschied zwischen a) den schwach
besetzten Systemen, die Randwertaufgaben diskretisieren, und b) Randelement-
matrizen. Im letzten Falle ist der Euklidische Abstand entscheidend, da er die
Stärke der Singularität beschreibt. Der geodätische Abstand auf der Oberfläche
ist unerheblich. Im ersten Fall ist dagegen der geodätische Abstand innerhalb des
Gebietes maßgebend.
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Abb. 9.8. Partition
bei starker Zulässig-
keit

Man erkennt den wesentlichen Unterschied, wenn
man jeweils das obere rechte Viertel der Matrixformate
vergleicht. Im einfacheren Modellformat Hp befindet

sich dort nur ein einziger Block , während dieser

in Abbildung 5.1 gemäß der üblichen Zulässigkeits-
bedingung zur Diagonale hin weiter unterteilt ist, wie
Abbildung 9.8 zeigt.

Eine Zulässigkeitsbedingung, die im Falle des 1D-
Modellproblems aus §5.1.2 das Modellformat Hp repro-
duziert, ist

Admschwach(X,Y ) :=
{
true falls X ∩ Y leer oder vom Maß null,
false falls X ∩ Y positives Maß hat, (9.9)

wobei X und Y Teilintervalle von [0, 1] sind. Die durch (9.9) definierte
Zulässigkeitsbedingung sei jetzt als schwache Zulässigkeit bezeichnet. Sie
erfüllt die Bedingungen (5.13a-c), die in §5.2.3 an verallgemeinerte
Zulässigkeitsbedingungen gestellt werden. Sei Pschwach ⊂ T (I × I) die
Partition, die mit der schwachen Zulässigkeitsbedingung erzeugt wird,
während P = Pstark die übliche Partition bezeichne. Matrizen vom Modell-
format Hp gehören dann zu H(k, Pschwach), wobei in §5.1.2 k = 1 gewählt
worden war.

Offenbar gehört jedes M ∈ H(k, Pschwach) auch zu H(k, Pstark). Für die
umgekehrte Richtung gilt die

Anmerkung 9.3.1. Seien T (I) ein binärer Clusterbaum und M eine Matrix
mit M ∈ H(k, Pstark) für ein k ∈ N. Dann gilt M ∈ H(k′, Pschwach) für den
vergrößerten Rang

k′ := 4 + 3k · (depth(T (I × I, Pschwach))− 1) . (9.10)

Im Falle des Modellformates Hp mit nmin = 1 ist depth(T (I × I, Pschwach)) =
p− 1, wobei p = log2 #I.

Beweis. Der schlechteste Fall ist in Abbildung 9.8 illustriert. Der zugehörige
Block zerfällt in je drei Teilblöcke aus T (�)(I×I, Pschwach)) für � = 2, . . . , p−1.
Auf der Stufe � = p treten vier 1×1-Teilblöcke (vom Rang 1) auf. Die
Agglomeration aller 1 + 3kp Blöcke kann den Rang höchstens um diesen
Faktor vergrößern (vgl. Definition 1.3.8). Im Falle eines allgemeinen binären
Clusterbaumes ist p− 1 durch depth(T (I × I, Pschwach)) zu ersetzen.

Die Frage, ob eine Darstellung in H(k′, Pschwach) oder H(k, Pstark)
hinsichtlich des Speicherbedarfs günstiger ist, lässt sich einfach beantworten
(zur Vereinfachung gehen wir vom Modellformat Hp mit n = 2p = #I aus).
M ∈ H(k, Pstark) benötigt 24k−8+(6− 18k)n+6kn log2 n Speichereinheiten,
während H(k′, Pschwach) zu (2− 2k′)n + 2k′n log2 n führt. Asymptotisch
verhält sich der Aufwand wie 3k zu k′. Wenn wie in (9.10) k′ ≈ 3kp gilt,
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scheint die Darstellung in H(k′, Pschwach) ungünstig zu sein. Allerdings ist der
lokale Rang in (9.10) zu pessimistisch angegeben. Der lokale Rang verbessert
sich, wenn er blockweise variieren darf (ein analoger Ansatz findet sich in
§8.6).

Korollar 9.3.2. Seien T (I) wie in Anmerkung 9.3.1 und M ∈ H(k, Pstark).
Dann gilt M ∈ H(k′′, Pschwach) mit der lokalen Rangverteilung

k′′(b) = k′′� := 4 + 3k (p− 1− �)
für b ∈ P

(�)
schwach := Pschwach ∩ T (�)(I × I, Pschwach)).

Beweis. Der im obigen Beweis herangezogene Block aus Abbildung 9.8 gehört
zur Stufe � = 1. Für allgemeines � zerfällt der Block in je drei Teilblöcke aus
T (λ)(I × I, Pschwach)) für λ = �+ 1, . . . , p− 1.

Der Speicheraufwand für das Format aus Korollar 9.3.2 ist halbiert, er
beträgt ≈ k′n log2 n mit k′ aus (9.10).

Eine weitere Verbesserung ergibt sich, wenn man der folgenden Frage
nachgeht: Gegeben sei ein Integraloperator K mit asymptotisch glattem Kern
diskretisiert durch die Matrix K. Ferner sei eine Genauigkeit ε > 0 vorge-
geben. Die besten Approximationen Kstark,k ∈ H(k, Pstark) und Kschwach,k ∈
H(k, Pschwach) (bezüglich einer Matrixnorm ‖·‖) seien

Kbest
stark,k := arg min {‖M −K‖ : M ∈ H(k, Pstark)} ,

Kbest
schwach,k := arg min {‖M −K‖ : M ∈ H(k, Pschwach)} .

Im Falle der Frobenius-Norm ‖·‖ = ‖·‖F lassen sich die optimalen Approxi-
mationen durch die Anwendung von T H

k aus (7.6) erreichen (jeweils bezogen
auf die Partitionen Pstark und Pschwach).

Seien kstark = kstark(ε) und kschwach = kschwach(ε) die minimalen lokalen
Ränge, die notwendig sind, um die Genauigkeit ε zu erreichen:

kstark(ε) := arg min
{
k ∈ N :

∥∥K −Kbest
stark,k

∥∥ ≤ ε
}
,

kschwach(ε) := arg min
{
k ∈ N :

∥∥K −Kbest
schwach,k

∥∥ ≤ ε
}
.

Definitionsgemäß ist kstark/schwach konstant für alle Blöcke b ∈ P+
stark/schwach.

Die Aussage der Anmerkung 9.3.1 ergibt die Abschätzung

kschwach(ε) ≤ 4 + 3kstark(ε) · (depth(T (I × I, Pschwach))− 1) . (9.11)

9.3.2 Beispiel k(x, y) = log |x − y|

Dank der asymptotischen Glattheit von k(x, y) liefert Anmerkung 4.1.5 die
Asymptotik

kstark(ε) = O(log
1
ε
) (9.12a)
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(es liegt der eindimensionale Fall d = 1 vor). Mit Ungleichung (9.11) und
depth(T (I × I, Pschwach) = O(log n) ergibt sich

kschwach(ε) ≤ O
(
log

(
1
ε

)
log n

)
. (9.12b)

Eine Approximation von k(x, y) in b ∈ P+
schwach ist problematisch. Sei zum

Beispiel b = τ × σ mit Xτ = [0, 1/2] und Xσ = [1/2, 1] (stückweise kon-
stante Ansatzfunktionen vorausgesetzt). Für x ∈ Xτ und y ∈ Xσ hat
k(x, y) = log |x− y| eine Singularität bei x = y = 1/2. Folglich sind
globale Polynomapproximationen nicht zielführend. Dagegen lassen sich mit
hp-adaptiven Polynomapproximationen sowie mit der Sinc-Interpolation aus
§D.2 separable Entwicklungen angeben, die zu

kschwach(ε) ≤ O
(
log2

(
1
ε

))
(9.12c)

führen. Eine andere Variante der Sinc-Interpolation führt zu

kschwach(ε) ≤ O
(
log

(
1
ε

)
log

(
1
h

))
= O

(
log

(
1
ε

)
log n

)
. (9.12d)

Will man bis auf den Diskretisierungsfehler genau approximieren, ist

log
(

1
ε

)
= O( log n)

gefordert, sodass beide Schranken die identische Asymptotik O( log2 n) besit-
zen.

Numerische Experimente (siehe [84]) zeigen jedoch nicht das Verhalten
(9.12b,c), sondern eher kschwach(ε) ≈ O

(
log

(
1
ε

))
wie in (9.12a). Es lässt sich

auch das ungefähre Verhältnis von kschwach und kstark angeben:

kschwach(ε) ≈ c · kstark(ε), (9.12e)

wobei c eine Konstante zwischen 2 und 3.5 zu sein scheint.
Es ist noch eine offene Frage, wie die Lücke zwischen den theoretischen

Schranken und den numerisch beobachteten Resultaten zu schließen ist.

9.3.3 Zusammenhang mit der Matrixfamilie Mk,τ

Die Menge Mk,τ wurde in Definition 3.9.5 eingeführt.

Anmerkung 9.3.3. Sei k ∈ N0. Die Eigenschaft A ∈ Mk,τ für alle Cluster
τ ∈ T (I)\{I} impliziert A ∈ H(k, Pschwach) .

Beweis. Seien τ ′, τ ′′ die Söhne von I. Dann stimmt A|τ ′×τ ′′ mit der Unter-
matrix A12 aus (3.12) überein, was Rang (A|τ ′×τ ′′) ≤ k beweist. Gleiches
gilt für A|τ ′′×τ ′ . Die weiteren Blöcke von Pschwach gehören zu Hauptunter-
matrizen A|τ ′×τ ′ für τ ′ ∈ T (I)\{I}. Seien τ∗ und τ∗∗ die Söhne von τ ′. Da
τ∗ × τ∗∗ ∈ Pschwach, ist Rang(A|τ∗×τ∗∗) ≤ k zu beweisen. Dies folgt aus
Rang(A|τ∗×τ∗∗) ≤

τ∗∗⊂I\τ∗
Rang(A|τ∗×(I\τ∗)) ≤

A∈Mk,τ∗
k.

Die direkte Umkehrung der Implikation aus Anmerkung 9.3.3 ist nicht
richtig. Sie gilt aber, wenn in Mk,τ der Rang k geeignet erhöht wird.
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Lemma 9.3.4. Sei A ∈ H(k, Pschwach) für ein k ∈ N0. Dann folgt A ∈M�·k,τ

für alle Cluster τ ∈ T (�)(I) der Stufe � (vgl. (A.2)).

Beweis. Seien τ ∈ T (�)(I) und τ ′ = I\τ . Der Block τ × τ ′ schneidet � Blöcke
b ∈ PW , für die nach Voraussetzung Rang(A|b) ≤ k gilt. Daher ist der Rang
von A|τ×τ ′ durch � · k beschränkt. Analoges gilt für A|τ ′×τ .

Gemäß Definition 6.1.1 ist der Parameter k in H(k, Pschwach) im
Allgemeinen eine Funktion k : Pschwach → N0 . Das nächste Folgerung
beruht auf den Lemmata 3.9.7b und 9.3.4 und verwendet eine geringfügige
Verallgemeinerung von Anmerkung 9.3.3 auf eine variable Rangverteilung.

Folgerung 9.3.5 Sei A regulär mit A ∈ H(k, Pschwach) für konstantes
k ∈ N0 . Dann gilt A−1 ∈M�·k,τ für alle Cluster τ ∈ T (�)(I), was

A−1 ∈ H(k′, Pschwach) mit k′(b) = �k für b ∈ T (�)(I × I) ∩ Pschwach

nach sich zieht.

Die Anmerkung 9.3.3 lässt sich in verstärkter Form für H2-Matrizen
formulieren.

Anmerkung 9.3.6. Sei A ∈ Mk,τ für alle Cluster τ ∈ T (I). Dann gilt
A ∈ H2(k, Pschwach) (vgl. Definition 8.3.1) mit Unterräumen Vτ wie im Beweis
konstruiert.

Beweis. a) Es sei daran erinnert, dass die Aussage B ∈ Vτ ⊗Wσ äquivalent
zu Bild(B) ⊂ Vτ und Bild(B�) ⊂Wσ ist.

b) Für τ ∈ T (I) definiere man die Räume

Vτ := Bild(A|τ×τ ′) und Wτ := Bild((A|τ ′×τ )�),

wobei τ ′ := I\τ das Komplement von τ ist. Es gilt dimVτ = Rang(A|τ×τ ′) ≤
k und dimWτ ≤ k. Sei τ̇ ein Sohn von τ mit dem Komplement τ̇ ′ = I\τ̇ . Es
folgt Vτ |τ̇ = Bild(A|τ×τ ′)|τ̇ = Bild(A|τ̇×τ ′). Da τ̇ ⊂ τ die Inklusion τ ′ ⊂ τ̇ ′

impliziert, folgt Vτ |τ̇ ⊂ Bild(A|τ̇×τ̇ ′) = Vτ̇ . Analog gilt Wτ |τ̇ ⊂ Wτ̇ . Damit
sind die charakteristischen H2-Eigenschaften (8.9a,b) der Räume Vτ und Wτ

nachgewiesen.
c) Seien b = τ × σ ∈ Pschwach, τ

′ := I\τ und σ′ := I\σ. Aus σ ⊂ τ ′ folgt
Bild(A|b) ⊂ Bild(A|τ×τ ′) = Vτ . Analog ergibt sich Bild((A|b)�) ⊂ Wσ, was
A|b ∈ Vτ ⊗Wσ beweist (siehe Teil a) und damit A ∈ H2(k, Pschwach).

Im Gegensatz zu Anmerkung 9.3.3 gilt jetzt auch die Umkehrung der Aus-
sage.

Anmerkung 9.3.7. A ∈ H2(k, Pschwach) impliziert A ∈ Mk,τ für alle Cluster
τ ∈ T (I) .
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Beweis. Für alle τ ∈ T (I) ist der Block τ × (I\τ) eine (disjunkte) Vereinigung
von Blöcken bi = τ×σi ⊂ τi×σi ∈ Pschwach. Wegen der H2-Eigenschaft (8.9a)
folgt

Vτi
|τ ⊗Wσi

⊂ Vτ ⊗Wσi
.

Also sind die Bilder aller A|bi
in Vτ enthalten. Für die Summe der Bildräume

folgt damit Rang(A|τ×(I\τ)) ≤ dimVτ ≤ k.

Die Kombination der Anmerkungen 9.3.7 und 9.3.6 führt auf ein Resultat
über die Inverse.

Lemma 9.3.8. Sei H2(k, Pschwach) das H2-Format bezüglich der Unterraum-
familien

{Vτ = Bild(A|τ×τ ′), Wτ = Bild((A|τ ′×τ )�) : τ ∈ T (I)},

wobei τ ′ := I\τ . Es sei angenommen, dass alle Hauptuntermatrizen A|τ×τ

invertierbar sind. Dann gilt A−1 ∈ H2(k, Pschwach) bezüglich der Unterraum-
familien

{V̂τ := (A|τ×τ )−1 Vτ , Ŵτ := (A|τ×τ )−�Wτ : τ ∈ T (I)}.

Beweis. a) Sei τ ∈ T (I). Der Block A−1|τ×τ ′ der Inversen hat nach (3.10) die
Form −A−1

11 A12S
−1 mit

A11 = A|τ×τ , A12 = A|τ×τ ′ , A22 = A|τ ′×τ ′ und S = A22 −A21A
−1
11 A12.

Wegen

Bild(A−1|τ×τ ′) = Bild(A−1
11 A12S

−1) ⊂ Bild(A−1
11 A12) = A−1

11 Bild(A12)

= (A|τ×τ )−1
Bild(A|τ×τ ′) = (A|τ×τ )−1 Vτ = V̂τ

sind die Bilder der Blöcke in den entsprechenden Räumen enthalten.
b) Seien τ1, τ2 ∈ S(τ) die Söhne von τ. Zum Nachweis der H2-Struktur

ist die Schachtelungsbedingung V̂τ |τ1 ⊂ V̂τ1 zu zeigen. Wir setzen nun
Aij = A|τi×τj

für 1 ≤ i, j ≤ 2. Die erste Blockzeile von (A|τ×τ )−1 lautet
dann

[
A−1

11 +A−1
11 A12S

−1A21A
−1
11 −A−1

11 A12S
−1

]
. Wir schließen daraus

V̂τ |τ1 =
(
(A|τ×τ )−1 Vτ

)
|τ1 ⊂

(
A−1

11 +A−1
11 A12 · · ·

)
Vτ |τ1 +A−1

11 A12S
−1Vτ |τ2 .

Die H2-Eigenschaft von Vτ impliziert A−1
11 Vτ |τ1 ⊂ A−1

11 Vτ1 = V̂τ1 . Die rest-
lichen Terme liegen in Bild(A−1

11 A12) = V̂τ1 (siehe Teil a).
Die Anmerkungen 9.3.7, 9.3.6 und Lemma 9.3.8 lassen sich leicht auf

H2(k, Pschwach) für einen stufenabhängigen Rang k = (k�)
L
�=1 verallgemei-

nern.
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9.4 Kreuzapproximation

9.4.1 Basisverfahren und theoretische Aussagen

Sei M ∈ R
τ×σ eine Matrix, die durch eine (globale) Rang-k-Matrix approxi-

miert werden soll. Da insbesondere an größere Dimensionen #τ und #σ ge-
dacht ist, sind Alternativen zur Singulärwertzerlegung gesucht. Aus Gründen
des Speichers und der Berechnungskosten können wir nicht davon ausgehen,
dass M mit ihren #τ ·#σ Koeffizienten explizit vorliegt. Ein Ausweg ist die
zweite Version der Funktionsdarstellung aus §1.3.2.12: Eine Funktion μ(i, j)
liefere die Matrixkomponente μ(i, j) = Mij für Indexpaare i ∈ τ und j ∈ σ.
Jeder Funktionsaufruf bedeutet im Falle einer Integralgleichungsmatrix (1.28)
eine möglicherweise aufwändige Quadratur. Somit möchte man die Zahl der
Funktionsaufrufe μ(i, j) gering halten. Man muss also notwendigerweise auf
der Basis einer unvollständigen Kenntnis von M die Approximierende R be-
stimmen.

Dies führt auf die folgende grundsätzliche Frage:

• Sei M ∈ R
τ×σ. Lässt sich eine gute Approximation durch eine Rang-k-

Matrix R bestimmen, die durch eine geringe Anzahl von Komponenten
Mij definiert ist?

Wie im Einführungskapitel §8.1 zu H2-Matrizen wird eine Approximation
im Tensorraum V ⊗ W gesucht, wobei die Vektorräume V und W mit Hilfe
von M konstruiert werden:

τ∗ ⊂ τ, σ∗ ⊂ σ, V := Bild(M |τ×σ∗), W := Bild
(
(M |τ∗×σ)�

)
.

τ∗ und σ∗ sollen kleine Teilmengen sein, wobei insbesondere an #τ∗ = #σ∗ =
k gedacht ist. Die Spalten j ∈ σ∗ von M spannen V auf, die Zeilen i ∈ τ∗

spannen W auf. Gemäß (8.3) hat jede Matrix aus V ⊗W die Form

R := M |τ×σ∗ ·K ·M |τ∗×σ mit K ∈ R
σ∗×τ∗

(9.13)

(K: Koeffizientenmatrix). Unter der Annahme #τ∗,#σ∗ ≤ k folgt R ∈
R(k, τ, σ). Dass der Ansatz (9.13) im Prinzip erfolgreich ist, zeigt das folgende
Approximationsresultat.

Satz 9.4.1 ([47, Corollary 3.1]). Seien k ∈ N, M ∈ R
τ×σ und Rbest :=

T R
k M die Bestapproximation in R(k, τ, σ). Dann gilt

min
R aus (9.13)

mit #τ∗,#σ∗≤k

‖M −R‖2 ≤
(
1 + 2

√
k
(√

#τ +
√

#σ
))

‖M −Rbest‖2 .

Praktisch ist dieses Resultat nicht verwertbar, da die Minimierung auf der
linken Seite über alle R aus (9.13) ein sehr schwieriges Problem darstellt.
Außerdem ist Wahl von R von allen Koeffizienten von M abhängig. Sie gibt
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daher keine Antwort auf die obige Frage. Ein ähnliches Resultat enthält der
nächste Satz, in dem die Matrix K aus (9.13) sowie die Indexteilmengen τ∗

und σ∗ genauer charakterisiert werden.

Satz 9.4.2 ([48]). Seien M ∈ R
τ×σ und k ∈ N mit k ≤ min{#τ,#σ}. Die

Teilmengen τ∗ ⊂ τ und σ∗ ⊂ σ mit #τ∗ = #σ∗ = k seien so gewählt,
dass |detM |τ∗×σ∗ | = max {|detM |τ ′×σ′ | : #τ ′ = #σ′ = k} . ‖·‖C bezeichne
die Maximumnorm ‖A‖C := max {|Aij | : i ∈ τ, j ∈ σ}. Dann gilt

∥∥∥M −M |τ×σ∗ · (M |τ∗×σ∗)−1 ·M |τ∗×σ

∥∥∥
C
≤ (k + 1) ‖M −Rbest‖2

für Rbest := T R
k M , falls detM |τ∗×σ∗ = 0. Falls detM |τ∗×σ∗ = 0, ist

Rank(M) < k.

Man beachte, dass die Approximierende aus Satz 9.4.2 die Form (9.13)
mit K := (M |τ∗×σ∗)−1 besitzt (vgl. (9.15)).

9.4.2 Praktische Durchführung der Kreuzapproximation

Ein Spezialfall der Approximation ist die Interpolation. Unter Interpolation
in den Zeilen i ∈ τ∗ und Spalten j ∈ σ∗ wird folgende Eigenschaft verstanden:

(M −R)ij = 0 für i ∈ τ∗ oder j ∈ σ∗. (9.14)

Falls #τ∗ = #σ∗ = 1, stellen die Indexpaare {(i, j) : i ∈ τ∗ oder j ∈ σ∗} ein
“Kreuz” dar, das dem folgenden Verfahren den Namen “Kreuzapproximation”
gegeben hat.

Sei k vorgegeben. Die Teilmengen τ∗ und σ∗ werden iterativ definiert:

1. Start: � := 0, R0 := 0, τ∗ := σ∗ := ∅.
2. Iteration: � := �+ 1,
3. suche einen geeigneten Spaltenindex j� ∈ σ\σ∗, setze σ∗ := σ∗ ∪ {j�} und

bestimme die zugehörigen Matrixkomponenten Mi,j�
für alle i ∈ τ,

4. suche einen geeigneten Zeilenindex i� ∈ τ\τ∗ mit (M −R�−1)i�,j�
= 0,

setze τ∗ := τ∗ ∪ {i�} und bestimme die zugehörigen Matrixkomponenten
Mi�,j für alle j ∈ σ,

5. setze R� := R�−1 + αab� mit

ai := (M −R�−1)i,j�
(i ∈ τ),

bj := (M −R�−1)i�,j (j ∈ σ),

α := 1/ (M −R�−1)i�,j�
.

Falls � < k, wiederhole man die Iteration bei 2. Andernfalls ist R := Rk

die vorgeschlagene Approximation.
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Was in den Schritten 3 und 4 “geeignet” bedeuten soll, wird noch zu
interpretieren sein.

Die entscheidenden Kosten sind die Auswertungen der M -Koeffizienten in
den Schritten 3 und 4, weil die Bestimmung der Komponenten von R�−1 in
Schritt 5 vernachlässigbar billig ist.

Die Konstruktion in Schritt 5 liefert ein R�, das M in der i�-ten Zeile
und j�-ten Spalte interpoliert. Die Interpolationseigenschaft bleibt während
der Iteration erhalten, sodass (9.14) folgt. Da bei jedem Schritt 5 der Rang
höchstens um eins erhöht wird, ist R� ∈ R(�, τ, σ) offensichtlich.

Es gilt aber nicht nur Rang(R�) ≤ �, sondern die Gleichheit Rang(R�) = �,
wenn im Schritt 5 a = 0 und b = 0 gilt. Einen wesentlichen Beweisschritt
hierfür enthält die

Übung 9.4.3. Seien M, R1 = αab� und i1, j1 wie im obigen Algorithmus.
Man zeige: Wenn a = 0 und b = 0, so gilt Rang(M−R1) ≤ Rang(M)−1. Hin-
weis: Sei e der j1-te Einheitsvektor. Man zeige e /∈ Bild(M)⊥ = Kern(M�)
und Bild(M −R1)⊥ ⊃ span{Bild(M)⊥, e} und verwende Anmerkung 2.1.1d.

Gilt in allen Iterationsschritten a = 0 und b = 0, folgt Rang(M − R�) ≤
Rang(M) − �. Dies impliziert Rang(R�) ≥ �, sodass zusammen mit der
vorherigen Ungleichung Rang(R�) ≤ � die Gleichheiten

Rang(R�) = �, Rang(M −R�) = Rang(M)− �

folgen. Unter diesen Voraussetzungen ist M |τ∗×σ∗ regulär.
Da (9.14) auch in der Form (M −R) |τ∗×σ = O und (M −R) |τ×σ∗ = O

geschrieben werden kann, sieht man leicht, dass R die Darstellung (9.13) mit

K = (M |τ∗×σ∗)−1 (9.15)

besitzt.
Zunächst geben wir ein positives Resultat an: Falls Rang(M) = k gilt,

rekonstruiert der Algorithmus die Bestapproximation M = Rk.

Anmerkung 9.4.4. M habe exakt den Rang k. Ein Spaltenindex werde als
“geeignet” bezeichnet, wenn die Spalte von M − R�−1 nicht den Nullvektor
ergibt. Dann gilt: Der Algorithmus ist durchführbar und endet nach k
Schritten mit M = Rk.

Beweis. Wegen Rang(M − R�) = Rang(M) − � = k − � > 0 für � ≤ k ist
M − R�−1 = O und erlaubt die Wahl von a = 0 und b = 0 in Schritt 5.
Für � = k zeigt Rang(M −R�) = 0, dass R = Rk = M.

Falls die Indexteilmengen τ∗ und σ∗ a priori gegeben sind, können die
Indizes i� (j�) diese Mengen in beliebiger Reihenfolge durchlaufen. Die Dar-
stellung (9.13) mit (9.15) zeigt, dass das Resultat von der Reihenfolge un-
abhängig ist. Im Allgemeinen möchte man die Indexmengen jedoch erst im
Laufe des Algorithmus festlegen.
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Wahl des Spaltenindex j�:
Damit j� ∈ σ\{j1, . . . , j�−1} geeignet ist, muss in der j�-ten Spalte von

M −R�−1, die in Schritt 3 berechnet wird, ein Nichtnullelement vorkommen.
Falls eine Nullspalte gefunden wurde, ist ein neues j� zu suchen. Falls es
für kein j� eine Nichtnullspalte gibt, ist M = R�−1, sodass R�−1 bereits die
optimale Approximation darstellt.

Für � = 1 kann j1 zum Beispiel zufällig gewählt werden. Eine mögliche
deterministische Wahl kann geometrisch begründet sein: Der Träger Xj1 möge
nahe am Zentrum der dem Cluster τ zugeordneten Menge Xτ liegen.

Für � ≥ 2 kann j� wieder zufällig gewählt werden. Da aber die Information
aus dem vorherigen Schritt zur Verfügung steht, liegt eine andere Auswahl-
regel näher: Von M − R�−2 ist die i�−1-te Zeile bekannt. Man wähle j� so,
dass

| (M −R�−2)i�−1,j�
| = max

j∈σ
| (M −R�−2)i�−1,j | . (9.16a)

Wahl des Zeilenindex i�:
Neben einer zufälligen Wahl kommt die zum letzten Fall analoge Regel in

Betracht. Die Standardwahl ist der betragsmäßig größte Eintrag der j�-ten
Spalte von M −R�−1, d.h. i� erfülle

| (M −R�−1)i�,j�
| = max

i∈τ
| (M −R�−1)i,j�

| . (9.16b)

9.4.3 Adaptive Kreuzapproximation

Falls man die Rangschranke k nicht a priori festlegt, benötigt man ein
Abbruchkriterium. Dazu wählt man ein ε > 0 und testet zum Beispiel, ob die
im letzten (�-ten) Schritt erhaltenen Vektoren a(�) und b(�) die Ungleichung

‖a(�)‖2‖b(�)‖2 ≤ εrel‖a(1)‖2‖b(1)‖2 (9.17a)

(a(1), b(1) sind die im ersten Schritt erhaltenen Vektoren) oder

‖a(�)‖2‖b(�)‖2 ≤ εabs (9.17b)

erfüllen. Unter den Annahmen, dass der RestfehlerM−R� kleiner alsM−R�−1

ist und M −R�−1 ≈ R� −R�−1, folgt

‖M −R�‖2 � ‖M −R�−1‖2 ≈ ‖R� −R�−1‖2 = ‖R� −R�−1‖2
= ‖a(�)b(�)�‖2 = ‖a(�)‖2‖b(�)‖2.

Im Falle von (9.17b) vermutet man ‖M − R�‖2 � εabs. Unter der weiteren
Annahme ‖M‖2 ≈ ‖R1‖2 folgt mit (9.17b) die relative Fehlerschätzung
‖M −R�‖2 � εrel‖M‖2 .

In [6], [15] und [14] finden sich weitere Kriterien. In diesen Fällen wird
der Rang k adaptiv (zu ε) bestimmt. Der Name adaptive Kreuzapproximation
wird häufig durch ACA abgekürzt.

Hinsichtlich der Implementierung ist die folgende Anmerkung sehr wichtig.
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Anmerkung 9.4.5. Im Falle von Matrizen zu Integraloperatoren reicht die Im-
plementierung einer Prozedur (Funktion) μ, die zu einem Indexpaar i, j den
Matrixeintrag μ(i, j) = Mij berechnet (diese Implementierung ist nichttrivial,
da Teilmengen Xi und Xj der Mannigfaltigkeit Γ und die zugehörige Quadra-
tur des Integrals (1.28) zu realisieren sind). Ist die Matrix M mittels dieser
Prozedur μ gegeben, ist das weitere Vorgehen “blackbox”-artig.

Im alternativen Fall der H-Matrixkonstruktion durch separable Entwick-
lungen der Kernfunktion wird diese Prozedur ebenfalls benötigt, da sie für die
Nahfeldkomponenten (i, j) ∈ b ∈ P− verwendet wird. Daneben braucht man
aber weitere Prozeduren, die die Integrale (4.33) realisieren. Dies ist nur mit
zusätzlichen13 Informationen über die Basisfunktionen, die Kernfunktion und
den Integrationsbereich Γ möglich.

Nach den bisherigen positiven Resultaten ist nun auf negative Aussagen
hinzuweisen, die in der Natur der partiellen Information liegen.

Anmerkung 9.4.6. Auch bei geänderter Auswahl der Zeilen- und Spaltenindi-
zes kann im Allgemeinen weder eine Fehlerabschätzung ‖M −R�−1‖ < ε ‖M‖
garantiert werden, noch wird eine Rang-k-Matrix M nach k Schritten (wie in
Anmerkung 9.4.4) rekonstruiert.

Der scheinbare Widerspruch zu Anmerkung 9.4.4 ergibt sich aus der Tat-
sache, dass in Anmerkung 9.4.4 per Definition eine Nichtnullspalte ausgewählt
wird. Dies ist aber kein konstruktives Kriterium, wie das folgende Gegen-
beispiel zeigt, das zugleich den Beweis der Anmerkung 9.4.6 ergibt.

Beispiel 9.4.7. Sei M ∈ R
τ×σ die Rang-1-Matrix mit Mij = 1 für i = i0 und

j = j0 und Mij = 0 sonst. Deterministische Auswahlkriterien werden die
Nicht-Null-Spalte für geeignete j0 nicht bzw. erst im #σ-ten Schritt finden14.
Auch Zufallsverfahren führen auf einen Erwartungswert O(#σ) für die Zahl
der auszuwertenden Spalten.

Dieses Gegenbeispiel ist nicht typisch für die von Integraloperatoren er-
zeugten Matrizen. Im Falle des Doppelschichtpotientials können aber Matrix-
blöcke der Form

M =
[

0 A
B 0

]
(9.18)

auftreten, wobei die Nullen dadurch entstehen, dass die Indexpaare in der
gleichen ebenen Flächenkomponente einer Oberfläche Γ liegen, denn der
Doppelschichtkern enthält einen Faktor 〈n, x− y〉 (n: Normalenrichtung), der
im genannten Falle verschwindet (vgl. §10.1.3).

13 Insbesondere der letzte Punkt kann zu Implementierungsschwierigkeiten führen,
wenn fremde Software eine nur schwer zugängliche Information über die Appro-
ximation von Γ enthält.

14 Zu jedem deterministischen Kriterium lassen sich i0, j0 so wählen, dass sie erst
im #σ-ten Schritt gefunden werden.
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Beispiel 9.4.8. Im Falle der Matrix M aus (9.18) und der Auswahlkriterien
(9.16a,b) wird bestenfalls ein Rk bestimmt, dass nur A bzw. nur B appro-
ximiert. Genauer gilt: Liegt der erste Index j1 im zweiten Teil, werden nur
Daten von A berücksichtigt, andernfalls nur die Daten von B.

Beweis. Liegt j1 im zweiten Teil, enthält die Spalte neben den Daten aus A
nur Nullen. In der Definition von i1 gemäß (9.16b) liegt das Maximum wieder
im ersten Zeilenbereich usw.

Was die Sinnhaftigkeit der Indexwahl von j� bzw. i� mittels der maxi-
malen Komponenten betrifft, liegt hier die gleiche Problematik wie bei der

Gauß-Elimination vor. Beim Gleichungssystem Mx = b mit M =
[
ε 1
1 2

]

(ε > 0 klein) sollte sicherlich M21 = 1 als erstes Pivotelement der Elimi-
nation gewählt werden. Diese Pivotwahl sollte sich nicht ändern, wenn das
Gleichungssystem mit D = diag{1/ε, ε} skaliert wird: DMx = Db, da sich
das Rundungsfehlerverhalten mit der Skalierung nicht ändert. Aber die übliche

Spaltenpivotwahl angewandt auf DM =
[

1 1/ε
ε 2ε

]
wählt M11 als Pivotelement.

Die Skalierung mag in diesem Beispiel etwas künstlich wirken, aber in Rand-
elementanwendungen entstehen Matrizen, deren Einträge hinsichtlich ihrer
Größe in der Regel von der lokalen Schrittweite abhängen. Bei lokalen Ver-
feinerungen sind daher die entsprechenden Zeilen und Spalten systematisch
herunterskaliert, was zu einer nichtoptimalen Auswahl der j� bzw. i� führen
kann.

Im Falle der Gauß-Elimination steht als Alternative noch die volle Pivot-
wahl zur Verfügung. Diese Möglichkeit entfällt bei der Kreuzapproximation,
da man hierfür die Kenntnis aller Matrixelemente benötigt.

Insgesamt lässt sich feststellen, dass das ACA-Verfahren blackbox-artig
angewandt werden kann, dass aber verlässliche Fehleraussagen (und damit
die Richtigkeit des adaptiven Vorgehens) im Allgemeinen nicht mit Sicherheit
erwartet werden können. Diese erfordern analytische Annahmen, die sich am
besten in die Form kleiden lassen, dass die Matrix M Koeffizienten der Form
Mij = f(xi, xj) besitzt mit entsprechenden Annahmen an die Funktion f .

9.4.4 Erzeugung separabler Entwicklungen mittels
Kreuzapproximation

In §9.4 wurde das ACA-Verfahren auf Matrizen angewendet. Das Verfahren
kann aber auch auf Funktionen κ(x, y) angewandt werden, um separable Ent-
wicklungen κ

(k)(x, y) zu erzeugen.
Sei

E0(x, y) := κ(x, y) ∈ C (X × Y ) . (9.19a)

Das Verfahren verwendet eine Auswahl von Stützstellen xi, yi (1 ≤ i ≤ k).
Beginnend mit E0 berechnet man rekursiv



244 9 Verschiedene Ergänzungen

Ei(x, y) := Ei−1(x, y)−
Ei−1(xi, y)Ei−1(x, yi)

Ei−1(xi, yi)
(i = 1, . . . , k). (9.19b)

Offenbar sind xi und yi so zu wählen, dass Ei−1(xi, yi) = 0.
Die Bezeichnung Ei deutet darauf hin, dass es sich um den Fehler handelt,

d.h. die gewünschte Approximation κ
(k)(x, y) lautet

κ
(k)(x, y) := κ(x, y)− Ek(x, y) =

k∑

i=1

Ei−1(x, yi)Ei−1(xi, y)
Ei−1(xi, yi)

, (9.19c)

wie man sofort aus (9.19a,b) ableitet.

Lemma 9.4.9. Es gelte Ei−1(xi, yi) = 0 für i = 1, . . . , k. Dann ist κ
(k) aus

(9.19c) eine separable Funktion, die sich auch als

κ
(k)(x, y) =

k∑

i,j=1

α
(k)
ij κ(x, yi)κ(xj , y) (9.20a)

schreiben lässt. Es gilt die Interpolationseigenschaft

κ
(k)(xi, y) = κ(xi, y) und κ

(k)(x, yi) = κ(x, yi)
für alle i = 1, . . . , k und x ∈ X, y ∈ Y.

(9.20b)

Beweis. a) Die rechte Seite in (9.19c) beweist die Separabilität.
b) Zum Beweis von (9.20a) wird Induktion für die äquivalente Aussage

Ei(x, y) = κ(x, y)−
i∑

ν,μ=1

α(i)
νμ κ(x, yν) κ(xμ, y) (0 ≤ i ≤ k) (9.20c)

verwendet, die definitionsgemäß für i = 0 gilt. Einsetzen der Darstellung
(9.20c) mit i− 1 (anstelle von i) in die Definition (9.19b) liefert

Ei(x, y) = Ei−1(x, y)−
Ei−1(x, yi)Ei−1(xi, y)

Ei−1(xi, yi)

= κ(x, y)−
i−1∑

ν,μ=1

α(i−1)
νμ κ(x, yν) κ(xμ, y)−

κ(x, yi)κ(xi, y)
Ei−1(xi, yi)

+

(∑i−1
ν,μ=1 α

(i−1)
νμ κ(xi, yν) κ(xμ, y)

)
κ(x, yi)

Ei−1(xi, yi)

+
κ(xi, y)

(∑i−1
ν,μ=1 α

(i−1)
νμ κ(x, yν) κ(xμ, yi)

)

Ei−1(xi, yi)

−

(∑i−1
ν,μ=1 α

(i−1)
νμ κ(xi, yν) κ(xμ, y)

)(∑i−1
ν,μ=1 α

(i−1)
νμ κ(x, yν) κ(xμ, yi)

)

Ei−1(xi, yi)
.
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Offenbar ist die rechte Seite von der gleichen Form wie in (9.20c) und definiert
die Koeffizienten α

(i)
νμ.

c) Die Interpolationseigenschaft (9.20b) ist äquivalent zu Ei(xν , y) =
Ei(x, yν) = 0 für 1 ≤ ν ≤ i. Der Induktionsbeginn ist die leere Aussage.
Die Induktionsbehauptung für Ei−1 beweist über (9.19b), dass Ei(xν , y) =
Ei(x, yν) = 0 für 1 ≤ ν ≤ i−1. Für ν = i ergibt die Konstruktion (9.19b), dass
Ei(xi, y) = Ei−1(xi, y)− Ei−1(xi,y)Ei−1(xi,yi)

Ei−1(xi,yi)
= Ei−1(xi, y)− Ei−1(xi, y) = 0

und analog Ei(x, yi) = 0.
Am einfachsten ist es, die Stützstellen xi und yi a priori vorzugeben,

wobei die Wahl ähnlich wie zum Beispiel bei der Polynominterpolation
vorgenommen werden kann. Eine Übertragung der adaptiven Wahl (9.16a)
und (9.16b) ist nicht wortwörtlich möglich, da die Maxima über Mengen
unendlicher Kardinalität zu bilden wären. Denkbar wäre es, die x- und
y-Werte auf ein Gitter zu beschränken und dann analog zum ACA-Verfahren
vorzugehen.

Der Aufwand des Verfahrens (9.19a-c) ist im Wesentlichen durch die Zahl
k2 der κ-Funktionsauswertungen bestimmt. Bei einem adaptiven Vorgehen
mit weiteren Funktionsauswertung steigt die Anzahl entsprechend.

Das hier beschriebene Verfahren ist die implizite Grundlage für die Kon-
vergenzbeweise der Algorithmen aus §9.4 und ist entsprechend in den dort
zitierten Arbeiten analysiert worden. Später wurden sie z.B. in [33, 32] wieder-
entdeckt (“Newton-Geddes-Verfahren”) und zur numerisch-symbolischen
Quadratur von

∫∫
κ(x, y)dxdy verwendet.

9.4.5 Die hybride Kreuzapproximation

Die separable Approximation (9.20a) wird nun auf Integraloperatoren ange-
wandt. Die Systemmatrix ist gemäß (1.28) durch

Mij =
∫

Γ

∫

Γ

κ(x, y)φi(x)φj(y)dΓxdΓy

gegeben. Die Beschränkung auf (i, j) ∈ τ × σ = b für einen zulässigen Block
b ∈ P erlaubt, die Integration auf

∫
Xτ

∫
Xσ

zu beschränken. Die Träger Xτ und
Xσ sind in Quadern Qτ und Qσ enthalten (vgl. §5.4.2). Man beachte hier die
Anmerkung 5.2.3: Während Xτ und Xσ auf der (d− 1)-dimensionalen Inte-
grationsoberfläche liegen, sind Qτ und Qσ d-dimensionale Quader. In Qτ und
Qσ lassen sich leicht jeweils md Interpolationspunkte xμ ∈ Qτ und yν ∈ Qσ

auswählen (z.B. Čebyšev-Knoten, vgl. §4.2.2). Ersetzung der Kernfunktion
κ(x, y) durch κ

(k)(x, y) aus (9.20a) mit k = md liefert

M̃ij =
∫

Γ

∫

Γ

κ
(k)(x, y)φi(x)φj(y)dΓxdΓy

=
∑

ν,μ∈{1,...,m−1}d

α(k)
ν,μ

∫

Γ

κ(x, yν)φi(x)dΓx

∫

Γ

κ(xμ, y)φj(y)dΓy
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und damit die Darstellung M̃ |b =
∑

ν,μ vν Kν,μ w�
μ aus (8.3) mit

(vν)i =
∫

Γ

κ(x, yν)φi(x)dΓx, (wμ)j =
∫

Γ

κ(xμ, y)φj(y)dΓy, Kν,μ = α(k)
ν,μ.

Da hier die Kreuzapproximationstechnik mit der üblichen Integralappro-
ximation durch separable Kerne kombiniert wird, wurde für dies Vorgehen
der Name “hybride Kreuzapproximation” und das Kürzel HCA eingeführt
(vgl. Börm-Grasedyck [25]). Die speziellen Vorteile aus Anmerkung 9.4.5 sind
nicht mehr gegeben, da die Γ -Quadraturen zusätzlich zu implementieren sind.
Dafür sind gesicherte Fehleraussagen möglich.

Der Aufwand zur Bestimmung von κ
(k) wurde in §9.4.4 mit k2 = m2d

κ-Auswertungen angegeben. Quadraturverfahren zur Approximation von
(vν)i und (wμ)j erfordern weitere Auswertungen.

9.5 Kriterien für Approximierbarkeit in H(k, P )

Damit eine Matrix M ∈ R
τ×σ sinnvoll durch eine H-Matrix Mk ∈ H(k, P )

approximiert werden kann, ist zunächst zu klären, wie klein der Fehler∥∥M − T H
k (M)

∥∥
F

der Bestapproximation T H
k (M) ist (vgl. Lemma 7.2.1). Die

erhoffte Genauigkeit ist eine exponentielle Asymptotik
∥∥M − T H

k (M)
∥∥

F
=

O(exp(−ckα). Eine zweite Frage ist die konkrete Konstruktion einer Matrix
MH ∈ H(k, P ), die eine ähnliche Genauigkeit erzielt.

Im nachfolgenden Kapitel zu den Randelementmatrizen bilden die separa-
blen Entwicklungen aus §4 den Schlüssel für eine exponentielle Fehlerschranke.

Bei Finite-Element-Matrizen verwendet man zur Abschätzung des Pro-
jektionsfehlers

∥∥M − T H
k (M)

∥∥
F

analytische Eigenschaften der Greenschen15

Funktion (vgl. §11).
Eine einfache algebraische Eigenschaft wird in dem folgenden, hinrei-

chenden Kriterium verwendet. Hierbei wird die Abstandsfunktion δ(·, ·) der
Knoten im Matrixgraphen G(M) verwendet (vgl. Definition A.1.1 und (A.1)).

Kriterium 9.5.1 Die Partition P ⊂ T (I × I) sei mit Hilfe einer Zulässig-
keitsbedingung (5.9a) definiert, in der die Metrik

diam(τ) := 1 + max{δ(i, j) : i, j ∈ τ},
dist(τ, σ) := min{δ(i, j) : i ∈ τ, j ∈ σ}

(9.21a)

verwendet wird. Für geeignete positive Konstanten c1, α gelte die Ungleichung

diam(τ) ≥ c1 (#τ)α für alle τ ∈ T (I). (9.21b)

Sei M ∈ R
I×I eine Matrix mit der Eigenschaft

15 George Green, geboren im Juli 1793 in Sneinton, Nottingham, gestorben am 31.
Mai 1841 ebenda.
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|Mij | ≤ c2 q
δ(i,j) für alle i, j ∈ I, wobei q < 1. (9.21c)

Dann erfüllt die mittels

Mk|b :=
{
M |b für b = τ × σ ∈ P mit #τ#σ ≤ k2,
O für b = τ × σ ∈ P mit #τ#σ > k2,

(9.21d)

blockweise definierte H-Matrix Mk ∈ H(k, P ) die Fehlerabschätzung

‖M −Mk‖2 ≤ Csp(P ) c2 (1 + depth(T (I × I, P ))) · O(rkα

) (9.21e)

mit r < qc1/η (η ist der Faktor aus der Zulässigkeitsbedingung (5.9a)). Die
Genauigkeit ε > 0 wird mit k = O(log1/α 1

ε ) erreicht.

Beweis. a) Da Rang(Mk|b) ≤ min{#τ,#σ} ≤
√

#τ#σ ≤ k für alle
b ∈ P , gehört Mk zu H(k, P ). Sei E = M − Mk die Fehlermatrix. Für
min{#τ,#σ} ≤ k ist E|b = O. Lemma 6.5.8 erlaubt daher eine Abschätzung
von ‖E‖2 , sobald die lokalen Spektralnormen von E|b = M |b im Falle von
#τ#σ > k2 bestimmt sind.

b) Für #τ#σ > k2 und i ∈ τ , j ∈ σ soll die Fehlerkomponente Eij = Mij

abgeschätzt werden. Die Zulässigkeitsbedingung (5.9a) impliziert

δ(i, j) ≥ dist(τ, σ) ≥ max{diam(τ),diam(σ)}/η (i ∈ τ, j ∈ σ).

Mit (9.21b) für τ und σ folgt δ(i, j) ≥ c1 (#τ)α
/η ebenso wie die Un-

gleichung δ(i, j) ≥ c1 (#σ)α
/η. Die Kombination beider Aussagen liefert

δ(i, j) ≥ c1 (#τ#σ)α/2
/η und somit

|Eij | = |Mij | ≤ c2 q
c1(#τ#σ)α/2/η.

Eine grobe Abschätzung der Spektralnorm ergibt

‖E|b‖2 ≤
√

#τ#σ max
i∈τ, j∈σ

|Eij | ≤ c2
√

#τ#σ qc1(#τ#σ)α/2/η.

Die rechte Seite kann vereinfacht werden: Sei kmin ≤ k. Für eine geeignete
Konstante c′1 = c′1(kmin) > c1 gilt die Ungleichung � qc1�α/2/η ≤ qc′1�α/2/η für
alle � > kmin, sodass

‖E|b‖2 ≤ c2 q
c1(#τ#σ)α/2/η <

#τ#σ>k2
c2 q

c′1kα/η.

Lemma 6.5.8 zeigt ‖E‖2 ≤ Csp(P ) (1 + depth(T (I × J, P ))) c2 qc′1kα/η. Die
Ungleichungen c′1 > c1 und r := qc′1/η < qc1/η sind äquivalent und ergeben
(9.21e).

Die Ungleichung (9.21b) charakterisiert die Dimension d := 1/α des
Graphen. Wäre G(M) Teilmenge des Graphen mit den Knoten Z

d und den
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Kanten zwischen den Nachbarn ν, μ ∈ Z
d mit ‖ν − μ‖2 = 1, ergäbe sich

#τ ≤ diam(τ)d, also α = 1/d.
Falls c2 eine Konstante ist, wird c2O(rkα

) zu O(rkα

). Auch wenn
c2 = O(h−β) schrittweitenabhängig ist, kann dieser Faktor aufgrund des ex-
ponentiellen Abfalls von O(rkα

) durch eine geeignete Wahl von k kompensiert
werden (vgl. Lemma 4.1.4).

Anmerkung 9.5.2. a) Eine Bandmatrix mit fester Bandbreite erfüllt stets die
Eigenschaft (9.21c).

b) Die bei der Diskretisierung lokaler Operatoren (z.B. Differential-
operatoren) entstehenden schwach besetzten Matrizen besitzen im Allge-
meinen die Eigenschaft, dass Mij = 0 für δ(i, j) ≥ δ0 > 0. Dann ist (9.21c)
erfüllt.

c) Eine weitere, auf den Beweis von Kriterium 9.5.1 zugeschnittene Zu-
lässigkeitsbedingung ist die Ungleichung

√
diam(τ) · diam(σ) ≤ η dist(τ, σ),

die einen Kompromiss zwischen (5.8) und (5.9a) darstellt.

Eine Variante des Kriteriums, die die Zulässigkeitsbedingung (5.9a)
mit den üblichen dist- und diam-Funktionen verwendet, folgt. Die Voraus-
setzungen (9.22a,b) werden im Finite-Elemente-Kontext in Lemmata 11.1.4
und 11.1.3 bewiesen werden.

Kriterium 9.5.3 P ⊂ T (I× I) sei eine Partition mit (5.9a), und diam, dist
seien gemäß (5.6a,b) definiert. Für geeignete positive Konstanten C1, d und
einen Skalierungsparameter h > 0 seien die Ungleichungen

diam(Xτ )d ≥ C1h
d#τ für alle τ ∈ T (I) (9.22a)

vorausgesetzt. M ∈ R
I×I sei eine Matrix mit der Eigenschaft

|Mij | ≤ c2 q
dist(Xi,Xj)/h für alle i, j ∈ I, wobei q < 1. (9.22b)

Dann führt die Wahl (9.21d) auf Mk ∈ H(k, P ) mit der Fehlerabschätzung

‖M −Mk‖2 ≤ Csp(P ) c2 (1 + depth(T (I × I, P ))) · O(rk1/d

) (9.22c)

für r < qC1/η < 1.

Beweis. Die Ungleichung

dist(Xi,Xj)
h

≥
i∈τ,j∈σ

dist(Xτ ,Xσ)
h

≥
√

diam(Xτ ) diam(Xσ)
hη

≥ C1h
2d
√

#τ#σ

hη
>

C1
d
√
k

η

erlaubt den gleichen Schluss wie in Kriterium 9.5.1.
Für Inversen von positiv definiten und wohlkonditionierten Matrizen lässt

sich allgemein das folgende Lemma beweisen.
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Lemma 9.5.4. Sei M ∈ R
I×I eine positiv definite Matrix mit dem Spektrum

σ(M) ⊂ [a, b], wobei 0 < a ≤ b. Zu i, j ∈ I bezeichne δ(i, j) den Abstand der
Knoten i, j im Matrixgraphen G(M). Dann gilt für alle i = j, dass

|(M−1)ij | ≤ ĉ qδ(i,j) mit ĉ =
(1 +

√
r)2

2ar
, q =

√
r − 1√
r + 1

, r =
b

a
. (9.23)

Beweis. a) Da M und somit auch M−1 − p(M) für jedes Polynom p symme-
trische Matrizen sind, folgt

‖M−1 − p(M)‖2 =
Anm.C.1.3

ρ(M−1 − p(M)) =
Übung 13.1.9

max
x∈σ(M)

|x−1 − p(x)|.

b) Für jedes k ∈ N0 gibt es ein Polynom pk vom Grad ≤ k (vgl. [114,
§4.3]), sodass

‖x−1 − pk(x)‖∞,[a,b] ≤ ĉ qk+1,

wobei die Größen ĉ und q wie in (9.23) erklärt sind. Für das Polynom pk folgt
‖M−1 − pk(M)‖2 ≤ ĉ qk+1 wegen σ(M) ⊂ [a, b].

c) Falls M reduzibel ist und δ(i, j) = ∞ für ein Paar i, j ∈ I zutrifft,
gilt (M−1)ij = 0. Da q < 1, ist qδ(i,j) in (9.23) für δ(i, j) = ∞ als null zu
interpretieren. Im Weiteren sei δ(i, j) <∞ angenommen.

d) Zu i = j sei k := δ(i, j) − 1 gesetzt, und pk sei das Polynom aus
Teil b). Aus Anmerkung A.1.2c folgt, dass (pk(M))ij = 0 für alle i, j ∈ I mit
δ(i, j)>k≥Grad(pk) . Aus ‖M−1−pk(M)‖2≤ ĉ qk+1 folgt nach Übung C.1.1

|(M−1)ij | = |(M−1)ij − pk(M)ij | ≤ ‖M−1 − pk(M)‖2 ≤ ĉ qk+1 = ĉ qδ(i,j),

womit die Behauptung bewiesen ist.

9.6 Änderung der Matrizen bei Gitterverfeinerung

Abb. 9.9. Gitterverfeinerung, zugehörige
Matrizen

Diskretisierungsverfahren arbeiten
häufig adaptiv, d.h. es gibt nicht
nur ein diskretes Gleichungssystem
Mx = b, sondern eine Folge
M (1)x(1) = b(1), M (2)x(2) = b(2),
. . . von Diskretisierungen zu je-
weils verfeinerten Gittern. Fehler-
schätzungen zu x(m−1) werden
dazu benutzt, den Galerkin-
Unterraum für den m-ten Schritt
geeignet zu ändern.

Bei Integralgleichungsdiskreti-
sierungen ist die Matrixerzeugung

der teuerste Teil der Rechnungen. Deshalb wäre es ungünstig, wenn für jede

(2)
G

(1)

M
(1)

M
(2)

G
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der Matrizen M (m) dieser Aufwand erneut aufträte. Dies lässt sich vermeiden,
wenn die Gitterverfeinerung von lokaler Art ist, wie es häufig aufgrund lokaler
Singularitäten passiert.

Zur Illustration verwenden wir ein einfaches eindimensionales Problem.
Die erste Matrix M (1) gehöre zu einem stückweise konstanten Ansatz auf
dem Gitter G(1) (oben in Abbildung 9.9). Das zweite Gitter G(2) geht aus
einer Halbierung des zweiten Teilintervalles von G(1) hervor. M (1) ist eine
4 × 4-Matrix, M (2) hat die Größe 5 × 5. Man überlegt sich leicht, dass sich
beide Matrizen nur in dem schraffierten Bereich unterscheiden, die anderen
Einträge brauchen bei der Bestimmung von M (2) nicht neu ausgerechnet zu
werden. Formal bedeutet dies im allgemeinen Fall: I(1) und I(2) sind zwei
Indexmengen mit nichtleerem Durchschnitt. Zu i ∈ I(1) ∩ I(2) gehören die
gleichen Basisfunktionen φi, und es gilt M (1)

ij = M
(2)
ij für alle i, j ∈ I(1) ∩ I(2).

Diese einfache Überlegung gilt jedoch nur für die Darstellung als volle
Matrix. Für Matrizen vom Format H(k, P ) stellen sich folgende Fragen:

• Wie ändert sich der Clusterbaum? Was haben T (I(1)) und T (I(2)) gemein-
sam?

• Wie ändert sich die Partition? Inwieweit stimmen P (1) und P (2) überein?
• Wenn ein Block b ∈ P (1) von einer Verfeinerung betroffen ist, braucht dies

nur Teile von M (1)|b berühren. Muss M (2)|b völlig neu berechnet werden?

Bei H2-Matrizen kommt ein weiteres Problem hierzu:

• Wie ändern sich die Räume Vτ und Wσ bei einer Verfeinerung eines Teils
von τ bzw. σ?

Die Antworten hierzu werden in der Dissertation [37] gegeben.
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Anwendungen auf diskretisierte
Integraloperatoren

Es wurde schon betont, dass die Diskretisierung von Integraloperatoren
auf voll besetzte Matrizen führt. In den Unterkapiteln §§10.1-10.3 werden
die Integraloperatoren behandelt, die sich aus der Umformulierung von
elliptischen Randwertaufgaben ergeben. Danach wird kurz auf allgemeine
Fredholmsche1 und Volterrasche2 Integraloperatoren eingegangen.

Die Integralgleichungsmethode erlaubt die Formulierung elliptischer
Randwertaufgaben mit Hilfe von Integralgleichungen. Während Integral-
gleichungen und ihre Diskretisierungen schon in §1.5.2 erklärt wurden,
werden in §10.1 die typischen Integralkerne vorgestellt.

Die Randelementmethode (BEM: boundary element method) verlangt
sofort nach einer Lösung des Generierungs- und Speicherungsproblems. Eine
Abspeicherung der vollständigen Systemmatrix würde n2 Speicherplätze
(n = #I) kosten. Die Generierung aller Matrixeinträge kostete mindestens
O(n2) Operationen, wenn jede der auftretenden Quadraturen (im Schnitt)
nur O(1) Operationen verlangt. Dementsprechend behandelt der Abschnitt
§10.3 die zur Verfügung stehenden Methoden der Matrixgenerierung.

10.1 Typische Integraloperatoren für elliptische
Randwertaufgaben

Details zu den hier nur skizzierten Ableitungen der Integralgleichungen findet
man in [68], Sauter-Schwab [125] und Hsiao-Wendland [94].

1 Erik Ivar Fredholm, geboren am 7. April 1866 in Stockholm, gestorben am 17.
August 1927 in Danderyd (Schweden).

2 Vito Volterra, geboren am 3. Mai 1860 in Ancona, gestorben am 11. Oktober
1940 in Rom.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 10,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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10.1.1 Randwertproblem und Fundamentallösung

Zu lösen sei ein elliptisches Randwertproblem mit verschwindender rechter
Seite:

Lu = 0 in Ω ⊂ R
d. (10.1)

Zum Fall Lu = f = 0 sei auf §10.2 verwiesen. Hierbei darf das Gebiet Ω
beschränkt oder unbeschränkt sein. Hat der Differentialoperator L konstante
Koeffizienten, kann man die Fundamentallösung s(x, y) explizit angeben, die
durch Lxs(x, y) = δ(x − y) definiert ist, wobei der x-Index in Lx = L die
Anwendung auf die x-Variable andeutet und δ die Dirac-Funktion ist. Beispiele
für L und s sind das Laplace-Problem,

L = Δ, s(x, y) =
{ 1

2π log |x− y| für d = 2 (d.h. x, y ∈ R
2),

1
4π|x−y| für d = 3 (d.h. x, y ∈ R

3), (10.2)

und das Helmholtz3-Problem

L = Δ+ a2, s(x, y) =
exp (ia |x− y|)

4π |x− y| . (10.3)

Für die Lamé4-Gleichungen findet man die matrixwertige Fundamentallösung
in Wendland [133]. In allen Beispielen ist |x− y| die übliche Euklidische Norm
des Vektors x− y ∈ R

d.
Die Integralgleichungsmethode verwendet Integraloperatoren

(Kf) (x) :=
∫

Γ

κ(x, y)f(y)dΓy (vgl.(1.25b)),

deren Kerne entweder mit den Fundamentallösungen übereinstimmen oder
Ableitungen hiervon sind. Der Vorteil der Methode besteht in der Tatsache,
dass das Gebiet Ω durch seinen Rand Γ = ∂Ω ersetzt wird. Zum einen re-
duziert dies die Raumdimension um 1, zum anderen werden hierdurch erst
unbeschränkte Gebiete Ω zugänglich.

10.1.2 Einfach-Schicht-Potential für das Dirichlet-Problem

Sei κ = s mit s aus (10.2), d.h.

(Kf) (x) =
1
4π

∫

Γ

f(y)
|x− y|dΓy

3 Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, geboren am 31. August 1821 in Pots-
dam, gestorben am 8. September 1894 in Berlin.

4 Gabriel Lamé, geboren am 22. Juli 1795 in Tours, gestorben am 1. Mai 1870 in
Paris.
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im 3D-Fall. Dann ist Φ(x) := (Kf) (x) für alle x ∈ R
d definiert und erfüllt

ΔΦ = 0 in R
d\Γ . Die Dirichlet5-Randbedingung

Φ = g auf Γ (10.4)

erzwingt man dadurch, dass f die Integralgleichung

Kf = g für alle x ∈ Γ, d.h. (10.5)
∫

Γ

f(y)
|x− y|dΓy = 4πg(x) für alle x ∈ Γ

erfüllen soll. Somit ist eine diskrete Version der Integralgleichung Kf = g zu
lösen. Hat man die Lösung f , kann man das Potential Φ = Kf definieren, das
die Differentialgleichung (10.1) wie auch die Randwerte (10.4) erfüllt und an
gewünschten Stellen ausgewertet werden kann.

10.1.3 Direkte Methode, Doppelschicht-Operator

Die Lösungsmethode aus §10.1.2 ist indirekt: (10.5) liefert die Funktion f, die
erst nach Einsetzen in das Potential Φ = Kf das Laplace-Problem löst. Im
nächsten Beispiel sei das Laplace-Problem Δu = 0 im (beschränkten) Innen-
gebiet Ω mit Neumann6-Randdaten ∂u

∂n = φ zu lösen. Ein direkter Zugang
ist7

1
2
u(x) +

∫

Γ

κ(x, y)u(y)dΓy = g(x) für alle x ∈ Γ (10.6)

mit κ :=
∂s

∂ny
und g(x) :=

∫

Γ

s(x, y)φ(y)dΓy,

da sofort die Dirichlet-Randwerte u(x) für x∈ Γ der Lösung von Δu=0 resul-
tieren. s(x, y) ist die Fundamentallösung aus (10.2). κ(x, y) = ∂s(x,y)

∂ny
ist der

Doppelschicht-Kern und Ku mit

(Ku) (x) =
∫

Γ

∂s(x, y)
∂ny

u(y)dΓy

der Doppelschicht-Operator.
Der zum Doppelschicht-Operator adjungierte Operator ist

(K∗u) (x) =
∫

Γ

∂s(x, y)
∂nx

u(y)dΓy.

Hier wird im Kern nach x statt y abgeleitet.
5 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, am 13. Februar 1805 in Düren (damals

Frankreich) geboren, am 5. Mai 1859 in Göttingen gestorben.
6 János von Neumann, geboren am 28. Dezember 1903 in Budapest, gestorben am

8. Febr. 1957 in Washington D.C. Studienbeginn 1921 in Berlin (Chemie).
7 Die Gleichung (10.6) gilt in fast allen x ∈ Γ . In Ecken- und Kantenpunkten ist

der Raumwinkel zu berücksichtigen.
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10.1.4 Hypersingulärer Operator

Eine weitere Ableitung ∂
∂nx

∂
∂ny

s(x, y) erzeugt eine auf Γ nicht integrierbare
Singularität. Daher ist

(Wf) (x) :=
∫

Γ

∂

∂nx

∂

∂ny
s(x, y)f(y)dΓy (10.7)

im Sinne von Hadamard zu interpretieren (vgl. [68, §7.5]). Eine alternative
explizite Darstellung wird in Sauter-Schwab [125, §3.3.4] gegeben.

10.1.5 Calderón-Projektion

In den vorhergehenden Unterkapiteln sind zu einer Fundamentallösung s(x, y)
eingeführt worden: 1) der Einfachschicht-Integraloperator, der traditionell mit
V abgekürzt wird, 2) der Doppelschicht-Integraloperator K und seine adjun-
gierte Version K∗ und 3) der hypersinguläre Integraloperator W aus (10.7):

(Vf) (x) :=
∫

Γ

s(x, y)f(y)dΓy ,

(Kf)(x) :=
∫

Γ

∂s(x, y)
∂ny

u(y)dΓy , (K∗f)(x) :=
∫

Γ

∂s(x, y)
∂nx

u(y)dΓy .

Für einen selbstadjungierten Differentialoperator wie L = Δ ist s symme-
trisch: s(x, y) = s(y, x). Damit sind V und W symmetrische Operatoren, nicht
jedoch K bzw. K∗.

Der Calderón8-Operator C für das Innenraumproblem lautet
[
u0

u1

]
=
[

V 1
2I −K

1
2I +K∗ W

]

︸ ︷︷ ︸
=:C

[
u1

u0

]

(vgl. [125, §3.6]). Dabei sind u0 = u|Γ die Dirichlet-Werte von u auf Γ,
während u1 die Neumann-Daten (allgemeiner die konormale Ableitung) am
Rand des Innengebiets sind. Der Calderón-Operator erlaubt, aus gegebenen
Dirichlet-Werten die Neumann-Daten zu ermitteln oder umgekehrt. Die erste
Zeile der obigen Gleichung ist mit (10.6) identisch.

In technischen Anwendungen liegen oft gemischte Randbedingungen vor:
auf einem Teil Γ0 ⊂ Γ ist der Dirichlet-Wert u0 gegeben, auf dem Rest
Γ1 = Γ\Γ0 die Neumann-Daten. Dann führt eine Aufteilung der Integration∫

Γ
in

∫
Γ0

+
∫

Γ1
zu den Gleichungen

8 Alberto Pedro Calderón, geboren am 14. Sept. 1920 in Mendoza (Argentinien),
gestorben am 16. April 1998 in Chicago.
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1
2u0(x) +

∫
Γ0

κK(x, y)u0(y)dΓy −
∫

Γ1
κV (x, y)u1(y)dΓy

=
∫

Γ0
κV (x, y)u1(y)dΓy −

∫
Γ1

κK(x, y)u0(y)dΓy für x ∈ Γ0,
1
2u1(x) −

∫
Γ0

κW (x, y)u0(y)dΓy −
∫

Γ1
κK(y, x)u1(y)dΓy

=
∫

Γ1
κW (x, y)u0(y)dΓy +

∫
Γ0

κK(y, x)u1(y)dΓy für x ∈ Γ1,

wobei die rechten Seiten bekannt sind, während auf der linken Seite die
gesuchten Daten stehen. Dabei bezeichnet κK den Kern von K usw.

10.2 Newton-Potential

In §10.1 wurde ausgenutzt, dass die homogene Differentialgleichung Lu = 0
vorliegt und die Inhomogenität nur durch die Randwerte gegeben ist. Der Fall
Lv = f in Ω mit f = 0 kann wie folgt gelöst werden:

1. Man bestimme eine Lösung von Lv = f in Ω mit beliebigen Randdaten.
2. Anschließend suche man eine Korrektur w, die Lw = 0 in Ω und

Bw = φ−Bv auf Γ (B ist der Randoperator).

Dann ist u := v + w Lösung von Lu = f in Ω und Bu = φ auf Γ. Den ersten
Teil kann man mit dem Newton-Potential behandeln:

v = Kf mit (Kv) (x) :=
∫

Ω

s(x, y)f(y)dy für alle x ∈ Ω. (10.8)

Dabei ist s wieder die Fundamentallösung9 von L (vgl. §10.1.1). K ist kein
Einfachschichtoperator, da die Integration in (10.8) über das Volumen Ω
durchgeführt wird.

In Zusammenhängen, wo L = Δ das elektrische Potential und f die elek-
trische Ladungsverteilung beschreiben, nennt man (10.8) auch das Coulomb-
Potential.

Die Fundamentallösung des Laplace-Operators hängt nur von der Differenz
x − y ab: s(x, y) = s(x − y). Damit beschreibt K eine Faltung. Eine schnelle
approximative Faltung für Ω = R

d wird in [77] beschrieben (vgl. §10.7).

10.3 Randelementdiskretisierung und Erzeugung der
Systemmatrix in hierarchischer Form

Die Galerkin-Diskretisierung eines Integraloperators wurde bereits in §1.5.2
vorgeführt. Die hierbei verwendeten finiten Elemente werden in diesem
Zusammenhang “Randelemente” genannt. Statt von der Finite-Element-
Methode spricht man hier von der Randelementmethode (BEM). Die bei
9 Würde man statt der Fundamentallösung s(x, y) die Greensche Funktion g(x, y)

nehmen, wären auch schon die homogenen Randbedingungen Bu = 0 erfüllt, da
die Greensche Funktion definitionsgemäß Bxg(x, y) = 0 erfüllt.
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der Diskretisierung auftretenden Randelementmatrizen sind in (1.28) für die
Galerkin-Diskretisierung beschrieben:

Kij =
∫

Γ

∫

Γ

κ(x, y)φi(x)φj(y)dΓxdΓy (i, j ∈ I)

(zum Kollokations- und Nystrøm-Verfahren vergleiche man (1.30) und (1.32)).
Zur Fragen bezüglich der Diskretisierung sei auf [125] verwiesen.

Die Generierung der Randelementmatrix K ∈ R
I×I in der obigen Form

muss auf jeden Fall vermieden werden, da dies n2 Integralauswertungen und
einen Speicherbedarf von n2 erfordert (n := #I). Stattdessen ist die H-Matrix
KH ≈ K direkt (d.h. ohne den Umweg über die volle Matrix K) zu erzeugen.

Mittels der Techniken aus §5.4 wird zunächst ein Clusterbaum T (I) und
daraus gemäß §5.5 der Blockclusterbaum T (I × I) mit der Partition P
konstruiert. Für P wird im Allgemeinen die übliche Zulässigkeitsbedingung
verwendet (vgl. Definition 5.2.4). Falls Γ eine Kurve darstellt, kann auch die
schwache Zulässigkeitsbedingung aus §9.3 eingesetzt werden.

Das Nahfeld besteht aus allen Indexpaaren (i, j) ∈ b ∈ P−, die zu nicht-
zulässigen Blöcken gehören. Da diese Blöcke im vollen Matrixformat darge-
stellt werden, benötigt man für diese (i, j) die obigen Werte Kij . Falls noch
keine Implementierung vorliegt, ist die Integration durch eine hinreichend
genaue Quadratur zu approximieren (vgl. [125]). Da die Zahl der Nahfeld-
komponenten O(n) beträgt, führt auch die Verwendung von Quadratur-
verfahren mit O(log∗ n) Quadraturpunkten zu einem fast linearen Aufwand
O(n log∗ n).

Es bleibt die Bestimmung der Komponenten im Fernfeld, d.h. von KH|b
für die zulässigen Blöcke b ∈ P+. Zwei Strategien bieten sich an.

Kreuzapproximation: Es sei angenommen, dass eine Implementierung
zur Auswertung von Kij für ein Indexpaar (i, j) existiert10. Dann bietet sich
die Kreuzapproximation aus §9.4 an. Die adaptive Anwendung nach §9.4.3
ermöglicht es, mit heuristischer Sicherheit eine Rang-k-Matrix KH|b ∈ R(k)
mit k = k(b) so zu bestimmen, dass der entstehende Fehler die gewünschte
Genauigkeit (z.B. Diskretisierungsfehler) besitzt. Anschließend kann eine
Rekompression nach §6.7.1 folgen. Falls für die Kreuzapproximation eine
höhere als die Endgenauigkeit gewählt wird, kann die Rekompression nah
an das Optimum führen, das entstände, wenn man den exakten Matrixblock
K|b mittels Singulärwertzerlegung auf die gewünschte Genauigkeit kürzt.

Kernapproximation: Man wählt eine der Methoden, den Kern
des Integraloperator separabel zu approximieren. Unter diesen ist die
(Tensorprodukt-)Interpolation die im Allgemeinen bequemste. Dabei ist es
gelegentlich vorteilhaft, eine Funktion zu interpolieren, deren Ableitungen
die gewünschte Kernfunktion darstellen (vgl. §4.2.2). Eine Alternative ist

10 Bei eventuell von außen gegebener Implementierung von Kij können die folgenden
Schritte durchgeführt werden, ohne den Kern des Integraloperators kennen zu
müssen. Dies schließt die Nahfeldkomponenten ein.
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die hybride Kreuzapproximation aus §9.4.5. Auch hier bietet es sich an,
anschließend eine Rekompression durchzuführen, um den lokalen Rang
k = k(b) so klein wie möglich zu halten.

In beiden Fällen kann auch versucht werden, die Partition gemäß §6.7.2
zu vergröbern.

Anstelle einer H-Matrix KH kann auch eine H2-Matrix KH2 kon-
struiert werden. Die direkte Konstruktion ist im Nahfeldanteil identisch zum
bisherigen Vorgehen und folgt im Fernfeld der Beschreibung aus §8.4.2. Die
indirekte Methode besteht darin, zunächst wie oben eine H-Matrix KH zu
erzeugen und dann §8.7 folgend KH in eine H2-Matrix zu konvertieren.

Neben den verschiedenen Integraloperatoren tritt bei Integralgleichungen
der zweiten Art noch die Identität auf. Ihre Diskretisierung liefert die
Massematrix (1.24) auf. Diese ist schwach besetzt und hat nur im Nahfeld
Nicht-Null-Einträge. Damit ist die Diskretisierung von λI +K ohne weiteren
Approximationsfehler als H- oder H2-Matrix darstellbar.

10.4 Helmholtz-Gleichung für hohe Frequenzen

Die Helmholtz-Gleichung (10.3) enthält die Konstante a > 0, die die Rolle der
Frequenz spielt. Sie definiert die Wellenlänge λ := 2π/a. Wenn λ ≥ diam(Γ ),
spricht man vom niederfrequenten Fall. λ � diam(Γ ) charakterisiert den
hochfrequenten Fall, dazwischen befinden sich die moderaten Frequenzen.

Der Darstellung der Fundamentallösung s in (10.3) entnimmt man, dass
sie nicht nur singulär ist bei x = y, sondern im hochfrequenten Fall wegen des
Faktors exp (ia |x− y|) hochoszillierend ist.

Wählt man einen zulässigen Block b = τ ×σ ∈ P+, so stellt man fest, dass
der Rang k(ε), der notwendig ist, um eine Approximation der Genauigkeit
ε zu erreichen (vgl. (2.6)), mit a ansteigt. Daher steigt der Speicher- und
Rechenaufwand einer H-Matrixdarstellung, wenn a→∞.

Für eine präzisere Diskussion muss man die Größe des Blockes beachten,
die durch d(b) := max {diam(τ),diam(σ)} gegeben ist. Für die Niedrigrang-
approximation von M |b ist das Verhältnis d(b)/λ maßgebend. Solange nicht
d(b)/λ ( 1 auftritt, ist eine Rang-k-Approximation mit akzeptablem k
möglich. Die Menge der zulässigen Blöcke zerfällt daher in P+ = P+

klein∪̇P+
gross,

wobei b ∈ P+
gross durch d(b)/λ ( 1 charakterisiert. Blöcke b ∈ P+

klein können
in üblicher Weise behandelt werden, nur für b ∈ P+

gross treten Probleme auf.
Man beachte in diesem Zusammenhang, dass es sehr viel mehr kleine als große
Blöcke gibt.

In [3] wird die Systemmatrix M für die hochfrequente Helmholtz-
Gleichung als Summe MH + MH2 dargestellt, wobei MH die üblichen
Niedrigrangapproximationen in den Blöcken b ∈ P+

klein sowie die vollen
Matrixblöcke für b ∈ P− enthält, während MH|b = O für b ∈ P+

gross gilt.
In den Blöcken b ∈ P+

gross wird für den Kern eine Multipolentwicklung
von Amini-Profit [2] verwendet, die im Prinzip eine H2-Struktur definiert.
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Für b = τ × σ ∈ P+
gross hat die Approximation von M |b die Gestalt

MH2 |b = VτKbW
�
σ (vgl. (8.8)), wobei die Matrixgröße von Kb nicht wie

üblich klein ist, sondern ein Produkt von einfach durchführbaren Transforma-
tionen und einer Diagonalmatrix ist. Für b ∈ P+

klein ∪ P− wird MH2 |b = O
definiert. Insgesamt benötigt MH + MH2 fast linearen Speicheraufwand und
die Kosten der Matrixvektormultiplikation ist von gleicher Höhe. Allerdings
unterstützt die spezielle Struktur von MH2 die übrigen Matrix-Operationen
nicht.

Bei der Anwendung der Multipolentwicklung ist zu beachten, dass sie
im nieder- oder moderat frequenten Fall zwar konvergent, aber instabil11

ist. Daher ist es entscheidend, dass die Blöcke M |b mit b ∈ P+
klein, für die

d(b)/λ( 1 nicht gilt, nicht auf die Multipolentwicklung angewiesen sind.

10.5 Allgemeine Fredholm-Integraloperatoren

Bisher wurden als Integralkerne Fundamentallösung elliptischer Differential-
gleichungen oder ihre Ableitungen verwendet. Tritt ein Kern κ(x, y) anderer
Art auf, stellt sich für das diskretisierte Problem die Frage nach der richtigen
Partition völlig neu. Die Zulässigkeitsbedingung (5.8) ist nur für den oben
genannten Fall zugeschnitten und geht von einer Singularität bei x = y
auf. Ein allgemeiner Kern κ kann andere Singularitäten oder überhaupt
keine enthalten. Daher lässt sich kein genereller Rat erteilen. Vielmehr
müssen für andere Kerne erst Zulässigkeitsbedingungen Adm entwickelt
werden, die garantieren, dass Blöcke mit Adm(b) = true bei gleicher
Rang-k-Approximation ähnliche Approximationsfehler ergeben.

10.6 Anwendungen auf Volterra-Integraloperatoren

10.6.1 Diskretisierungen von Volterra-Integraloperatoren

Ein typischer linearer Volterra-Integraloperator besitzt die Form

(Ku) (x) =
∫ x

0

κ(x, y)u(y)dy für 0 ≤ x ≤ 1, (10.9a)

wobei hier der Definitionsbereich der Variablen x auf [0, 1] normiert sei.
Wesentlich ist die Variabilität der Integralgrenzen. Eine Verallgemeinerung
ist

11 Ein einfaches Beispiel für eine konvergente Summe mit Instabilitätsproblemen
ist die Teilsumme

∑k
ν=0 (−20)ν /ν!, da der Versuch, die kleine Zahl e−20 ≈

2 × 10−9 mit großen Summanden wechselnden Vorzeichens auszurechnen, am
Auslöschungsproblem scheitert.
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(Ku) (x) =
∫ b(x)

a(x)

κ(x, y)u(y)dy für 0 ≤ x ≤ 1, (10.9b)

wobei 0 ≤ a(x) ≤ b(x) ≤ 1.

Der Kern κ(x, y) kann glatt sein oder wie bei der Abelschen12 Integral-
gleichung mit κ(x, y) = 1/

√
x− y schwach singulär sein.

Anmerkung 10.6.1. Ein Volterra-Integraloperator der Form (10.9a,b) kann als
Fredholm-Operator

∫ 1

0
κ̄(x, y)u(y)dy aufgefasst werden, wobei

κ̄(x, y) :=

⎧
⎨

⎩
κ(x, y)

für 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
bzw. 0 ≤ a(x) ≤ y ≤ b(x) ≤ 1,

0 sonst.
(10.10)

Sei 0 = x0 < x1 < . . . < xN = 1 eine Intervallzerlegung von [0, 1]. Die
Approximationen von u(xi) seien als ui bezeichnet. Eine einfache Nystrøm-
artige Diskretisierung von (10.9a), die jedes Teilintegral

∫ xj

xj−1
κ(x, y)u(y)dy

durch die Trapezregel ersetzt, liefert für (Ku) (xi) die Näherung

i∑

j=1

xj − xj−1

2
(κ(xi, xj−1)uj−1 + κ(xi, xj)uj) .

Dies ergibt die Diskretisierungsmatrix

K = (Kij)i,j=0,...,N (10.11a)

mit Kij =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

x1−x0
2 κ(xi, x0) für j = 0 und i > 0,

xj+1−xj−1
2 κ(xi, xj) für 1 ≤ i ≤ j − 1,

xj−xj−1
2 κ(xi, xj) für 1 ≤ i = j,

0 für i = 0 oder j > i.

Bei der Verwendung der tangentialen Trapezformel

xj∫

xj−1

κ(x, y)u(y)dy ≈ (xj − xj−1) κ(x, xj−1/2)u(xj−1/2)

mit xj−1/2 := (xj + xj−1) /2 erhält man für (Ku) (xi−1/2) die Approximation∑i
j=1 KijUj mit Uj ≈ u(xj−1/2) und 1 ≤ i ≤ N. Die Matrixelemente lauten

K = (Kij)i,j=1,...,N mit (10.11b)

Kij =
{

(xj − xj−1) κ(xi−1/2, xj−1/2) für 1 ≤ i ≤ j ≤ N,
0 für 1 ≤ j < i ≤ N.

12 Niels Henrik Abel, geboren am 5. August 1802 auf der Insel Finnøy, gestorben
am 6. April 1829 in Froland, Norwegen.
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In beiden Fällen ergibt sich eine untere Dreiecksmatrix K. Umgekehrt können
die Volterra-Integraloperatoren als die kontinuierlichen Analoga der Dreiecks-
matrizen angesehen werden.

Für die Galerkin-Diskretisierung geht man am einfachsten von der An-
merkung 10.6.1 aus und erhält

Kij =
∫ 1

0

∫ 1

0

φj(x)κ̄(x, y)φi(y)dxdy (i, j ∈ I)

wie in (1.28). Die Auswertung des Doppelintegrals entfällt, wenn κ̄ = 0 auf
Träger(φj)× Träger(φi) gilt. Es ist zu beachten, dass die Matrix nicht not-
wendigerweise eine untere Dreiecksmatrix ist.

Anmerkung 10.6.2. (i) Für stückweise konstante Basisfunktionen φi mit
Träger in [xi−1, xi] und den Fall (10.9a) ergibt sich die untere Dreiecksmatrix
mit

Kij =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫ xi

xi−1

∫ xj

xj−1
κ(x, y)dxdy für i < j,

∫ xi

xi−1

(∫ x

xi−1
κ(x, y)dy

)
dx für i = j,

0 sonst.

(ii) Für stückweise lineare Basisfunktionen ergibt sich eine untere
Hessenberg13-Matrix: Kij = 0 gilt nur für i > j + 1.

10.6.2 Implementierung als Standard-H-Matrix

Abb. 10.1. Par-
tition bei Singu-
larität in x = y

Durch die Fortsetzung (10.10) mit null außerhalb des ur-
sprünglichen Definitionsbereiches ist κ̄ eine Kernfunktion
mit Singularität (Unstetigkeit) bei x = y (im Falle (10.9a))
bzw. bei y = a(x) und y = b(x) (im Falle (10.9b)). Zumin-
dest im ersten Fall lässt sich die Matrix K wie im Standard-
fall behandeln. Wenn κ in 0 ≤ y ≤ x ≤ 1 hinreichend
glatt ist, ist die schwache Zulässigkeitsbedingung aus §9.3
ausreichend. Falls κ wie im Fall der Abelschen Integral-
gleichung schwach singulär ist, sind sowohl die schwache
wie die übliche Zulässigkeitsbedingung anwendbar.

Für eine Singularität (Unstetigkeit) bei y = b(x) lässt sich im Prinzip
der übliche Cluster- und Blockclusterbaum aufstellen. Für Kerne, die auf
0 ≤ a(x) ≤ y ≤ b(x) ≤ 1 glatt sind, lautet die Zulässigkeitsbedingung

b = τ × σ zulässig, falls
{
Xτ ×Xσ ⊂ {(x, y) : 0 ≤ a(x) ≤ y ≤ b(x) ≤ 1} oder
Xτ ×Xσ ∩ {(x, y) : 0 ≤ a(x) < y < b(x) ≤ 1} = ∅.

13 Karl Adolf Hessenberg, geboren am 8. Sept. 1904 in Frankfurt, gestorben am
22. Febr. 1959. Nicht zu verwechseln mit dem Mathematiker Gerhard Hessenberg
(1874-1925).
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Im ersten Fall lässt sich κ in Xτ × Xσ separabel entwickeln (hier ist die
Glattheit des Kernes vorausgesetzt), im zweiten Fall gilt K|b = 0.

Wenn nicht alle Matrixoperationen unterstützt werden sollen, sondern nur
die Matrixvektormultiplikation durchzuführen ist, lässt sich die Darstellung
wesentlich vereinfachen, wie in §10.6.4 erklärt wird.

10.6.3 Niedrigrangdarstellung von Profilmatrizen

Bei der Definition von schwach besetzten Matrizen benutzt man ein Muster
M ⊂ I × I, das diejenigen Indexpositionen enthält, die von null verschiedene
Matrixeinträge enthalten dürfen: Eine Matrix A ∈ R

I×I hat das Besetzungs-
muster M, wenn Aij = 0 für alle (i, j) ∈ (I × I) \M.

Die zugehörige Projektion ΠM von R
I×I in die Menge der Matrizen mit

Besetzungsmuster M lautet

ΠMA ∈ R
I×I mit (ΠMA)ij :=

{
Aij für (i, j) ∈M,
0 sonst. (10.12)

Offenbar hat A das Besetzungsmuster M genau dann, wenn ΠMA = A.

Definition 10.6.3 (Profilmatrix). Die Indexmenge I sei angeordnet
(o.B.d.A. gelte I = {1, . . . , n}). A ∈ R

I×I heißt Profilmatrix, wenn es
(Profil-)Funktionen α, β : I → I gibt, sodass A das Besetzungsmuster M
besitzt, wobei

M := {(i, j) : i ∈ I und α(i) ≤ j ≤ β(i)} .
A heißt Matrix mit monotonem Profil (oder monotone Profilmatrix), falls die
Funktionen α und β schwach monoton sind.

Die wichtigsten Anwendungsfälle sind festgehalten in

Anmerkung 10.6.4. a) Eine untere Dreiecksmatrix ist eine monotone Profil-
matrix mit α(i) = 1, β(i) = i.

b) Übliche Diskretisierungen des Volterra-Operators (10.9b) führen auf
monotone Profilmatrizen, falls die Grenzen a(x) und b(x) schwach monoton
sind.

Sei R ∈ R(k, I, I) eine Rang-k-Matrix (vgl. Definition 2.2.3a). Die Projek-
tion ΠMR ist im Allgemeinen keine Rang-k-Matrix mehr. Beispielsweise wird
die Rang-1-Matrix R = 11� (d.h. Rij = 1 für alle i, j) durch die Projektion
auf das Muster der unteren Dreiecksmatrix in

A := ΠMR =

⎡

⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0
1 1 · · · 0
...

...
. . .

...
1 1 1 1

⎤

⎥⎥⎥⎦
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abgebildet. Offenbar ist A invertierbar, hat also den Rang n. Umgekehrt
schließt man: auch wenn die Profilmatrix A keine Niedrigrangmatrix ist, kann
sie eventuell als Bild ΠMR einer Niedrigrangmatrix R ∈ R(k, I, I) dargestellt
werden.

Eine unmittelbare Anwendung liefert die

Anmerkung 10.6.5. Sei K die untere Dreiecksmatrix (10.11b). Ferner erlaube
die Kernfunktion κ die separable Approximation

κ(x, y) ≈ κ
(k)(x, y) =

k∑

ν=1

ϕ(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y) für 0 ≤ y ≤ x ≤ 1.

Dann wird K durch die untere Dreiecksmatrix K̃ mit

K̃ij = (xj − xj−1) κ
(k)(xi−1/2, xj−1/2)

approximiert. K̃ kann als Projektion ΠMR einer Rang-k-Matrix
R ∈ R(k, I, I) auf das untere Dreiecksmuster dargestellt werden. Der
notwendige Speicherbedarf ist daher mit 2nk beschrieben.

Beweis. Seien aν :=
(
ϕ

(k)
ν (xi−1/2)

)n

i=1
, bν :=

(
(xj − xj−1)ψ

(k)
ν (xj−1/2)

)n

j=1
.

Die gesuchte Matrix R lautet
∑k

ν=1 aνb
�
ν .

Im Falle einer allgemeinen Profilmatrix sind außerdem die Profilfunktionen
α und β in Form der Vektoren (α(i))n

i=1 und (β(i))n
i=1 zu speichern.

10.6.4 Matrix-Vektor-Multiplikation

+

Abb. 10.2. Partitionierung
bei Singularität in x=y=0

Hier verwenden wir die Darstellung

A = ΠMB,

wobei B keine Rücksicht auf die Profilgrenzen
nimmt. B ist entweder eine globale Niedrigrang-
matrix (§10.6.4.1) oder eine einfachere hierar-
chische Matrix (§10.6.4.2). Im Falle einer Singu-
larität bei x = y = 0 kann B zum Beispiel eine
Blockpartition wie in Abbildung 10.2 besitzen.
Man beachte, dass die Blockzerlegung Diagonal-
blöcke vorsieht, die wie in §10.6.4.1 Niedrigrang-
matrizen sind und anders als in Abbildung 10.1 die Profilstruktur ignorieren.

10.6.4.1 Der Niedrigrangfall

Zunächst nehmen wir an, dass A = ΠMR eine Profilmatrix ist, die sich mit
einer Niedrigrangmatrix R ∈ R(k, I, I) darstellen lässt. In den Versionen der
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Matrixvektormultiplikation wird angenommen, dass die Profilfunktionen α, β
schwach monoton steigend sind. Andere Fälle werden anschließend diskutiert.

Zur Einführung sei der Fall einer unteren Dreiecksmatrix (α(i) = 1,
β(i) = i , vgl. Anmerkung 10.6.4a) diskutiert, wobei A = ΠMR mit einer
Rang-1-Matrix R = ab� gilt. Das Resultat y := Ax ergibt sich aus

σ := 0;
for i := 1 to n do
begin σ := σ + bixi; {es gilt σ =

∑i
j=1 bjxj}

yi := aiσ {es gilt yi = (Ax)i}
end;

(10.13)

Der Rechenaufwand beträgt 2n Multiplikationen und n − 1 Additionen und
stimmt mit dem Aufwand zur Multiplikation Rx überein.

Als Nächstes wird eine Matrix A = ΠMR mit R = ab� und schwach
monoton steigenden Profilfunktionen α, β vorausgesetzt. Der Algorithmus zur
Matrixvektormultiplikation y := Ax lautet wie folgt:

αalt := 1; βalt := 0; σ := 0;
for i := 1 to n do

begin σ := σ −
α(i)−1∑
j=αalt

bjxj +
β(i)∑

j=βalt+1

bjxj ; {es gilt σ =
β(i)∑

j=α(i)

bjxj}

αalt := α(i); βalt := β(i); yi := aiσ {es gilt yi = (Ax)i}
end;

(10.14)

Hierbei gilt die Konvention, dass die Summen
∑α(i)−1

j=αalt
und

∑β(i)
j=βalt+1 leer

(d.h. gleich null) sind, wenn der Endindex kleiner als der Anfangsindex ist.
Für alle i zusammen benötigen die Summen

∑α(i)−1
j=αalt

bjxj genau

α(n)− 1 ≤ n Multiplikationen und α(n)− 2 ≤ n Additionen.

Entsprechend kosten die Summen
∑β(i)

j=βalt+1 bjxj

β(n)− 1 ≤ n Multiplikationen und β(n)− 2 ≤ n Additionen.

Insgesamt ergeben sich höchstens 3n Multiplikationen und 2n Additionen.

Übung 10.6.6. Man formuliere entsprechende Algorithmen für die Fälle

(i) α schwach monoton steigend, β schwach monoton fallend,
(ii) α schwach monoton fallend, β schwach monoton steigend,
(iii) α, β schwach monoton fallend.

Man zeige, dass sich in den Fällen (i) und (ii) der Algorithmus so schreiben
lässt, dass der Aufwand durch 2n Additionen und Multiplikationen beschränkt
ist.
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Im nicht-monotonen Fall gibt es zwei Realisierungsmöglichkeiten. Die erste
ist dem Algorithmus (10.14) nachempfunden und verwendet für den Fall
α(i) = 1 (i ∈ I) und nicht-monotones β die Erneuerungsformel

σ :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

σ +
∑β(i)

j=βalt+1 bjxj falls β(i) > βalt,

σ falls β(i) = βalt,

σ −
∑βalt

j=β(i)+1 bjxj falls β(i) < βalt.

Die hierfür benötigte Zahl von Additionen und Multiplikationen ist durch die
Totalvariation von β gegeben:

∑n
i=1 |β(i)− β(i− 1)|, wobei β(0) := 0 gesetzt

ist. Analoge zusätzliche Korrekturen treten auf, wenn α nicht-monoton ist.
Da die Totalvariation im Extremfall n2 nahekommt, kann die obige

Variante ineffizient werden. Der folgende Algorithmus hat in allen Fällen
optimale Komplexität hinsichtlich der Matrix-Vektor-Multiplikationskosten,
benötigt aber noch einen Hilfsvektor σ ∈ R

{0,...,n} mit σi :=
∑i

j=1 bjxj .

Berechnung von y := Ax mit A = ΠMR und R = ab�:

σ0 := 0; for i := 1 to n do σi := σi−1 + bixi;
for i := 1 to n do yi := ai

(
σβ(i) − σα(i)−1

)
;

Hierfür werden 2n Additionen und Multiplikationen benötigt. Falls wie bei
der unteren Dreiecksmatrix α(i) = 1 gilt, entfällt sogar die Subtraktion von
σα(i)−1, da σα(i)−1 = σ0 = 0, und die Zahl der Additionen reduziert sich auf
n.

Bisher war R als Rang-1-Matrix angenommen. Der allgemeine Fall
R =

∑k
ν=1 aνb

�
ν ∈ R(k, I, I) mit k > 1 ergibt sich durch Anwendung der

obigen Algorithmen auf jeden Summanden aνb
�
ν .

10.6.4.2 Multiplikation mit einer hierarchischen Profilmatrix

Die Blöcke b = τ×σ ∈ P einer hierarchischen Matrix können in drei disjunkte
Klassen unterteilt werden:

1. b liegt außerhalb des Profilbereiches, d.h. j /∈ [α(i), β(i)] für alle (i, j) ∈ b.
Dann ist A|b = 0, und der Block bleibt bei der Matrixvektormultiplikation
unberücksichtigt.

2. b liegt innerhalb des Profilbereiches, d.h. j ∈ [α(i), β(i)] für alle (i, j) ∈ b.
Dann wird die Matrixvektormultiplikation A|b·x|σ wie üblich durchgeführt
(vgl. §7.1).

3. Andernfalls enthält der Block b die Matrix Rb ∈ R(k, b), die mittels
A|b = ΠMRb den wirklichen Matrixblock darstellt. Die Multiplikation
A|b · x|σ verwendet einen der Algorithmen aus §10.6.4.1.

Da sich auch im dritten Fall der Rechenaufwand nicht von dem Aufwand
unterscheidet, der im üblichen Falle auftritt, ist der Gesamtaufwand wie in
§7.8.1.
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Wenn die Kernfunktion κ(x, y) (definiert in 0 ≤ y ≤ x ≤ 1) wie im obigen
Beispiel nur bei x = y = 0 eine Singularität besitzt, sieht die Blockpartition
P wie in Abbildung 10.2 aus, wobei das Profil das der unteren Dreiecks-
matrix ist. Die Blöcke in der oberen Dreieckshälfte entsprechen dem Fall 1,
die in der unteren Dreieckshälfte dem Fall 2, während die Diagonalblöcke dem
Fall 3 zuzuordnen sind.

10.7 Faltungsintegrale

Eindimensionale Integrale vom Faltungstyp lauten
∫ x

0

f(y)g(x− y)dy (10.15a)

oder ∫

R

f(y)g(x− y)dy. (10.15b)

Die erste Darstellung (10.15a) folgt aus (10.15b) unter der Bedingung
f(t) = g(t) = 0 für t < 0. Der Fall (10.15b) lässt sich mehrdimensional in R

d

verallgemeinern.
Man kann hier κ(x, y) = g(x−y) als Kern betrachten, was den Funktionen

f und g unterschiedliche Rollen zuteilen würde. Dagegen ist die Situation
symmetrisch: es gilt f ∗ g = g ∗ f, wobei das Faltungsprodukt f ∗ g durch
(10.15a) bzw. (10.15b) definiert ist. Entsprechend kommen hier auch andere
Verfahren zum Einsatz. Für allgemeine f und g sei auf [76] verwiesen. Selbst
wenn g der Kern des Newton-Potentials g(x − y) = 1/ |x− y| (x, y ∈ R

d,
vgl. §10.2) ist, sind andere Methoden anwendbar (vgl. [77]). Beispiele für das
Auftreten der Faltung mit dem Coulomb-Potential in R

3 findet man etwa in
der Quantenchemie bei den Hartree-Fock- und Kohn-Sham-Gleichungen (vgl.
Khoromskij [98]).

Eine spezielle Mischung einer Integraloperatoranwendung mit einer
Faltung tritt bei den Populationsbilanzgleichungen auf. Diese beschreiben
die Dichten von Partikeln, die mindestens eine Eigenschaftskoordinate (z.B.
Partikelvolumen) besitzen. Hier tritt ein quadratischer Integraloperator
auf, der die Agglomeration von Partikeln beschreibt (vgl. Ramkrishna [118,
§3.3.2]):

Q(f)(x) =
∫ x

0

κ(x− y, y)f(y)f(x− y)dy. (10.16)

x ist die Eigenschaftskoordinate, die in einem Intervall [0, xmax] variiert14. Im
Falle von κ = 1 ist

∫ x

0
κ(x− y, y)f(y)f(x− y)dy = (f ∗ f) (x) die Faltung von

f mit sich selbst.

14 In der Populationsbilanzgleichung hängt f außerdem von den Zeit- und Raum-
koordinaten ab, die aber in (10.16) fixiert sind.
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Hier kann zunächst für κ eine separable Approximation eingesetzt werden:

κ(x, y) ≈
k∑

ν=1

αν(x)βν(y).

Die separable Näherung anstelle von κ ergibt die Gestalt

k∑

ν=1

αν(x− y)βν(y)f(y)f(x− y)dy

=
k∑

ν=1

βν(y)f(y)αν(x− y)f(x− y)dy

=
k∑

ν=1

∫ x

0

ϕν(y)ψν(x− y)dy

mit
ϕν := βνf und ψν := ανf.

Damit ist das Problem auf Faltungen reduziert (vgl. [74], [75]).
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Anwendungen auf Finite-Element-Matrizen

Im Einführungsteil wurde die Finite-Element-Diskretisierung mit der Basis
{φ1, . . . , φn} von Vn eingeführt. Entsprechend der später verwendeten Nota-
tion sei jetzt {φi : i ∈ I} geschrieben, wobei n = #I.

In §9.2.2 wurde gezeigt, dass die bei dieser Diskretisierung entstehenden
Matrizen (im Folgenden “Finite-Element-Matrizen” genannt) nicht nur
schwach besetzt sind, sondern für die Standardpartition P auch schon
in der Menge H(k, P ) für alle k ∈ N0 liegen. Damit kann jede Finite-
Element-Matrizen unverändert als hierarchische Matrix angesehen werden.
Insbesondere kann sie als Eingabeparameter für die Invertierungs- oder
LU-Algorithmen dienen.

Zunächst wird die Massematrix diskutiert, die u.a. bei der Finite-Element-
Diskretisierung von Eigenwertaufgaben auftritt. Mit den Mitteln aus §9.5 wird
gezeigt, dass die Inverse der Massematrix wieder im H-Format darstellbar ist.
Dies Resultat wird benötigt, um in §11.2.5 die Inverse der Finite-Element-
Matrix zu diskutieren (vgl. Satz 11.2.8).

11.1 Inverse der Massematrix

Die Massematrix (Gram-Matrix) M ∈ R
I×I mit Mij =

∫
Ω
φi(x)φj(x)dx ist

die Finite-Element-Approximation der Identität im Finite-Element-Raum Vn

(vgl. (1.24)). Aus Lemma C.5.1 stammt die Darstellung

M = RP

mit der Prolongation

P : R
n → Vn, v = (vj)j∈I �→ v =

∑

j∈I

vjφj

und der Restriktion

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 11,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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R := P ∗ : Vn → R
I , (Rv) j =

∫

Ω

v(x)φj(x)dx.

M ist positiv definit, und die extremen Eigenwerte μmin und μmax ergeben
die besten Schranken in der Ungleichung

√
μmin ‖v‖2 ≤ ‖Pv‖2 ≤

√
μmax ‖v‖2

(v ∈ R
I) (vgl. Lemma C.5.1). Wenn die finiten Elemente t ∈ T sämtlich

vergleichbare Größe haben, d.h.

diam(t)/diam(t′) ≤ Cq für alle t, t′ ∈ T ,

heißt T quasi-uniform.

Lemma 11.1.1. Wenn T quasi-uniform und formregulär ist (vgl. (6.12a)),
sind die Normen ‖Pv‖2 /vol(Ω) und ‖v‖2 /

√
n (v ∈ R

I) äquivalent mit einer
von n = #I unabhängigen Konstanten. Damit ist insbesondere die Kondition
cond(M) = μmax/μmin unabhängig von n = #I beschränkt.1

Beweis. Man vergleiche z.B. [67, Bemerkung 8.8.4].
Für positiv definite, wohlkonditionierte Matrizen lässt sich allgemein das

nachfolgende Lemma 11.1.3 beweisen. Zu den hier benötigten Begriffen des
Matrixgraphen und des Abstandes δ vergleiche man Definition A.1.1 und
(A.1).

Für stückweise lineare Elemente und die nachfolgenden Schlüsse sei die
Elementgröße durch

h := maximale Seitenlänge der Elemente t ∈ T (11.1)

ξ i

Abb. 11.1.
Träger Xi einer
Basisfunktion

beschrieben. Wir gehen im Weiteren davon aus, dass

• jeder Index i ∈ I eineindeutig einem Knoten ξi ∈ R
d zu-

geordnet ist (zum Fall, dass verschiedene i, j dem gleichen
Knoten ξi = ξj entsprechen, vergleiche man Seite 97),

• der Träger Xi von φi besteht aus allen Dreiecken der
Triangulation T , die den Knotenpunkt ξi als Eckpunkt
besitzen (vgl. Abbildung 11.1).

Die letzte Bedingung legt die Wahl von ξi fest.

Anmerkung 11.1.2. a) Wird der Knotenpunkt xi ∈ Xi wie oben gewählt, ist
h eine obere Schranke des Radius von Xi:

max {‖ξi − x‖2 : x ∈ Xi} = dist(ξi,R
d\Xi) ≤ h.

b) Sei {i = i0, i1, . . . , iδ = j} ein Pfad in G(M) von i nach j der Länge
δ ∈ N0. Dann gilt für die entsprechenden Knotenpunkte ‖ξi − ξj‖2 ≤ δh.
Ferner ist δ ≥ 2 + dist(Xi,Xj)/h, wenn dist(Xi,Xj) > 0 oder Xi ∩ Xj das
Maß null besitzt.
1 Beide Werte μmin und μmax sind schrittweitenabhängig (vgl. (C.27)), nicht aber

ihr Quotient.



11.1 Inverse der Massematrix 269

Beweis. a) Die Menge {‖ξi − x‖2 : x ∈ Xi} nimmt ihre Maxima in den Eck-
punkten an. Zu jedem Eckpunkt x′ von Xi gibt es aber ein Dreieck t ∈ T ,
sodass die Strecke ξi x′ mit einer Seite von t übereinstimmt. Somit gilt
‖ξi − x′‖2 ≤ h.

b) Wenn (im, im+1) eine Kante in G(M) beschreibt, muss Mim,im+1 = 0
gelten. Damit müssen sich die Träger Xim

und Xim+1 in inneren Punk-
ten überschneiden. Dieser Fall tritt nur auf, wenn der Knotenpunkt ξim+1

einer der Eckpunkte von Xim
ist oder mit ξim

übereinstimmt. Folglich gilt
‖ξim

− ξim+1‖2 ≤ h . Für einen Pfad der Länge δ folgt mit der Dreiecks-
ungleichung entsprechend ‖ξi − ξj‖2 ≤ δh.

c) Sei δ ≥ 2. Wegen ξi1 ∈ Xi und ξiδ−1 ∈ Xj ist dist(Xi,Xj) ≤
‖ξi1 − ξiδ−1‖2 ≤ (δ − 2)h , woraus die weitere Behauptung folgt.

Die Massematrix ist positiv definit, und definitionsgemäß sind die Normen
und die extremen Eigenwerte durch μmin = ‖M−1‖−1

2 und μmax = ‖M‖2 ver-
bunden. In der Ungleichung (9.22b) des Kriteriums 9.5.3 wird eine Konstante
c2 benötigt, die im folgenden Lemma charakterisiert wird.

Lemma 11.1.3. Seien μmin und μmax die extremen Eigenwerte der Masse-
matrix M . Mit h aus (11.1) ist

|(M−1)ij | ≤ C ‖M−1‖2 q1+dist(Xi,Xj)/h für alle i, j ∈ I mit δ(i, j) ≥ 2,

wobei C := r−1
2r und q :=

√
r−1√
r+1

∈ (0, 1) mit r := cond(M) = μmax/μmin.

Damit gilt die Ungleichung (9.22b) mit c2 := C ‖M−1‖2 q. Bedingungen, unter
denen r = cond(M) unabhängig von der Problemgröße n beschränkt ist, sind
in Lemma 11.1.1 angegeben.

Beweis. Lemma 9.5.4 liefert |(M−1)ij | ≤ ĉ qδ(i,j) mit Konstanten, die in (9.23)
angegeben sind. Aus

ĉ qδ(i,j) =
(1 +

√
r)2

2ar
qδ(i,j) = C

(1 +
√
r)2

a (r − 1)
qδ(i,j) ≤

δ(i,j)≥2+dist(Xi,Xj)/h

≤ C
(1 +

√
r)2q

a (
√
r − 1) (

√
r + 1)

q1+dist(Xi,Xj)/h

= C
1

μmin
q1+dist(Xi,Xj)/h = C ‖M−1‖2 q1+dist(Xi,Xj)/h

folgt die Behauptung.
Die Ungleichung

vol(Xi) ≥ cvh
d (11.2)

ist eine Folge der Formregularität und Quasiuniformität des Finite-Element-
Gitters. Die Träger Xi können überlappen, aber unter der Annahme der
Formregularität ist die Zahl der Überlappungen beschränkt. Dies wird in der
folgenden Ungleichung ausgedrückt: Es gibt eine Konstante cM > 0, sodass
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cM vol(Xτ ) ≥
∑

i∈τ

vol(Xi). (11.3)

Lemma 11.1.4. Aus (11.2) und (11.3) folgt die in (9.22a) verlangte Un-
gleichung

diam(Xτ )d ≥ C1h
d#τ mit C1 :=

cv
ωdcM

,

wobei ωd das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis. Xτ ist in einer Kugel mit dem Radius diam(Xτ ) enthalten, sodass
(diam(Xτ ))d ≥ vol(Xτ )/ωd. Andererseits erhält man aus (11.3) und (11.2),
dass vol(Xτ ) ≥ 1

cM

∑
i∈τ vol(Xi) ≥ cv

cM
hd#τ.

Satz 11.1.5. Als Zulässigkeitsbedingung sei (5.9a) mit (5.5a) angenommen.
Das Finite-Element-Gitter sei formregulär und quasiuniform (insbesondere
gelte (11.2), (11.3) und cond(M) = O(1), vgl. Lemma 11.1.1). T (I × I) sei
stufentreu.2 Dann existiert für alle ε > 0 eine Matrix NH ∈ H(P, kε), die die
Inverse der Massematrix approximiert:

‖M−1 −NH‖2 ≤ ε‖M−1‖2 (11.4)

mit kε = O(logd(L
ε )) und L = 1 + depth(T (I × I, P )).

Beweis. In Kriterium 9.5.3 (mit M ersetzt durch M−1) ist (9.22a) mit
C1 := cv

ωdcM
(vgl. Lemma 11.1.4) und (9.22b) mit c2 := C ‖M−1‖2 q (vgl.

Lemma 11.1.3) erfüllt. Die dort bewiesene Fehlerabschätzung lautet damit

‖M−1 −NH‖2 ≤ ‖M−1‖2 · Csp(P ) (1 + depth(T (I × I, P ))) · const · ρk1/d

(11.4’)
mit n-unabhängigen Größen Csp(P ), const und ρ<qC1/η (η aus (5.9a)). Damit
folgt (11.4) für k = kε = O(logd(Lε)) mit L = 1 + depth(T (I×I, P )).

Die Ungleichung (11.4) beschreibt den relativen Fehler bezüglich der
Spektralnorm. Im Weiteren wird die Norm von P (M−1 − NH)R : L2(Ω) →
L2(Ω) interessant sein.

Korollar 11.1.6. Unter den Voraussetzungen3 von Satz 11.1.5 gilt die Un-
gleichung

‖M1/2(M−1 −NH)M1/2‖2 = ‖P (M−1 −NH)R‖L2(Ω)←L2(Ω) (11.5a)

≤ Csp(P ) (1 + depth(T (I × I, P ))) · const′ · ρk1/d

(11.5b)

wie in (11.4’), wobei const′ := const · cond(M) mit const aus (11.4’). Wie in
Satz 11.1.5 existiert für alle ε > 0 eine Matrix NH ∈ H(P, kε), sodass

‖M1/2(M−1−NH)M1/2‖2 ≤ ε mit kε = O(logd( 1+depth(T (I×I,P ))
ε )). (11.5c)

2 Diese Voraussetzung wird in Lemma 6.5.8 benötigt.
3 Es reichen die Ungleichung (11.4) und die Bedingung cond(M) = O(1).
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Beweis. Die Gleichheit in (11.5a) folgt aus (C.29d). Ferner ist

‖M1/2(M−1 −NH)M1/2‖2 ≤ ‖M1/2‖2‖M−1 −NH‖2‖M1/2‖2
= ‖M−1 −NH‖2‖M1/2‖22 = ‖M−1 −NH‖2‖M‖2.

Mit (11.4’) erreicht man

‖M1/2(M−1 −NH)M1/2‖2
≤ ‖M−1‖2‖M‖2 · Csp(P ) (1 + depth(T (I × I, P ))) · const · ρk1/d

.

Da ‖M−1‖2‖M‖2 = cond(M) = O(1), folgt die Behauptung.

11.2 Der Green-Operator und seine
Galerkin-Diskretisierung

11.2.1 Das elliptische Problem

Der im Folgenden untersuchte Differentialoperator ist

Lu = −div(C(x) gradu) in Ω, (11.6)

wobei Ω ⊂ R
d ein beschränktes Lipschitz4-Gebiet sei.

Die Randwertaufgabe lautet

Lu = f in Ω,
u = 0 auf Γ := ∂Ω.

(11.7)

Hierbei ist hervorzuheben, dass wir für die d × d-Koeffizientenmatrix keine
Regularität außer der Beschränktheit C(·) ∈ L∞(Ω) annehmen wollen. Die
gleichmäßige Elliptizität wird durch die Ungleichungen

0 < λmin ≤ λ ≤ λmax für alle Eigenwerte λ∈σ(C(x)) und fast alle x∈Ω
(11.8)

beschrieben. Das Verhältnis

κC = λmax/λmin (11.9)

ist eine obere Schranke aller Spektralkonditionen cond2 C(x). Man beachte
aber, dass die Extrema λmin und λmax nicht für das gleiche x ∈ Ω angenom-
men werden müssen.

Die Variationsformulierung (1.20a) lautet hier

a(u, v) =
∫

Ω
f(x)v(x)dx =: f(v)

mit a(u, v) :=
∫

Ω
〈C(x) gradu(x), grad v(x)〉dx.

(11.10)

4 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, geboren am 14. Mai 1832 in Königsberg, ge-
storben am 7. Okt. 1903 in Bonn.
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Nach Festlegung der Basis in (C.22) für den Unterraum Vn ⊂ V = H1
0 (Ω)

ist die Finite-Elemente-Matrix A gemäß (C.33) durchAij = a(φj , φi) definiert.
Abschließend sei vermerkt, dass die folgenden Aussagen auch dann gelten,

wenn L weitere Terme erster und nullter Ordnung mit L∞-Koeffizienten
enthält (vgl. Bebendorf [8]). Elliptische Systeme – insbesondere die Lamé-
Gleichungen – sind in der Dissertation [126] untersucht worden. Zum Ver-
halten der H-Matrixmethode bei dominanter Konvektion vergleiche man
Le Borne [107] und Grasedyck-Le Borne [63].

11.2.2 Die Green-Funktion

Für alle x, y ∈ Ω ist die Green-FunktionG(x, y) als Lösung von LG(·, y) = δy

mit G(·, y)|Γ = 0 definiert (L und die Beschränkung auf Γ beziehen sich auf
die erste Variable ·), wobei δy die Dirac-Distribution bei y ∈ Ω ist. Die Green-
Funktion ist der Schwartz5-Kern der Inversen L−1, d.h. die Lösung von (11.7)
lässt sich schreiben als

u(x) =
∫

Ω

G(x, y) f(y) dy.

Für L = −Δ (d.h. C(x) = I) ist die Greensche Funktion in Ω analytisch.
Da hier die Koeffizientenmatrix C(x) nur beschränkt ist, braucht G nicht
einmal stetig differenzierbar zu sein. Die Existenz der Greensche Funktion ist
für d ≥ 3 von Grüter-Widman [65] bewiesen. Zudem ist die Abschätzung

|G(x, y)| ≤ CG

λmin
|x− y|2−d

(
CG = CG(κC) mit κC aus (11.9),
λmin aus (11.8)

)
(11.11a)

gezeigt. Für d = 2 findet sich der Existenzbeweis bei Doltzmann-Müller [38],
wobei in diesem Falle

|G(x, y)| ≤ CG

λmin
log |x− y| (11.11b)

gilt.

11.2.3 Der Green-Operator G

Auf Grund von (11.11a,b) ist der Integraloperator

(
L−1f

)
(x) = (Gf) (x) :=

∫

Ω

G(x, y)f(y)dy (x ∈ Ω) (11.12)

wohldefiniert. Dieser Green-Operator ist allerdings praktisch nicht zugänglich,
da die Greensche Funktion G im Allgemeinen nicht explizit bekannt ist. Wir
verwenden G aber hier nur für theoretische Überlegungen.
5 Laurent Schwartz, geboren am 5. März 1915 in Paris, gestorben am 4. Juli 2002.
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Lemma 11.2.1. Unter den obigen Voraussetzungen (d.h. L gleichmäßig ellip-
tisch mit unterer Schranke λmin, Ω beschränkt 6, Dirichlet-Nullrandbedingung)
gilt G ∈ L

(
L2(Ω), L2(Ω)

)
. Genauer lautet die Schranke

‖G‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ diam(Ω)2/λmin. (11.13)

Beweis. Sei u = Gf ∈ H1
0 (Ω) mit f ∈ L2(Ω). Aus (11.8) folgt a(u, u) ≥

λmin‖∇u‖2L2(Ω). Für ein beschränktes Gebiet Ω und Funktionen u ∈ H1
0 (Ω)

gilt die Abschätzung ‖u‖2L2(Ω) ≤ diam(Ω)2‖∇u‖2L2(Ω), sodass

‖u‖2L2(Ω) ≤ diam(Ω)2‖∇u‖2L2(Ω) ≤
diam(Ω)2

λmin
a(u, u).

Andererseits ist a(u, u) = (f, u)L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω) , woraus nach
Division durch ‖u‖L2(Ω) die behauptete Ungleichung folgt.

Es sei angemerkt, dass man im Allgemeinen ‖G‖L2(Ω)←L2(Ω) nicht durch
die Hilbert-Schmidt-Norm ‖G‖F = ‖G‖L2(Ω×Ω) (vgl. (C.19)) ersetzen darf,
da G mit der Singularität (11.11a) für d ≥ 4 nicht mehr in Ω × Ω quadrat-
integrabel ist.

11.2.4 Galerkin-Diskretisierung von G und der Zusammenhang
mit A−1

Die Galerkin-Diskretisierungsmatrix zu G aus (11.12) ist B := RGP mit den
Komponenten

Bij :=
∫

Ω

∫

Ω

φi(x)G(x, y)φj(y)dxdy (i, j ∈ I), (11.14)

wobei für φi die Finite-Element-Basis verwendet wird.
Zwei unterschiedliche Finite-Element-Fehlerabschätzungen können aufge-

stellt werden. Die L2(Ω)-orthogonale Projektion lautet

Qh := PM−1R : L2(Ω) → Vh, d.h.
(Qhu, vh)L2 = (u, vh)L2 für alle u ∈ V und vh ∈ Vh

(M ist die Massematrix). Der zugehörige Fehler ist

eQ
h (u) := ‖u−Qhu‖L2(Ω).

Andererseits ist die Finite-Element-Approximation verbunden mit der Ritz7-
Projektion
6 Es reicht, dass Ω in einer Raumrichtung beschränkt ist, d.h. nach geeigneter

Drehung und Verschiebung gelte Ω ⊂ {x ∈ R
d : 0 ≤ x1 ≤ δ} . Dann kann im

Weiteren diam(Ω) durch die Streifenbreite δ ersetzt werden.
7 Walter Ritz, geboren am 22. Februar 1878 in Sion (Sitten), gestorben am 7. Juli

1909 in Göttingen.
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QRitz,h = PA−1RL : V → Vh

(vgl. [67, §8.2.3]). Ist u ∈ V die Lösung des Variationsproblems a(u, v) = f(v)
(vgl. (11.10)), so ist uh = QRitz,hu die Finite-Element-Lösung. Der Finite-
Element-Fehler ist

eP
h (u) := ‖u−QRitz,hu‖L2(Ω).

Da die L2(Ω)-orthogonale Projektion die optimale ist, d.h. eQ
h (u) ≤ eP

h (u),
reicht der Fehler eP

h für eine Abschätzung. Die schwächste Form der Finite-
Element-Konvergenz lautet

eP
h (u) ≤ εh‖f‖L2(Ω) für alle u = Gf, f ∈ L2(Ω), (11.15)

wobei εh → 0 für h → 0, d.h., εh = o(1), wie in Lemma C.5.8 beweisen
wird. Nur unter weiteren Glattheitsbedingungen an die Koeffizientenmatrix
C (vgl. (11.6)) und unter Regularitätsannahmen kann man ein besseres Ver-
halten εh = O(hσ) mit σ ∈ (0, 2] erwarten.

Das folgende Lemma zeigt, dass M−1BM−1 eine Näherung für A−1 dar-
stellt.

Lemma 11.2.2. εh sei die Größe aus (11.15). Dann gilt mit der Norm ||| · |||
aus (6.25) die Abschätzung

|||MA−1M −B||| = ‖PA−1R− PM−1BM−1R‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ 2εh. (11.16)

Beweis. |||MA−1M −B||| = ‖PA−1R−PM−1BM−1R‖L2(Ω)←L2(Ω) folgt aus
der Definition (6.25). Wegen B = RGP ist

PM−1BM−1R = PM−1RGPM−1R = QhGQh.

Wir haben
(
PA−1R−QhGQh

)
f für f ∈ L2(Ω) abzuschätzen. Da Rf = 0

für f ∈ V ⊥
h , reicht es, f ∈ Vh zu verwenden. uh := PA−1Rf ist die Finite-

Element-Lösung zu Lu = f, während QhGQhf = QhGf = Qhu die L2(Ω)-
Projektion der Lösung u von Lu = f auf Vh darstellt. Mit der Ritz-Projektion
QRitz,h schreibt sich der Ausdruck als

(
PA−1R−QhGQh

)
f = uh −Qhu = QRitz,hu−Qhu

= (u−Qhu)− (u−QRitz,hu)

und lässt sich mit

‖
(
PA−1R−QhGQh

)
f‖L2(Ω) ≤ eQ

h (u) + eP
h (u) ≤ 2eP

h (u) ≤ 2εh‖f‖L2(Ω)

abschätzen. Damit ist die behauptete Ungleichung (11.16) bewiesen.

Korollar 11.2.3. Eine äquivalente Formulierung der obigen Norm ist

|||MA−1M −B||| = ‖M1/2A−1M1/2 −M−1/2BM−1/2‖2.

Eine Folgerung ist die Ungleichung

‖A−1 −M−1BM−1‖2 ≤ |||MA−1M −B|||‖M−1‖2 ≤ 2 ‖M−1‖2 εh.
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Beweis. Zum ersten Teil vergleiche man (6.25). Der zweite Teil folgt aus

‖A−1 −M−1BM−1‖2
= ‖M−1/2

(
M1/2A−1M1/2 −M−1/2BM−1/2

)
M−1/2‖2

≤ ‖M−1/2‖2‖M1/2A−1M1/2 −M−1/2BM−1/2‖2‖M−1/2‖2

und ‖M−1/2‖22 = ‖M−1‖2 sowie (11.16).
Es sei festgehalten, dass B ebenso wie G beschränkt ist, denn wegen

|||B||| = ‖QhGQh‖L2(Ω)←L2(Ω) gilt die

Anmerkung 11.2.4. Es ist |||B||| ≤ ‖G‖L2(Ω)←L2(Ω).

Die weiteren Überlegungen sehen wie folgt aus. In §11.3 wird gezeigt, dass
B durch eine H-Matrix BH gut approximiert werden kann. Nach Satz 11.1.5
ist bekannt, dass die Massematrix-Inverse M−1 eine H-Matrixapproximation
NH besitzt. Gemäß Lemma 7.4.5 ergibt das Produkt NHBHNH wieder eine
H-Matrix, die M−1BM−1 approximiert. Da zusätzliche Fehler von der Größe
des Diskretisierungsfehlers εh akzeptierbar sind, sind H-Matrix-Näherungen
von M−1BM−1 auch gute Approximationen von A−1 (vgl. (11.16)).

11.2.5 Folgerungen aus separabler Approximation der Greenschen
Funktion

Wir greifen dem Abschnitt §11.3 voraus und nehmen an, dass die Greensche
Funktion eine separable Approximation erlaubt:

G(x, y) ≈ Gk(x, y) =
k∑

i=1

u
(k)
i (x)v(k)

i (y) für x ∈ X, y ∈ Y, (11.17a)

wobei X,Y ⊂ Ω die übliche Zulässigkeitsbedingung

min{diam(X),diam(Y )} ≤ η dist(X,Y ) (11.17b)

erfüllen. Ferner falle der Approximationsfehler exponentiell, d.h. für die
Integraloperatoren GXY ,Gk,XY ∈ L

(
L2(Y ), L2(X)

)
, die für x ∈ X mittels

(GXY f) (x) :=
∫

Y

G(x, y)f(y)dy, (Gk,XY f) (x) :=
∫

Y

Gk(x, y)f(y)dy

definiert sind, gelte

‖GXY − Gk,XY ‖L2(X)←L2(Y ) ≤ ε‖G‖L2(Ω)←L2(Ω)

mit ε = ε(k) ≤ C1 exp(−c2kc3), c1, c2, c3 > 0
(11.17c)

für alle k ∈ N. Wir werden (11.17c) mit den Konstanten
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c1 ≈ 1, c2 ≈ cd/(d+1)
η , c3 =

1
d+ 1

(cη= β0e mit β0 aus (11.35d)) (11.17d)

zeigen8. Der Beweis benutzt allerdings eine weitere Annahme: Wenn das Mini-
mum in (11.17b) von diam(X) [bzw. diam(Y )] angenommen wird, sei X
[bzw. Y ] konvex. In der Praxis ist dies keine Einschränkung, da nach Kon-
struktion der Partition P ⊂ T (I × I) die Zulässigkeit der (Minimal-)Quader
verwendet wird (vgl. Lemma 5.2.6) und diese konvex sind. Die Verifizierung
von (11.17a-d) findet sich im Anschluss an den Beweis von Lemma 11.3.10.

Die Matrix B aus (11.14) wird offenbar durch Bk ∈ H(k, P ) approximiert,
wobei für Bk|b die Kernfunktion G in (11.14) durch die in diesem Block b
zutreffende Approximation Gk aus (11.17a) ersetzt wird. Sei b = τ × σ. In
diesem Fall sind X und Y durch Xτ und Xσ zu ersetzen (vgl. (5.5b)). Gemäß
Satz 4.5.4 gilt

|||B|b −Bk|b||| ≤ ‖GXτ Xσ
− Gk,Xτ Xσ

‖L2(Xτ )←L2(Xσ).

Mit (11.17c) folgt

|||B|b −Bk|b||| ≤ ε‖G‖L2(Ω)←L2(Ω) für alle b ∈ P+,

während im Nahfeld Bk|b := B|b (b ∈ P−) gesetzt wird. Der Gesamtfehler
beträgt nach Satz 6.5.13

|||B −Bk||| ≤ O(ε · Csp(P ) depth(T (I))) ‖G‖L2(Ω)←L2(Ω).

Die Kombination dieser Ungleichung mit Csp(P ) = O(1) (vgl. Lemma 6.4.9)
und ‖G‖L2(Ω)←L2(Ω) = O(1) (vgl. (11.13)) zeigt

|||B −Bk||| ≤ O(ε · depth(T (I))).

Damit ist das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 11.2.5. Die Voraussetzungen aus §11.2.1 mögen gelten und die
Finite-Element-Triangulation sei formregulär. Die Partition P ⊂ T (I × I)
sei mit der Zulässigkeitsbedingung (5.8) angewandt auf die Minimalquader
definiert. Dann gilt für die oben definierte Matrix Bk ∈ H(k, P ) die
Fehlerabschätzung

|||B −Bk||| ≤ O(ε · depth(T (I))) mit ε = ε(k) ≤ exp(−c2k1/(d+1))

für alle k ∈ N und mit der Konstanten c2 aus (11.17d).

Anmerkung 11.2.6. a) Es sei daran erinnert, dass bei der üblichen Konstruk-
tion des Clusterbaums depth(T (I)) = O(log #I) gilt.

8 Dieser Wert von c3 ist nicht optimal. Die Abschätzung sollte auch für c3 = 1
d−1

gelten.
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b) Im Folgenden setzen wir kε,B ≥ O
(
logd+1 depth(T (I))

ε

)
, sodass

|||B −Bk||| ≤ ε für k = kε,B . (11.18)

c) Zusammen mit |||B||| ≤ ‖G‖L2(Ω)←L2(Ω) = O(1) aus Anmerkung 11.2.4
und Lemma 11.2.1 ergibt sich für ε ≤ O(1) somit

|||Bk||| ≤ O(1). (11.19)

Da nach Lemma 11.2.2 A−1 ≈ M−1BM−1 und M−1 ≈ NH (vgl. Satz
11.1.5) sowie B ≈ Bk, verwenden wir

H := NHBkε,B
NH (11.20)

als Approximanden der inversen Finite-Element-Matrix A−1.

Lemma 11.2.7. Zu ε > 0 seien NH ∈ H(kε, P ) gemäß Satz 11.1.5 und
Bkε,B

∈ H(kε,B , P ) gemäß Lemma 11.2.5 gewählt. Dann ist das (exakte) Pro-
dukt H aus (11.20) eine hierarchische Matrix aus H(kε,H , P ) mit

kε,H = C2
U max{kε, kε,B , nmin}, (11.21)

wobei CU in (7.46b) definiert und in (7.46c) abgeschätzt ist: CU = O(log #I).

Beweis. Für das exakte Produkt NHBkε,B
gilt nach Satz 11.1.5, dass

NHBkε,B
∈ H(kNB , P ) mit kNB = CU max{kε, kε,B , nmin}.

Die zweite Produktbildung H =
(
NHBkε,B

)
NH führt auf

kε,H = CU max{kNB , kε, nmin}.

Da CU ≥ 1, schließt man über max{kε, nmin} ≤ kNB auf (11.21).
Die sachgemäße Norm für den Fehler A−1 −H ist

‖P
(
A−1 −H

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) = ‖M1/2

(
A−1 −H

)
M1/2‖2 (11.22a)

= |||MA−1M −B|||

(vgl. (C.29d)). Mehrfache Verwendung der Dreiecksungleichung liefert

‖P
(
A−1 −H

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) (11.22b)

≤ ‖P
(
A−1 −M−1BM−1

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω)

+ ‖PM−1
(
B −Bkε,B

)
M−1R‖L2(Ω)←L2(Ω)

+ ‖PM−1Bkε,B

(
M−1 −NH

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω)

+ ‖P
(
M−1 −NH

)
Bkε,B

NHR‖L2(Ω)←L2(Ω).
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Der erste Summand in (11.22b) ist in (11.16) durch die dort definierte
Schranke εh abgeschätzt:

‖P
(
A−1 −M−1BM−1

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ 2εh. (11.22c)

Der zweite Summand in (11.22b) kann wegen

‖PM−1
(
B −Bkε,B

)
M−1R‖L2(Ω)←L2(Ω) = |||B −Bkε,B

|||

mittels Lemma 11.2.5 und (11.18) behandelt werden:

‖PM−1
(
B −Bkε,B

)
M−1R‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ ε. (11.22d)

Der dritte Summand in (11.22b) wird aufgespalten in die Faktoren

‖PM−1Bkε,B

(
M−1 −NH

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) (11.22e)

= ‖
[
PM−1Bkε,B

M−1/2
] [
M1/2

(
M−1 −NH

)
R
]
‖L2(Ω)←L2(Ω)

≤ ‖PM−1Bkε,B
M−1/2‖L2(Ω)←RI‖M1/2

(
M−1 −NH

)
R‖RI←L2(Ω)

= |||Bkε,B
|||‖M1/2(M−1 −NH)M1/2‖2

≤ O(1) · ε = O(ε),

wobei die vorletzte Zeile (C.29b-d) verwendet und die letzte Ungleichung aus
(11.19) und (11.5c) folgt.

Der vierte Summand in (11.22b) wird analog behandelt:

‖P
(
M−1 −NH

)
Bkε,B

NHR‖L2(Ω)←L2(Ω)

= ‖
[
P
(
M−1 −NH

)
M1/2

] [
M−1/2Bkε,B

NHR
]
‖L2(Ω)←L2(Ω)

≤ ‖P
(
M−1 −NH

)
M1/2‖L2(Ω)←RI‖M−1/2Bkε,B

NHR‖RI←L2(Ω)

= ‖M1/2(M−1 −NH)M1/2‖2‖PM−1Bkε,B
NHR‖L2(Ω)←L2(Ω)

= ε‖PM−1Bkε,B
NHR‖L2(Ω)←L2(Ω)

≤ ε(‖PM−1Bkε,B
M−1R‖L2(Ω)←L2(Ω)

+ ‖PM−1Bkε,B

(
M−1 −NH

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω)).

Die vierte Zeile macht von (C.29b) Gebrauch. Der erste Normausdruck der
letzten Zeile ist ‖PM−1Bkε,B

M−1R‖L2(Ω)←L2(Ω) = |||Bk||| ≤ O(1), der zweite
wird in (11.22e) mit O(ε) abgeschätzt, sodass

‖P
(
M−1 −NH

)
Bkε,B

NHR‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ O(ε). (11.22f)

Die Kombination von (11.22a-f) liefert das Endresultat:

Satz 11.2.8. Vorausgesetzt seien die Annahmen aus §11.1, §11.2.1 sowie
depth(T (I))=O(#I). Der lokale Rang kε =O(logd(#I/ε)) von NH∈H(kε,P )
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sowie kε,B = O(logd+1 (#I/ε)) von Bkε,B
∈ H(kε,B , P ) zu vorgegebenem

ε ∈ (0, 1) liefert mit H = NHBkε,B
NH ∈ H(kε,H , P ) eine Approximation

der inversen Finite-Element-Matrix A−1 mit dem Fehler

‖P
(
A−1 −H

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ O(ε+ εh), (11.23)

wobei

kε,H = C2
U max{kε, kε,B , nmin} = O

(
log2(#I)kε,B

)

= O
(
logd+3(#I) + log2(#I) logd+1 (1/ε)

)
,

während εh der Finite-Element-Konsistenzfehler aus (11.15) ist.

Die naheliegende Wahl von ε ist ε = εh. Da bestenfalls εh = O(hα) =
O(#I−α/d) (α > 0: Konsistenzordnung), stimmen log(#I) und log (1/ε) in
der Größenordnung überein und ergeben

‖P
(
A−1 −H

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ O(hα)

für ein H ∈ H(kεh,H , P ) mit kεh,H = O
(
logd+3(#I)

)
.

Da die rechte Seite O(ε + εh) von (11.23) nicht kleiner als O(εh) werden
kann, beweist die Abschätzung keine exponentielle Konvergenz für ε → 0.
Dies ist ein Artefakt des Beweises. Der Grund ist die Wahl von H, das
aus einer anderen Diskretisierung stammt. Die numerischen Resultate
zeigen eindeutig, dass unabhängig von εh der Bestapproximationsfehler
min{‖P

(
A−1 −M

)
R‖L2(Ω)←L2(Ω) : M ∈ H(k, P )} exponentiell mit k → ∞

fällt.

11.3 Analysis der Greenschen Funktion

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, für die Greensche Funktion eine separable
Approximation der Form (11.17a), d.h.

G(x, y) ≈ G(k)(x, y) =
k∑

i=1

ui(x)vi(y) in X × Y

zu zeigen, wobei X,Y ⊂ Ω eine Zulässigkeitsbedingung erfüllen.
Die Greensche Funktion G ist in Ω × Ω definiert. Sobald X ⊂ Ω und

Y ⊂ Ω disjunkt sind, ist die Beschränkung von G auf X × Y L-harmonisch,
d.h. G erfüllt die homogene Differentialgleichung LG = 0. Der Unterraum der
L-harmonischen Funktionen wird anschließend in §11.3.1 diskutiert. Danach
werden Approximationseigenschaften in diesem Unterräume diskutiert.
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11.3.1 L-harmonische Funktionen und innere Regularität

Ω ⊂ R
d ist das Definitionsgebiet des Differentialoperators L (vgl. (11.6),

(11.7)). Im Folgenden soll der Raum Z(D) der L-harmonischen Funktionen
definiert werden. Sei dazu D ⊂ R

d ein Gebiet mit Ω∩D = ∅. Aus technischen
Gründen9 darf D zum Teil im Komplement von Ω liegen. In D\Ω werden die
Funktionen jedoch als Nullfunktion definiert. Darüberhin aus sollen u ∈ Z(D)
in D ∩Ω L-harmonisch und lokal zu H1 gehören. Vor der präzisen Definition
seien zunächst einige Anmerkungen angefügt:

(D)Γ

(D)Γ

D

Ω

Ω

D

Abb. 11.2.Ge-
biete Ω, D, ΓD

Eine Funktion, die Lu = 0 in einem Teilgebiet erfüllt,
nennt man dort L-harmonisch. Insbesondere ist die Green-
sche Funktion G(x, y) bezüglich beider Argumente x, y
L-harmonisch 10, wenn x = y. Die hier geeignete schwache
Formulierung, die von der Bilinearform aus (11.10) Gebrauch
macht, findet sich in (11.25c).

Wenn x ∈ Ω ∩ ∂D, ist u := G(x, ·) zwar L-harmonisch
in D (da x /∈ D), aber u gehört wegen der Singularität der
Greenschen Funktion nicht zu H1(D). Deshalb wird nur die
lokale H1-Eigenschaft gefordert: u ∈ H1(K) für alle Gebiete
K ⊂ D, die einen positiven Abstand von

Γ (D) := Ω ∩ ∂D (11.24)

besitzen (vgl. Abbildung 11.2 und (11.25b)).
Für die späteren Konstruktionen ist es hilfreich, dass D

über Ω hinausreichen darf. Wegen der Nullrandbedingung
G(x, y) = 0 für x ∈ Ω und y ∈ ∂Ω, gehört die Fortsetzung von G(x, ·) mittels
null in D\Ω wieder lokal zu H1. Bedingung (11.25a) ist eine leere Aussage,
wenn D ⊂ Ω (oberer Fall in Abbildung 11.2).

Definition 11.3.1. Seien Ω,D ⊂ R
d und Γ (D) aus (11.24). Dann sei Z(D)

der Raum aller u ∈ L2(D) mit den Eigenschaften

u|D\Ω = 0, (11.25a)

u ∈ H1(K) für alle K ⊂ D mit dist(K,Γ (D)) > 0, (11.25b)
a(u, ϕ) = 0 für alle ϕ ∈ C∞

0 (D ∩Ω). (11.25c)

Anmerkung 11.3.2. Seien Z(D) und Z(D′) die Unterräume zu D′ ⊂ D. Für
alle u ∈ Z(D) gehört die Beschränkung u|D′ zu Z(D′), was kurz in der Form
9 Unter dieser Annahme kann D konvex gewählt werden, während Ω∩D dies nicht

zu sein braucht. Daher brauchen wir nicht vorauszusetzen, dass Ω konvex ist.
10 Im Allgemeinen ist G(x, y) L-harmonisch bezüglich x ∈ Ω\{y}, während es L∗-

harmonisch bezüglich y ∈ Ω\{x} ist, wobei L∗ den zu L adjungierten Differen-
tialoperator bezeichnet. Im Falle von (11.6) ist L jedoch selbstadjungiert: L = L∗.
Die Verallgemeinerung auf den unsymmetrischen Fall würde aber keine Schwierig-
keiten bereiten.
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Z(D)|D′ ⊂ Z(D′) notiert werden kann. Falls dist(D′, Γ (D)) > 0, gilt sogar
Z(D)|D′ ⊂ Z(D′) ∩H1(D′) (vgl. (11.25b)).

Als innere Regularität bezeichnet man die charakteristische Eigenschaft
homogener Lösungen elliptischer Differentialgleichungen, in inneren Teil-
gebieten bessere Regularität als im Globalen aufzuweisen (vgl. [67, §9.1.6]).
Hier wird speziell verwendet, dass für jede Funktion u ∈ Z(D) in einem
kleineren Gebiet K die Gradientennorm ‖∇u‖L2(K∩Ω) mittels ‖u‖L2(D∩Ω)

abgeschätzt werden kann. Dank der Nullfortsetzung in D\Ω (vgl. (11.25a))
dürfen auch die Normen ‖∇u‖L2(K) und ‖u‖L2(D) verwendet werden.

Lemma 11.3.3. Seien Ω, D, Z(D), Γ (D) und K ⊂ D mit dist(K,Γ (D)) > 0
wie in Definition 11.3.1. κC = λmax/λmin ist die Größe aus (11.8)). Dann
gilt die sogenannte Cacciopoli-Ungleichung

‖∇u‖L2(K∩Ω) ≤
2
√
κC

dist(K,Γ (D))
‖u‖L2(D∩Ω) für alle u ∈ Z(D). (11.26)

Beweis. Die Abschneidefunktion η ∈ C1(D) erfülle 0 ≤ η ≤ 1 in D, η = 1 in
K und η = 0 in einer Umgebung von Γ (D) sowie |∇η| ≤ 2/δ in D ∩Ω, wobei
die Abkürzung

δ := dist(K,Γ (D))

verwandt wurde. Da K ′ := Träger(η) ⊂ D die Bedingung dist(K ′, Γ (D)) > 0
erfüllt, folgert man aus (11.25b), dass u ∈ H1(K ′). Die Funktion ϕ := η2u ∈
H1

0 (D∩Ω) ist somit eine zulässige Testfunktion in der Variationsformulierung
a(u, ϕ) = 0:

0 =
∫

D∩Ω

(∇u)�C(x)∇(η2u)dx (11.27)

= 2
∫

D∩Ω

ηu(∇u)�C(x)(∇η)dx+
∫

D∩Ω

η2(∇u)�C(x)(∇u)dx.

Die Ungleichungskette
∫

D∩Ω

η2‖C1/2(x)∇u‖2dx =
∫

D∩Ω

η2(∇u)�C(x)(∇u)dx

=
(11.27)

2
∣∣∣∣
∫

D∩Ω

ηu(∇u)�C(x)(∇η)dx
∣∣∣∣

≤ 2
∫

D∩Ω

η |u| ‖C1/2(x)∇η‖ ‖C1/2(x)∇u‖ dx

≤
‖C‖≤λmax wegen (11.8), |∇η|≤2/δ

4
√
λmax

δ

∫

D∩Ω

|u| η ‖C1/2(x)∇u‖ dx

≤
Schwarzsche Ungleichung

4
√
λmax

δ

√∫

D∩Ω

η2‖C1/2(x)∇u‖2dx ‖u‖L2(D∩Ω)
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kann durch
√∫

D∩Ω
η2‖C1/2(x)∇u‖2dx = ‖η C1/2(x)∇u‖L2(D∩Ω) dividiert

werden:

‖η C1/2(x)∇u‖L2(D∩Ω) ≤ 4
√
λmax

δ
‖u‖L2(D∩Ω).

Wegen η = 1 in K folgt

‖∇u‖L2(K∩Ω) = ‖η∇u‖L2(K∩Ω) ≤ ‖η∇u‖L2(D∩Ω)

≤
(11.8)

λ
−1/2
min ‖ηC1/2(x)∇u‖L2(D∩Ω).

Zusammengenommen folgt die Behauptung mit (11.26) mit dem Faktor 4 statt
2. Die Bedingung |∇η| ≤ 2/δ kann durch |∇η| ≤ (1 + ε) /δ für jedes ε > 0
ersetzt werden. Damit gilt (11.26) mit dem Faktor 2 (1 + ε) für alle ε > 0,
also auch für 2.

Lemma 11.3.4. Der Teilraum Z(D) ist in L2(D) abgeschlossen.

Beweis. Die Folge {uk}k∈N ⊂ Z(D) konvergiere in L2(D) gegen u. Für u sind
die Eigenschaft (11.25a-c) nachzuweisen.

a) Da uk|D\Ω = 0, folgt auch u|D\Ω = 0, d.h. (11.25a).
b) Sei K ⊂ D mit dist(K,Γ (D)) > 0. Da ‖uk‖L2(D) gleichmäßig be-

schränkt ist, ist nach Lemma 11.3.3 auch {∇uk}k∈N auf K und damit die
Norm ‖uk‖H1(K) gleichmäßig beschränkt. Erneute Anwendung von Lemma
11.3.3 auf uk − u� zeigt ‖uk − u�‖H1(K) ≤ C‖uk − u�‖L2(D) → 0. Da H1(K)
vollständig ist, folgt u ∈ H1(K), d.h. (11.25b).

c) Sei ϕ ∈ C∞
0 (D ∩Ω). Gemäß (11.25c) gilt a(uk, ϕ) = 0. Nach Definition

von C∞
0 (D∩Ω) liegt K := Träger(ϕ) im Inneren von D∩Ω. Damit gehört das

Funktional a(·, ϕ) zu (H1(K))′ und die Konvergenz uk|K → u|K in H1(K)
aus Teil b) beweist a(u, ϕ) = 0, womit (11.25c) auch für u gilt.

11.3.2 Approximation durch endlich-dimensionale Unterräume

Das nächste Lemma garantiert die Existenz eines Unterraumes Vk ⊂ Z(D) der
Dimension k ∈ N, mit dem alle u ∈ Z∩H1(D) mit explizit beschriebener Güte
approximiert werden können. Der konkrete Raum Z(D) der L-harmonischen
Funktionen kann im Lemma durch jeden abgeschlossener Unterraum des
L2(D) ersetzt werden.

Lemma 11.3.5. Sei D ⊂ R
d ein konvexes Gebiet. Dann existiert für alle

k ∈ N ein Unterraum Vk ⊂ Z(D) der Dimension dimVk ≤ k mit 11

distL2(D)(u, Vk) ≤ cappr
diam(D)

d
√
k

‖∇u‖L2(D)

für alle u ∈ Z ∩H1(D), wobei cappr :=
2
√
d

π
.

(11.28)

11 Alle Abstände und Durchmesser werden in der Euklidischen Norm des R
d ge-

messen, wenn nicht explizit anders angegeben.
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Beweis. a) D ist in einem Würfel Q der Kantenlänge diam(D) enthalten. Sei
z die Würfelmitte:

D ⊂ Q = {x ∈ R
d : ‖x− z‖∞ <

1
2

diam(D)}.

b) Zuerst sei k = �d angenommen. Wir unterteilen den Würfel Q gleich-
mäßig in k Unterwürfel Qi der Kantenlänge diam(D)/� und setzen Di =
D ∩ Qi (i = 1, . . . , k). Die Di sind wieder konvex und ihr Durchmesser ist
durch diam(Di) ≤

√
d

� diam(D) abschätzbar. Der Unterraum

Wk = {v ∈ L2(D) : v konstant auf Di für alle i = 1, . . . , k}

hat die Dimension dimWk ≤ k. Die Poincaré12-Ungleichung13 zeigt für
u ∈ H1(D) , dass
∫

Di

|u− ūi|2dx ≤
(diam(Di)

π

)2
∫

Di

|∇u|2dx ≤
(√ddiam(D)

π�

)2
∫

Di

|∇u|2dx,

wobei ūi = 1
vol(Di)

∫
Di

u dx der Mittelwert von u in Di ist. Summation über
alle i liefert

distL2(D)(u,Wk) ≤ ‖u− ū‖L2(D) ≤
√
d

π�
diam(D) ‖∇u‖L2(D),

wobei ū die stückweise konstante Funktion aus Wk mit ū|Di
= ūi ist.

c) Für allgemeines k ∈ N setze man � := " d
√
k# ∈ N, d.h. �d ≤ k <

(�+ 1)d . Wir wenden Teil a) mit k′ := �d an und definieren Wk := Wk′ ,
sodass dimWk = dimWk′ ≤ k′ ≤ k. Wegen 1

� ≤
2

�+1 < 2
d√

k
erhalten wir

distL2(D)(u,Wk) ≤ cappr
diam(D)

d
√
k

‖∇u‖L2(D)

mit der Konstanten cappr := 2
√
d/π.

d) Sei Π : L2(D) → Z(D) die L2(D)-orthogonale Projektion auf Z(D).
Ferner wird Vk = Π(Wk) definiert. Da Π als Projektion die Norm 1 besitzt
und u ∈ Z, folgt die Behauptung aus ‖u − Πū‖L2(D) = ‖Π(u − ū)‖L2(D) ≤
‖u− ū‖L2(D) für alle ū ∈Wk.

Hier wurde der Einfachheit halber ausgenutzt, dass Di konvex ist. Die
Poincaré-Ungleichung gilt auch, wenn die Einbettung H1(Di) ↪→ L2(Di) kom-
pakt ist (was zum Beispiel gilt, wenn Di eine gleichmäßige Kegelbedingung
erfüllt). Allerdings ist dann die Poincaré-Konstante von Di abhängig, und
man hat Bedingungen zu stellen, die die gleichmäßige Beschränktheit aller
Poincaré-Konstanten sichern.
12 Jules Henri Poincaré, geboren am 29. April 1854 in Nancy, Lorraine, gestorben

am 17. Juli 1912 in Paris.
13 An dieser Stelle wird die Konvexität von Di und damit indirekt die von D

benötigt. Der korrigierte Beweis der Poincaré-Ungleichung für konvexe Gebiete
findet sich in [7].



284 11 Anwendungen auf Finite-Element-Matrizen

11.3.3 Hauptresultat

In der folgenden Konstruktion gehen wir von einem konvexen Gebiet K mit
K ∩Ω = ∅ aus. Die Verbreiterung von K um r ∈ (0, δ] ist definiert als

K(r) := {x ∈ R
d : dist(x,K) < r}, (11.29)

wobei K(0) := K für r = 0 gesetzt sei. Man sieht leicht, dass

dist(K(r2), ∂K(r1)) = r1 − r2 für r1 ≥ r2 ≥ 0,
diam(K(r)) ≤ diam(K) + 2r für r ≥ 0. (11.30)

Γ(D)
Ω

Κ
Κ(δ)

D

Abb. 11.3. Die Gebiete
Ω, K ⊂ K(δ) ⊂ D und
Γ (D)

D sei eine Obermenge von K mit

δ := dist(K,Γ (D)) > 0. (11.31)

Offenbar ist K(δ) ∩ Ω ⊂ D ∩ Ω. Im Komplement
R

d\Ω, wo alle Funktionen als null definiert sind,
kann D aber ohne Beschränkung der Allgemeinheit
so vergrößert werden, dass K(δ) ⊂ D gilt.

Das folgende Lemma beschreibt die Approxi-
mierbarkeit aller u ∈ Z(D) mittels eines Unter-
raumes W ⊂ Z(K) , sodass der Approximations-
fehler exponentiell mit der Dimension dimW fällt
(d.h. die Dimension steigt nur logarithmisch mit
dem inversen Approximationsfehler).

Lemma 11.3.6. Seien Ω, D, Z(D), Γ (D) und K ⊂ D mit dist(K,Γ (D)) > 0
wie in Definition 11.3.1. Ferner sei K ein konvexes Gebiet mit

diam(K) ≤ η dist(K,Γ (D)).

Dann existiert für alle ε < 1 ein Unterraum W = Wε ⊂ Z(K) mit der
Approximationseigenschaft

distL2(K)(u,W ) ≤ ε ‖u‖L2(D∩Ω) für alle u ∈ Z(D) (11.32)

und der Dimension

dimW ≤ cdη�log
1
ε
�d+1 + �log

1
ε
� mit cη = 2 e cappr

√
κC (η + 2) . (11.33)

Beweis. a) Mit K sind auch alle K(r) aus (11.29) konvexe Gebiete, die sich
mit wachsendem r vergrößern: K(r1) ⊃ K(r2) für r1 ≥ r2. Das kleinste Gebiet
ist K(0) = K, während K(δ) das maximale Gebiet mit K(δ) ⊂ D ist.

b) Wir fixieren ein p ∈ N, das in Teil f) konkretisiert wird, und führen
Radien r0 > r1 > . . . > rp = 0 mittels

rj := (1− j

p
) δ (0 ≤ j ≤ p) (11.34)
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ein. Wir setzen

Kj := K(rj), Zj := Z(Kj) (vgl. Definition 11.3.1)

und vermerken, dass K = Kp ⊂ Kp−1 ⊂ . . . ⊂ K1 ⊂ K0 ⊂ D.
c) Sei j ∈ {1, . . . , p}. Anwendung von Lemma 11.3.3 mit den Gebieten

Kj−1,Kj anstelle von D,K liefert

‖∇v‖L2(Kj) ≤
2
√
κC

dist(Kj , Γ (Kj−1))
‖v‖L2(Kj−1) für alle v ∈ Zj−1,

wobei Γ (Kj−1) der Definition (11.24) folgt. Wegen dist(Kj , Γ (Kj−1)) ≥
dist(Kj , ∂Kj−1) = rj−1 − rj = δ/p (vgl. (11.30)) folgt

‖∇v‖L2(Kj) ≤
2p
√
κC

δ
‖v‖L2(Kj−1) für alle v ∈ Zj−1. (11.35a)

d) Wir wenden Lemma 11.3.5 mit Kj anstelle von D und mit k := �(βp)d�
an, wobei der Faktor β später in (11.35d) festgelegt werden wird. Gemäß
Lemma 11.3.5 gibt es einen Unterraum Vj ⊂ Zj der Dimension dimVj ≤ k,
sodass

distL2(Kj)(v, Vj) ≤ cappr
diam(Kj)

d
√
k

‖∇v‖L2(Kj) für alle v ∈ Zj ∩H1(Kj).

Über die Ungleichungen d
√
k ≥ βp und diam(Kj) = diam(K) + 2rj ≤

diam(K) + 2δ (vgl. (11.30)) folgt

distL2(Kj)(v, Vj) ≤ cappr
diam(K) + 2δ

βp
‖∇v‖L2(Kj)

für alle v ∈ Zj ∩H1(Kj).
(11.35b)

Nach Anmerkung 11.3.2 gehört jedes v ∈ Zj−1 nach Beschränkung auf Kj

zu Zj ∩H1(Kj). Kombination der Abschätzungen (11.35a,b) zusammen mit
diam(K) ≤ ηδ zeigt

distL2(Kj)(v, Vj) ≤ (η + 2)
2cappr

√
κC

β
‖v‖L2(Kj−1)

für alle v ∈ Zj−1.
(11.35c)

Damit der Faktor (η + 2) 2cappr
√

κC

β mit ε1/p übereinstimmt, wählen wir

β := β0ε
−1/p mit β0 := 2cappr

√
κC (η + 2) . (11.35d)

Ungleichung (11.35c) wird so zu

distL2(Kj)(v, Vj) ≤ ε1/p‖v‖L2(Kj−1) für alle v ∈ Zj−1. (11.35e)



286 11 Anwendungen auf Finite-Element-Matrizen

Die Definition von distL2(Kj)(v, Vj) erlaubt eine andere Formulierung von
(11.35e): Für alle vj−1 ∈ Zj−1 existiert eine Approximation uj ∈ Vj , sodass
der Fehler vj := vj−1 − uj in Kj definiert ist und

‖vj |Kj
‖L2(Kj) ≤ ε1/p‖vj−1‖L2(Kj−1)

erfüllt. Insbesondere gilt vj−1 = uj + vj in Kj .

e) Die letzte Formulierung wird nun für j = 1 angewandt. Für jede Appro-
ximation u =: v0 ∈ Z0 gibt es nach (11.35e) ein u1 ∈ V1 ⊂ Z1, sodass
u|K1 = v0|K1 = u1 + v1 und

‖v1‖L2(K1) ≤ ε1/p ‖v0‖L2(K0).

Zu v1 ∈ Z1 existiert analog ein u2 ∈ V2 ⊂ Z2, sodass v1|K2 = u2 + v2

und ‖v2‖L2(K2) ≤ ε1/p ‖v1‖L2(K1). Die Kombination mit der vorigen Identität
u|K1 = u1 + v1 liefert wegen K2 ⊂ K1 die Darstellung u|K2 = u1 + u2 + v2.
Durch Induktion konstruiert man uj ∈ Vj für j = 1, . . . , p, sodass wegen
Kp = K

u|K = vp +
p∑

j=1

uj |K mit ‖vp‖L2(K) ≤ ε ‖u‖L2(K).

Da uj |K ∈ Vj |K , ist

W := span{Vj |K : j = 1, . . . , p}

der gesuchte Approximationsunterraum, der

distL2(D2)(u,W ) ≤ ε‖u‖L2(K0) ≤
K0⊂D

ε‖u‖L2(D) =
u|D\Ω=0

ε‖u‖L2(D∩Ω)

garantiert.
f) Die Dimension von W ist beschränkt durch

p∑

j=1

dimVj = p�(βp)d� ≤ p+ βdpd+1.

Die Wahl p := �log 1
ε� ergibt wegen ε−1/p = e(log

1
ε )/p ≤ e1 die Dimensions-

abschätzung

dimW ≤ �log
1
ε
�+ βd

0ed�log
1
ε
�d+1. (11.35f)

Zusammen mit cη := β0e folgt die Behauptung.

Anmerkung 11.3.7. Lemma 11.3.6 beschreibt die Dimension k := dimW in
Abhängigkeit vom Verbesserungsfaktor ε. Die Umkehrung zeigt den exponen-
tiellen Abfall
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ε = ε(k) ≈ exp
(
−c d+1

√
k
)

mit c ≈ (cη)−d/(d+1)

(die Gleichheit c = (cη)−d/(d+1) gilt, wenn in der rechten Seite von (11.35f) der

Term �log 1
ε� von niedrigerer Ordnung fehlt, während ε(k) ≤ exp

(
−c d+1

√
k
)

zutrifft, wenn �log 1
ε� durch log 1

ε ersetzt ist).

Für x ∈ X ⊂ Ω ⊂ R
d ist die Greensche Funktion G(x, ·) L-harmonisch

in Ω\X, d.h. G(x, ·) ∈ Z(Ω\X) und sogar G(x, ·) ∈ Z(Rd\X) wegen der
Nullfortsetzung.

Satz 11.3.8. Seien X ⊂ Ω ⊂ R
d und K ⊂ R

d zwei disjunkte Gebiete mit
K ∩Ω = ∅. Ferner sei K konvex mit

diam(K) ≤ η dist(X,K).

Dann existiert zu jedem ε ∈ (0, 1) eine separable Approximation

Gk(x, y) =
k∑

i=1

ui(x)vi(y) mit k ≤ kε = cdη�log 1
ε�

d+1 + �log 1
ε�

(cη in (11.33) definiert), die

‖G(x, ·)−Gk(x, ·)‖L2(K) ≤ ε‖G(x, ·)‖L2(D∩Ω) für alle x ∈ X (11.36)

erfüllt, wobei D := {y ∈ R
d : dist(y,K) < dist(X,K)}.

Beweis. Da diam(K) ≤ η dist(X,K) = η dist(X, ∂D) ≤ η dist(X,Γ (D)), lässt
sich Lemma 11.3.6 anwenden. Sei {v1, . . . , vk} eine Basis des dort erwähnten
Unterraumes W ⊂ Z(K) mit k = dimW ≤ cdη�log 1

ε�d+1 + �log 1
ε�. Für alle

x ∈ X liegt die Funktion gx := G(x, ·) wegen X ∩ D = ∅ in Z(D). Gemäß
(11.32) gilt gx = gW

x + rx mit gW
x ∈ W und ‖rx‖L2(K) ≤ ε‖gx‖L2(D∩Ω). Die

Approximation gW
x hat eine Darstellung

gW
x =

k∑

i=1

ui(x)vi (11.37)

mit Koeffizienten ui(x), die von x abhängen. Da x in X variiert, sind die ui

auf X definierte Funktionen. Die Funktion Gk(x, y) :=
∑k

i=1 ui(x)vi(y) erfüllt
die Abschätzung (11.36).

Anmerkung 11.3.9. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann {v1, . . . , vk}
im obigen Beweis als eine Orthogonalbasis von W gewählt werden. Dann
ergeben sich die Koeffizienten ui(x) in (11.37) als das Skalarprodukt
(G(x, ·), vi)L2(K∩Ω). Dies beweist, dass die Funktionen ui die Differential-
gleichung
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Lui =
{
vi in K ∩Ω,
0 sonst

mit homogenen Dirichlet-Randwerten erfüllen. Insbesondere sind die ui

L-harmonisch in Ω\K. Man beachte, dass die ui nicht von der Wahl des
Gebietes X abhängen.

Lemma 11.3.10. Seien X, K, D und ε wie in Satz 11.3.8. Mit GXK , GXD

und Gk,XK seien die Integraloperatoren

(GXKf) (x) =
∫

K∩Ω
G(x, y)f(y)dy für x ∈ X,

(GXDf) (x) =
∫

D∩Ω
G(x, y)f(y)dy für x ∈ X,

(Gk,XK) (x) =
∫

K∩Ω
Gk(x, y)f(y)dy für x ∈ X,

während G der Operator aus (11.12) ist. Dann gilt

‖GXK − Gk,XK‖L2(X)←L2(K∩Ω) ≤ ε‖GXD‖L2(X)←L2(D∩Ω) (11.38)
≤ ε‖G‖L2(Ω)←L2(Ω).

Beweis. Sei ϕ ∈ L2(X) eine beliebige Testfunktion. Hierzu wird

Φ(y) :=
∫

X

G(x, y)ϕ(x)dx für y ∈ D ∩Ω

gebildet. Da Φ ∈ Z(D) gilt, besteht wieder die Ungleichung

‖Φ− Φk‖L2(K∩Ω) ≤ ε‖Φ‖L2(D∩Ω) (11.39)

(Beweis wie in Satz 11.3.8 mit gleichem Unterraum W ). Da Φk die Projektion
von Φ auf den Unterraum W ist, folgt

Φk(y) =
∫

X

Gk(x, y)ϕ(x)dx =
k∑

i=1

(∫

X

ui(x)ϕ(x)dx
)
vi(y).

Für alle ψ ∈ L2(K ∩Ω) gilt

(ϕ, (GXY − Gk,XY )ψ)L2(X)

=
∫

K∩Ω

∫

X

(G(x, y)−Gk(x, y))ϕ(x)ψ(y)dxdy = (Φ− Φk, ψ)L2(K∩Ω)

≤ ‖Φ− Φk‖L2(K∩Ω) ‖ψ‖L2(K∩Ω) ≤
(11.39)

ε‖Φ‖L2(D∩Ω) ‖ψ‖L2(K∩Ω) .

Φ kann auch als G∗
XDϕ geschrieben werden, sodass

‖Φ‖L2(D∩Ω) ≤ ‖G∗
XD‖L2(D∩Ω)←L2(X) ‖ϕ‖L2(X)

= ‖GXD‖L2(X)←L2(D∩Ω) ‖ϕ‖L2(X)
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die erste Ungleichung in (11.38) zeigt. Die zweite Ungleichung gilt, da GXD

eine Beschränkung von G darstellt.
Wir wollen nun zeigen, dass die Annahmen in (11.17a-d) gelten. Die Appro-

ximation (11.17a) entspricht der Darstellung in Satz 11.3.8, wobei die Notation
in (11.17a) anzeigt, dass die Funktionen ui, vi von der Dimension k abhängen.

Wenn in (11.17b) das Minimum von diam(Y ) angenommen wird, darf
Y = K gesetzt werden, und die in (11.17c) behauptete Ungleichung folgt
nun aus (11.38). Sollte jedoch diam(X) ≤ η dist(X,Y ) mit konvexem X
gelten, lässt sich die gleiche Abschätzung beweisen, indem man G(·, y) ∈ Z(X)
bezüglich des ersten Argumentes verwendet.

Die Größen der Konstanten in (11.17d) ergeben sich aus Anmerkung
11.3.7.

Die Abschätzungen in diesem Abschnitt, z.B. in (11.32), verwenden die L2-
Norm. Der Grund ist die linke Seite in (11.28), die den L2-Abstand benutzt.
Der Beweis von Lemma 11.3.6 kombiniert (11.28) und (11.26), was die Re-
kursion (11.35e) der L2-Normen liefert. Man kann die Ungleichungen (11.28)
und (11.26) auch in umgekehrter Reihenfolge kombinieren. Das Resultat ist
eine Ungleichung über die Normen ‖∇v‖L2(Kj), d.h. im Wesentlichen eine Be-
ziehung der H1-Normen. Entsprechend erhält man Approximationsaussagen
in der H1-Norm, die in [26, §5] ausgeführt sind.

Eine mögliche Ursache für nichtglatte Koeffizienten sind springende Koeffi-
zienten. Für iterative Verfahren können große Sprünge ein Grund für schlechte
Konvergenz sein (vgl. zum Beispiel [1]). Es sei darauf hingeweisen, dass die
obigen theoretischen Abschätzungen von der Höhe der Sprünge abhängen. Sie
gehen primär in die Zahl κC aus (11.9), und diese erscheint als Wurzel in
der Größe cη aus (11.33). Die numerischen Experimente verhalten allerdings
wesentlich stabiler gegen großes κC .

11.3.4 Anwendung auf die Randelementmethode

Da in der Randelementmethode die Fundamentallösung S mit der definieren-
den Eigenschaft

LxS(x, y) = δ(x− y) für alle x, y ∈ R
d

eine zentrale Rolle spielen, ist es von Interesse, den Satz 11.3.8 auf S anzu-
wenden. Das folgende Korollar garantiert, dass BEM-Matrizen erfolgreich im
H-Format dargestellt werden können.

Korollar 11.3.11. Die Existenz einer Fundamentallösung S für L sei voraus-
gesetzt. Seien X,Y ⊂ R

d zwei Gebiete, wobei Y konvex sei und

diam(Y ) ≤ η dist(X,Y )

erfüllt. Dann gibt es zu jedem ε > 0 eine separable Approximation
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Sk(x, y) =
k∑

i=1

ui(x)vi(y) mit k ≤ kε = cdη�log 1
ε�

d+1 + �log 1
ε�

(cη wie in (11.33)), sodass

‖S(x, ·)− Sk(x, ·)‖L2(Y ) ≤ ε‖S(x, ·)‖L2(D) für alle x ∈ X

mit D := {x ∈ R
d : dist(x, Y ) < dist(X,Y )}.

11.3.5 FEM-BEM-Kopplung

Die Finite- und Randelementmethode können in vielfältiger Weise gekop-
pelt werden. Beispielsweise kann eine (eventuell sogar nichtlineare) elliptische
Differentialgleichung in einem Innengebiet mit einer Randelementmethode
für den Außenraum kombiniert werden. Das entstehende Problem ist in den
O(h−d) Innengebietsgitterpunkten schwach besetzt, nur die O(h1−d) Rand-
knoten führen zu einer vollen Teilmatrix. Da beide Teile gleichermaßen in das
Konzept der hierarchischen Matrixtechnik passen, kann das Gesamtproblem
als H-Matrix behandelt werden vorausgesetzt, dass der lineare Fall vorliegt.
Eine Alternative insbesondere im nichtlinearen Fall ist die iterative Lösung
des Innenproblems mit Invertierung der Randgleichungen.

Eine völlig andere Kombination der Finite- und Randelement-Ideen fin-
det sich in der randkonzentrierten Finite-Element-Methode (vgl. Khoromskij-
Melenk [100] und Eibner-Melenk [39]). Der Konstruktion nach ist es eine
hp-Finite-Element-Methode, de facto verhält es sich wie eine Randelement-
methode, da die Zahl der Freiheitsgrade durch die Diskretisierung auf dem
Rand bestimmt wird. Schließlich können im Rahmen einer Gebietszerlegung
randkonzentrierte finite Elemente mit der Randelementmethode kombiniert
werden (vgl. Langer-Pechstein [106]).
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Inversion mit partieller Auswertung

Es liegt an der Begrifflichkeit der Linearen Algebra, dass man beim linearen
Gleichungssystem Ax = b nur an den (vollständigen) Lösungsvektor x ∈ R

I

und bei der Invertierung von A nur an die (vollständige) Matrix A−1 ∈ R
I×I

denkt.
Wenn eine Randwertaufgabe Lu = f in Ω mit zugehörigen Rand-

bedingungen zu lösen ist, möchte man u(ξ) nicht an den unendlich vielen
Punkten ξ ∈ Ω auswerten. Dass eine Diskretisierung in einem recht feinen
Gitter mit vielen Knotenpunkten ξi durchgeführt wird, kann an den
Genauigkeitsanforderungen liegen. Ob man wirklich daran interessiert ist,
anschließend alle u(ξi) als Ausgabe zu erhalten, ist eine ganz andere Frage.
Häufig ist man nur an einer Reihe von Funktionalen der Lösung interessiert.
Beispiele sind Randdaten ∂u/∂n auf Γ = ∂Ω bei gegebenen Dirichlet-Daten
oder auch nur ein Integral

∫
Γ0
∂u/∂ndΓ über Γ0 ⊂ Γ, das den Fluss über Γ0

beschreibt, oder u in einem einzigen Punkt ξ0 ∈ Ω oder in einer Reihe von
Punkten.

Eine spezielle Fragestellung liegt bei Randwertaufgaben mit stark oszillie-
renden Koeffizienten a(·) vor: L = div a(·) grad . Da die Lösung entsprechend
oszilliert, ist man im Allgemeinen nicht an der komplizierten Lösung mit
allen ihren Details interessiert, sondern an lokalen Mittelwerten ū. Im Falle
periodischer Koeffizienten a(·) setzt man Homogenisierungstechniken ein, die
zu Approximationen von ū führen. Wenn die Voraussetzungen für diese Tech-
niken nicht gegeben sind, ist eine numerische Homogenisierung von Interesse.
Ein Modellfall könnte wie folgt aussehen: a(·) ist eine gegebene, stark oszillie-
rende Funktion für den Koeffizienten von L. Um die Oszillationen aufzulösen,
sei eine (recht kleine) Schrittweite h notwendig. Das zugehörige Gleichungs-
system Ahxh = bh könnte man lösen, ist aber nicht an xh, sondern an
einer geglätteten Darstellung xH = Rxh zu einer gröberen Schrittweite H
interessiert1. Damit ist

1 Im Falle von Galerkin-Verfahren könnte VH eine Triangulation zur Schrittweite
H und Vh ⊃ VH eine Verfeinerung bis zur Schrittweite h sein. In diesem Fall

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 12,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009



292 12 Inversion mit partieller Auswertung

xH = RA−1
h bh

zu lösen. Man kann noch einen Schritt weitergehen: Es gibt im Allgemeinen
keinen Grund, die rechte Seite f der Differentialgleichung mit der Feinheit
h aufzulösen, hierfür mag die Schrittweite H ausreichen, was bH ergäbe.
Eine Prolongation bh = PbH eingesetzt in die vorherige Gleichung führt
zur nächsten Aufgabe:

xH = RA−1
h PbH .

Die Eigenschaften des nachfolgend beschriebenen Verfahrens sind:

• Es gibt eine erste Berechnungsphase, in der die Matrizen zu gewissen Ab-
bildungen Φω bestimmt werden. Der zugehörige Speicher- und Rechen-
aufwand hängt fast linear von der Gesamtdimension ab. Für feine Schritt-
weiten h entsteht daher ein hoher Aufwand, aber wegen der zugrunde-
liegenden Gebietszerlegung sind alle Aufgaben der gleichen Stufe völlig
unabhängig und können parallel berechnet werden.

• In einer zweiten Berechnungsphase kann zu jeder rechten Seite die
Lösung berechnet werden. Wenn diese Auswertung nur partiell statt-
findet und bei einer gröberen Schrittweite H ( h endet, reduziert sich
der Speicheraufwand für die Φω-Matrizen und die Rechenzeit für die
Lösungsbestimmung. Auch hier sind alle Aufgaben der gleichen Stufe
parallel berechenbar. Die partielle Auswertung ändert die Genauigkeit
des Resultates nicht, d.h. es liegt keine Grobgitterdiskretisierung vor.

• Bei mehreren Gleichungssystemen mit gleicher Matrix aber unterschied-
lichen rechten Seiten, ist die erste Berechnungsphase nur einmal durch-
zuführen.

• Eine Familie lokaler Funktionale der Lösung ist leicht berechenbar.

Numerische Beispiele zu diesem Verfahren im räumlich zweidimensionalen
Falle findet man in der Dissertation [111].

In §12.1 wird das Grundschema der Lösungsdarstellung beschrieben. Die
dort verwendeten Abbildungen Φω enthalten partielle Informationen aus A−1

h

und müssen geeignet konstruiert werden. Das zugehörige Verfahren wird in
§12.4.1 dargelegt. Es entspricht der erste Berechnungsphase von oben. Die
zweite Berechnungsphase ist die Auswertung, die in §12.4.2 erläutert wird.
Die eigentliche partielle Auswertung findet sich in §12.6.

12.1 Baum der Gebietszerlegung und zugehörige
Spurabbildungen

Zunächst soll anhand der exakten Randwertaufgabe die grundlegende Kon-
struktion erläutert werden. Die Startsituation ist durch die Differential-

gelten uh ∈ Vh und uH ∈ VH , und xH = RH←hxh ist die kanonische Restriktion
der Finite-Element-Koeffizienten xH und xh zu uH und uh, wie sie in Mehrgitter-
verfahren verwendet wird (vgl. [72, §3.6]).
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gleichung
LuΩ = fΩ in Ω ⊂ R

d (12.1a)

mit den Randwerten2

uΩ|∂Ω = g∂Ω auf ∂Ω (12.1b)

gegeben.
Sei γ(Ω) ⊂ Ω eine offene d-dimensionale Mannigfaltigkeit, die Ω in zwei

Teilgebiete ω1 und ω2 mit

∂ω1 ∩ ∂ω2 = γ(Ω)

Ω 1 2
12

11 21

22
ω ω

ω ω

ω ω

Abb. 12.1. Folge von Gebietszerlegungen

zerlegt (erster Schritt in Ab-
bildung 12.1). γ(Ω) wird
im Folgenden interner Rand
genannt. Die Beschränkung
der Lösung von (12.1a,b) auf
γ(Ω) ist die Spur uΩ |γ(Ω).
Da uΩ von der rechten Seite fΩ und den Randwerten gΓ abhängt, ist hier-
durch eine Abbildung

ΦΩ : (fΩ , g∂Ω) �→ uΩ |γ(Ω)

definiert. Ω bildet die Wurzel des Gebietszerlegungsbaums GΩ aus Abbildung
12.2. Die Knoten des Baums GΩ (Teilgebiete von Ω) werden im Folgenden
mit ω bzw. ω1, ω2 usw. notiert.

ω 1 ω 2

ω 11 ω 21 ω 12 ω 22

Ω

Abb. 12.2. Gebiets-
zerlegungsbaum GΩ

ω1 und ω2 seien die Söhne von Ω ∈ GΩ . Für
jeden Sohn ωi gilt Folgendes. Die Differentialgleichung
(12.1a) kann auf ωi beschränkt werden:

Luωi
= fωi

in ωi (i = 1, 2).

Der Rand ∂ωi setzt sich disjunkt aus ∂ωi ∩ ∂Ω und
γ(ω) zusammen. Die Randwerte

uωi
|∂ωi

= g∂ωi
auf ∂ωi

liegen für die Teilmenge ∂ωi ∩ ∂Ω direkt vor, wo
g∂ωi

|∂ωi∩∂Ω = g∂Ω|∂ωi∩∂Ω mit g∂Ω aus (12.1b) gilt, während auf γ(Ω) die
Randdaten durch

gωi
|γ(ω) = Φω (fω, g∂ω)

definiert sind.
2 Der Typ der Randbedingungen ist für die Methode nicht wesentlich. Im Falle

anderer Randbedingungen werden die Randbedingungen in den später auftreten-
den Teilgebieten ω gemischt sein: auf ∂ω∩Ω vom Dirichlet-Typ, auf ∂ω∩∂Ω der
obige Typ.
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Damit kann das Verfahren in den Teilgebieten ωi (i = 1, 2) fortgesetzt
werden: Jedes ωi wird durch einen internen Rand γ(ωi) in zwei Teile ωi,1 und
ωi,2 zerlegt (vgl. mittlerer Teil der Abbildung 12.1). Ferner beschreibt die
Abbildung

Φωi
: (fωi

, g∂ωi
) �→ uωi

|γ(ωi)

die Spur der Lösung auf γ(ωi).
Nach mehrfacher Anwendung erhält man eine feinere Zerlegung von Ω wie

rechts in Abbildung 12.1 (illustriert für eine regelmäßige Zerlegung) sowie den
Gebietszerlegungsbaum aus Abbildung 12.2.

Der Gebietszerlegungsbaum GΩ wird aus praktischen Gründen als
Binärbaum konstruiert. Im kontinuierlichen Fall könnte die Zerlegung unbe-
grenzt fortgesetzt werden (L(GΩ) = ∅). Wegen

⋃
ω∈GΩ

∂ω = Ω definieren die
Spuren u|∂ω dann die gesamte Lösung u in Ω.

Im diskreten Fall wird die Lösung nach endlichen vielen Schritten erreicht,
wie im nächsten Abschnitt diskutiert.

12.2 Diskrete Variante - Übersicht

Im Folgenden wird die Finite-Element-Diskretisierung zugrundegelegt (das
Verfahren ist aber auch bei anderen Diskretisierungsverfahren anwendbar).
Details zur Diskretisierung finden sich in §12.3.1.

Die Gebietszerlegung aus §12.1 muss in diesem Fall mit der Finite-Element-
Triangulation T (Ω) konsistent sein, d.h. alle Teilgebiete ω ∈ GΩ sind Ver-
einigungen von Dreiecken3 aus T (Ω). Eine äquivalente Beschreibung ist, dass
alle inneren Ränder γ(ω) auf Kanten von Dreiecken aus T (Ω) verlaufen. Die
Zerlegung kann so lange fortgesetzt werden, bis die offenbar nicht weiter zer-
legbaren Dreiecke ω ∈ T (Ω) als Teilgebiet erreicht sind. In Weiteren sei ange-
nommen, dass die Blätter des Gebietszerlegungsbaums GΩ die Dreiecke von
T (Ω) sind:

L(GΩ) = T (Ω). (12.2)

Zu jedem Teilgebiet ω ∈ GΩ , das kein Blatt ist, wird eine Abbildung

Φω : (rh(ω), rh(∂ω)) �→ xh|γ(ω)

konstruiert werden, die aus den inneren Knotenwerten rh(ω) der rechten Seite
f |ω und aus dem Komponenten rh(∂ω) der Randdaten uh|∂ω die Koeffi-
zienten xh|γ(ω) der Spur uh|γ(ω) der diskreten Finite-Element-Lösung uh auf
γ(ω) produziert. Details zum zugrundeliegenden Gleichungssystem und zu Φω

folgen in §12.3.1 und §12.3.3.

3 Die finiten Elemente werden als “Dreiecke” bezeichnet, da dies den 2D-
Abbildungen in diesem Abschnitt entspricht. Das Verfahren ist aber unabhängig
von der Art der Elemente und der Raumdimension.
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Die Diskretisierung des Randwertproblems in Ω liefert die Daten rh(Ω)
und rh(∂Ω) für die Wurzel Ω ∈ GΩ . Nach Anwendung von ΦΩ liegen die
Daten rh(ω) und rh(∂ω) für die Söhne ω ∈ S(Ω) von Ω vor. Weitere re-
kursive Anwendung von Φω (vgl. Algorithmus in §12.4.2) liefert schließlich
die Knotenwerte für alle Dreiecke aus T (Ω) und somit alle Koeffizienten der
Lösung uh. Daher produziert der Algorithmus die (vollständige) Lösung des
Gleichungssystems. In diesem Sinne führt der Algorithmus die (vollständige)
Gleichungslösung durch.

In einer Vorbereitungsphase müssen die Abbildungen Φω berechnet
werden. Der zugehörige Algorithmus ist in §12.3.7 beschrieben. Hierzu
benötigt man hilfsweise die Abbildungen Ψω, die in §12.3.6 definiert werden.

12.3 Details

12.3.1 Finite-Element-Diskretisierung und Matrixformulierung

Die Finite-Element-Diskretisierung in Ω basiert auf einer Triangulation T (Ω).
Die zusätzliche Konsistenzeigenschaft des Gebietszerlegungsbaums GΩ lautet:
für alle ω ∈ GΩ gibt es eine Teilmenge T (ω) ⊂ T (Ω), sodass ω =

⋃
t∈T (ω) t.

Der innere Rand γ(ω) besteht notwendigerweise aus Randteilen der finiten
Elemente. Aus praktischen Gründen sollte ω durch γ(ω) in ähnlich große
Teile ω1 und ω2 zerlegt werden, dabei sollte γ(ω) aber möglichst kleine Länge
haben bzw. eine minimale Anzahl von Knotenpunkten enthalten. Die Blätter
des Baumes GΩ seien die Dreiecke aus T (Ω), d.h. die Gebietszerlegung wird
solange wie möglich fortgesetzt (vgl. (12.2)).

Im Weiteren sei die Finite-Element-Diskretisierung in einem Teilgebiet
ω ∈ GΩ näher beschrieben. Man beachte, dass die oben beschriebene Teil-
menge T (ω) die Triangulation von ω darstellt. Für die Triangulation T (ω) be-
schreibe Vh ⊂ H1

0 (ω) den Finite-Element-Raum mit homogenen Randwerten
auf ∂ω. Der Raum V̄h ⊃ Vh mit V̄h ⊂ H1(ω) enthalte zusätzlich die finiten
Elemente zu Randknoten. Die gesuchte Finite-Element-Lösung uh ∈ V̄h von
(12.1a,b) habe die Variationsformulierung4,5

aω(uh, vh) = fω(vh) für alle vh ∈ Vh,∫
∂ω

uhwhdΓ =
∫

∂ω
gwhdΓ für alle wh ∈ V̄h.

(12.3)

Die zweite Gleichung6 besagt, dass uh|∂ω = gh die L2(∂ω)-orthogonale Pro-
jektion von g auf V̄h|∂ω ist:

4 Die Notation aΩ und fΩ mit dem Index Ω betont den Integrationsbereich, der
im Folgenden variabel sein wird.

5 Für glatte g kann die L2(Γ )-orthogonale Projektion durch die Interpolation
wh(xj) = g(xj) in Randknoten xj ∈ Γ ersetzt werden.

6 Die Variation über wh ∈ V̄h kann ebenso durch die über wh ∈ V̄h\Vh ersetzt
werden, da für wh ∈ Vh beide Seiten der Gleichung verschwinden.
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∫

∂ω

ghwhdΓ =
∫

∂ω

gwhdΓ.

Für echte Teilgebiete ω = Ω werden die Randwerte g bereits im Raum
V̄h|∂ω = {w|∂ω : w ∈ V̄h} vorliegen, sodass die Gleichheit uh = g auf ∂ω gilt.
Nur für ω = Ω ist einmalig die Projektion von g ∈ L2(∂Ω) auf uh|∂Ω durch-
zuführen.

Die Koeffizienten der Finite-Element-Funktion uh seien mit xh,i bezeich-
net: xh = (xh,i)i∈I mit

uh =
∑

i∈I

xh,iφi (12.4)

(vgl. (1.22a)). Die zugehörige Indexmenge I = I(ω) besteht aus allen Knoten-
punkten der Triangulation T (ω) einschließlich der Randknoten. Die disjunkte
Zerlegung in innere und Randknoten sei mit

I(ω) = I(ω) ∪̇ I(∂ω) (12.5a)

beschrieben.
Das der Variationsformulierung (12.3) entsprechende Gleichungssystem

wird mit dem Teilgebiet ω ∈ GΩ als explizitem Argument bezeichnet:

Ah(ω)xh(ω) = rh(ω).

Die rechte Seite rh(ω) = (rh,j(ω))j∈I(ω) enthält die Blöcke rh(ω) und rh(∂ω).
Die Komponenten von rh(ω) = (rh,j(ω))j∈I(ω) repräsentieren die Daten von
fω (rechte Seite der Differentialgleichung) mittels

rh,j(ω) = fω(φj) =
∫

ω

fωφjdx für j ∈ I(ω), (12.5b)

während die Komponenten von rh(∂ω) = (rh,j(∂ω))j∈I(∂ω) die Randdaten
darstellen:

uh|∂ω =
∑

j∈I(∂ω)

rh,j(∂ω)φj

∣∣∣∣∣∣
∂ω

. (12.5c)

Sei Ah = Ah(ω) die Diskretisierungsmatrix zu (12.3). Entsprechend der
Zerlegung (12.5a) hat Ah(ω) die Gestalt

Ah(ω) =
[
Aω,ω Aω,∂ω

O I

]
. (12.5d)

Die erste Gleichung in (12.3) liefert die Darstellung

Aω,ω
ij = a(φj , φi) für i, j ∈ I(ω) (vgl. (1.22c)),

Aω,∂ω
ij = a(φj , φi) für i ∈ I(ω), j ∈ I(∂ω),

(12.5e)
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wobei {φi : i ∈ I(ω)} eine Basis von Vh und {φi : i ∈ I(ω)} eine Basis von V̄h

seien.
Da rh(∂ω) bereits die Koeffizienten von uh|∂ω explizit darstellt (vgl.

(12.5c)), ergeben sich die einfachen Blöcke
[
O I

]
in der zweiten Blockzeile.

Somit liegt ein block-gestaffeltes System vor: Zuerst sind die Randwerte
rh(∂ω) einzusetzen, danach lässt sich die erste Gleichung nach den inneren
Knotenwerten rh(ω) auflösen.

12.3.2 Zerlegung der Indexmenge

Jedes Teilgebiet ω ∈ GΩ wird durch den inneren Rand γ(ω) in die Teilgebiete
ω1 und ω2, die Söhne von ω, zerlegt. Die Indexmengen zu diesen drei Teil-
gebieten sind I(ω), I(ω1) und I(ω2). Jede dieser Indexmengen zerfällt in die
disjunkten Teilmengen der inneren und Randknoten:

I(ω) = I(ω) ∪̇ I(∂ω), I(ω1) = I(ω1) ∪̇ I(∂ω1), I(ω2) = I(ω2) ∪̇ I(∂ω2).

Der innere Rand γ(ω) besteht aus Rändern der Dreiecke von T (ω). Ent-
sprechend bezeichnet I(γ(ω)) die Indexmenge zu den Finite-Element-Knoten
in γ(ω). Da γ(ω) als offen definiert wurde, sind I(γ(ω)) und I(∂ω) durch-
schnittsfrei. Damit ist I(γ(ω)) eine echte Teilmenge von I(ω1) ∩ I(ω2):

I(γ(ω)) := (I(ω1) ∩ I(ω2)) \ I(∂ω).

Zur Illustration stelle

a a a s b b b
a 1 1 γ 2 2 b
a 1 1 γ 2 2 b
a a a s b b b

(12.6)

ein Gitter dar, dessen Knotenpunkte mit a, b, γ, s, 1, 2 bezeichnet seien. Die mit
γ und s gekennzeichneten Knoten mögen den trennenden inneren Rand γ(ω)
darstellen. I(ω) besteht aus sämtlichen Knoten. Die anderen Indexmengen
sind wie folgt charakterisiert (obere Zeile: Indexmenge, untere: zugehörige
Knotenbezeichnungen):

I(ω) I(∂ω) I(γ(ω)) I(ω1) I(ω2) I(ω1) I(ω2) I(∂ω1) I(∂ω2)
1, γ, 2 a, s, b γ 1 2 a, 1, s, γ b, 2, s, γ 1, s, γ 2, s, γ

Will man die Situation aus (9.4a-c) herstellen, wo I = I(ω) disjunkt in
I1∪̇I2∪̇Is zerlegt wird, so ist zu definieren:

Is := I(ω1) ∩ I(ω2) (Knoten s, γ),
I1 := I(ω1)\Is (Knoten a, 1),
I2 := I(ω2)\Is (Knoten b, 2).
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12.3.3 Die Abbildung Φω

Sei ω ∈ GΩ kein Blatt. Damit gehört zu ω ein innerer Rand γ(ω), der
die Zerlegung bestimmt. In §12.1 wurde Φω als die Abbildung der rechten
Seite und der Randdaten in die Spur u|γ(ω) definiert. Im Falle der Finite-
Element-Diskretisierung verwenden wir das gleiche Symbol Φω, ersetzen
aber die Funktionen durch die darstellenden Koeffizienten. Der Vektor
rh(ω) ersetzt die rechte Seite fω (vgl. (12.5b)) und rh(∂ω) die Rand-
werte uh|∂ω (vgl. (12.5c)). Die Spur uh|γ(ω) wird durch die Koeffizienten
xh|I(γ(ω)) = (xh,i)i∈I(γ(ω)) dargestellt (vgl. (12.4)). Das Gleichungssystem

(12.5d) liefert die Lösungsdarstellung xh = (Aω,ω)−1 (rh(ω)−Aω,∂ωrh(∂ω)
)

für den Gesamtlösungsvektor xh ∈ R
I(ω). Die partielle Auswertung auf

I(γ(ω)) liefert

Φω (rh(ω)) (12.7)

= Φω (rh(ω), rh(∂ω)) := (Aω,ω)−1 (rh(ω)−Aω,∂ωrh(∂ω)
)∣∣∣

I(γ(ω))
.

Man beachte, dass (12.7) die Abbildung definiert, aber nicht ihre praktische
Konstruktion darstellen soll (diese folgt in §12.3.7).

ω ω1 2

Abb. 12.3. Bei der
Integration im Kno-
tenpunkt xi verwen-
dete Dreiecke

Im Folgenden wird die Verfügbarkeit von Φω ange-
nommen. Entscheidend ist, dass für jedes Teilgebiet ωi

(i = 1, 2) von ω vollständige Dirichlet-Randdaten auf
∂ωi vorliegen. Die Indexmenge I(ωi) zerfällt disjunkt
in I(∂ωi) ∩ I(∂ω) und I(γ(ω)). Auf I(∂ωi) ∩ I(∂ω)
stimmen die Knotenwerte mit den Daten von I(∂ω)
überein, auf I(γ(ω)) sind sie durch Φω(rh(ω)) gegeben.

Die Finite-Element-Diskretisierung in ωi beruht auf
der Triangulation T (ωi), die alle in ωi enthaltenen
Elemente umfasst. Die Diskretisierungsmatrix in ωi

(i = 1, 2) ist Ah(ωi). Sie ist wiederum durch (12.5d-e)
gegeben, wobei jetzt die Bilinearform a = aωi

nur die
Integration über ωi (statt ω, vgl. Abbildung 12.3) ver-
wendet und das Randintegral über

γi := ∂ωi = (∂ω ∩ ωi) ∪ γ(ω)

statt ∂ω erstreckt wird. Der Zusammenhang der Matrizen Ah(ω), Ah(ω1)
und Ah(ω2) wird in §12.3.5 näher erläutert. Hierzu sind zuvor die Matrizen
zu definieren, die bei natürlichen Randbedingungen entstehen.

12.3.4 Natürliche Randbedingung

Ersetzt man die Dirichlet-Bedingung durch die natürliche Randbedingung
(vgl. [67, §7.4]), erhält man die später benötigte Matrix Anat

h (ω) mit den
Einträgen
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Anat
i,j (ω) = a(φj , φi) für alle i, j ∈ I(ω). (12.8)

Die Blockzerlegung Anat
h (ω) =

[
Anat,ω,ω Anat,ω,∂ω

Anat,∂ω,ωAnat,∂ω,∂ω

]
liefert in der ersten Zeile

die gleichen Blöcke Aω,ω = Anat,ω,ω und Aω,∂ω = Anat,ω,∂ω wie (12.5d), aber
andere Einträge in der zweiten Blockzeile für (i, j) ∈ I(∂ω)× I(ω).

12.3.5 Zusammenhang der Matrizen

Seien die Matrizen Ah und Anat
h für ω, ω1 und ω2 wie oben definiert.

Anmerkung 12.3.1. Der Indexbereich α ∈ I(ω) entspricht der ersten Block-
zeile in (12.5d). Hierfür gilt:

(Ah(ω))α,β =
⎧
⎨

⎩

(Ah(ωi))α,β für α ∈ I(ωi), β ∈ I(ωi), i = 1, 2,
(Anat

h (ω1))α,β + (Anat
h (ω2))α,β für α ∈ I(γ(ω)), β ∈ I(∂ω1) ∩ I(∂ω2),

0 für α ∈ I(ωi), β ∈ I(ωj), i = j.

Im mittleren Fall treten Integrationen auf, die sowohl Teile von ω1 als auch
von ω2 umfassen (vgl. Abbildung 12.3). Der Fall α ∈ I(∂ω) (zweite Blockzeile
in (12.5d)) ist wegen der trivialen Struktur ausgelassen.

Beweis. 1) Für α ∈ I(ωi) und β ∈ I(ωi) liegt der Durchschnitt der Träger der
Basisfunktionen φα und φβ ganz in ωi ⊂ ω. Damit stimmen aω(φβ , φα) und
aωi

(φβ , φα) überein.
2) Für α, β ∈ I(γ(ω)) ⊂ I(∂ω1)∩I(∂ω2) liegt der Durchschnitt der Träger

von φα und φβ teils in ω1 und teils ω2, sodass die Summe zu bilden ist:
aω(φβ , φα) = aω1(φβ , φα) + aω2(φβ , φα).

3) Für α ∈ I(ωi) und β ∈ I(ωj) (i = j) sind die Träger von φα und φβ

disjunkt.

12.3.6 Die Abbildung Ψω

Zwar ist die Abbildung Φω in (12.7) definiert, ihre konstruktive Berechnung
steht aber noch aus. Zu diesem Zweck wird eine weitere Abbildung

Ψω : R
I(ω) = R

I(ω) × R
I(∂ω) → R

I(∂ω)

eingeführt. Ψω wird auf eine rechte Seite rh(ω) = (rh(ω), rh(∂ω)) ∈ R
I(ω)

mit rh(ω) ∈ R
I(ω) und rh(∂ω) ∈ R

I(∂ω) angewandt. Es sei daran erinnert,
dass rh(ω) die Knotenwerte der rechten Seite fω enthält, während rh(∂ω) die
Randwerte der Lösung xh(ω) =

(
xh|I(ω), xh|I(∂ω)

)
∈ R

I(ω) sind, d.h.

xh|I(∂ω) = rh(∂ω).
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Gemäß Zerlegung (12.5d) sind die inneren Koeffizienten xh|I(ω) Lösung von
Aω,ωxh|I(ω) +Aω,∂ωxh|I(∂ω) = rh(ω), sodass

xh|I(ω) = (Aω,ω)−1 (rh(ω)−Aω,∂ωrh(∂ω)
)

folgt (vergleiche (12.7) zur weiteren Beschränkung auf γ(ω)).
Zu Randknotenindizes i ∈ I(∂ω) definieren wir nun die i-te Komponente

von Ψω(rh(ω)) mit Hilfe der Finite-Element-Lösung uh =
∑

j∈I(ω) xh,jφj :

(Ψω(rh(ω)))i := aω(uh, φi) =
∑

j∈I(ω)

xh,j aω(φj , φi) für i ∈ I(∂ω). (12.9)

Man beachte, dass aω(·, ·) die Bilinearform aus (12.3) mit der auf ω be-
schränkten Integration ist7.

Die Koeffizienten aω(φj , φi) aus der letzten Gleichung stellen den Teil

Anat,∂ω =
(
Anat,∂ω,∂ω, Anat,∂ω,ω

)
mit

Anat,∂ω,∂ω :=
(
Anat

i,j

)
i,j∈I(∂ω)

, Anat,∂ω,ω :=
(
Anat

i,j

)
i∈I(∂ω),j∈I(ω)

der Matrix Anat = Anat(ω) aus (12.8) dar, sodass Ψω(rh(ω)) = Anat,∂ωxh.
Setzt man für xh die vorhergehenden Gleichungen ein, entsteht die Block-
darstellung

Ψω =
(
Ψω

ω , Ψ
∂ω
ω

)
mit (12.10)

Ψω
ω := Anat,∂ω,ω (Aω,ω)−1

,

Ψ∂ω
ω := Anat,∂ω,∂ω −Anat,∂ω,ω (Aω,ω)−1

Aω,∂ω.

Anmerkung 12.3.2. ω sei ein Dreieck der Triangulation T (Ω) und damit ein
Blatt des Gebietszerlegungsbaums GΩ . Für ein solches ω ist die Abbildung
Ψω leicht bestimmbar, da #I(ω) = 3.

Im Weiteren werden wir die Konstruktion von Ψω von den Blättern des
Baumes GΩ bis zu der Wurzel Ω durchführen.

12.3.7 Konstruktion von Φω aus Ψω1 und Ψω2

Seien ω1 und ω2 die Söhne von ω im Gebietszerlegungsbaum. Zu ω1 und
ω2 seien die Abbildungen Ψω1 und Ψω2 bekannt. Die Abbildung Ψω wird ge-
sucht. Das Argument der linearen Abbildung Ψω ist rh(ω). Zu den Daten
rh(ω) = (rh(ω), rh(∂ω)) wird in den nachfolgenden Schritten 1a-1c eine dis-
krete Randwertaufgabe in ω1 gebildet.
7 Ersetzt man ω durch die Söhne ω1 und ω2 des Gebietszerlegungsbaumes GΩ , so

entsteht für i ∈ Is die Situation aus Abbildung 12.3: (Ψω1(rh))i und (Ψω2(rh))i

ergeben sich aus einem Integral über die Dreiecke auf der linken bzw. rechten
Seite der Trennlinie.
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1a) Randdaten auf ∂ω1: rh(∂ω) stimmt mit den Randdaten xh(ω)|I(∂ω)

überein. Dies definiert die Randdaten xh(ω1)|I(∂ω)∩I(∂ω1). Die Index-
menge der Randknoten ist I(∂ω1) ⊂ I(ω1). Sie lässt sich disjunkt zerlegen
in I(∂ω)∩ I(∂ω1) und I(γ(ω)) (dies sind die Knoten mit der Bezeichnung
γ in §12.3.2). Die verbleibenden Randdaten xγ := xh(ω1)|I(γ(ω)) müssen
noch bestimmt werden.

1b) Innere Daten auf ω1: Die Beschränkung von rh(ω) auf die Indexmenge
I(ω1) liefert rh(ω1).

1c) Diskretes Randwertproblem: Der Vektor x(1) := xh(ω1) im ersten Teil-
gebiet werde als

(
x(1)

ω , x(1)
∂ω , x

(1)
γ

)
geschrieben, wobei die Blockzerlegung

x(1)
ω = xh(ω1)|I(ω1), x(1)

∂ω = xh(ω1)|I(∂ω)∩I(∂ω1), x(1)
γ = xh(ω1)|I(γ(ω))

verwendet wird. Bei vorgegebenen Randdaten (x(1)
∂ω , x

(1)
γ ) lautet das

Gleichungssystem für die inneren Knoten x(1)
ω wie folgt:

A(1),ω,ωx(1)
ω = rh(ω1)−A(1),ω,∂ωx(1)

∂ω −A(1),ω,γx(1)
γ (12.11a)

mit A(1),ω,ω :=
(
(Ah(ω1))ij

)

i,j∈I(ω1)
,

A(1),ω,∂ω :=
(
(Ah(ω1))ij

)

i∈I(ω1), j∈I(∂ω)∩I(∂ω1)
,

A(1),ω,γ :=
(
(Ah(ω1))ij

)

i∈I(ω1),j∈Iσ

.

2) Analoges Vorgehen im zweiten Teilgebiet ω2 liefert

A(2),ω,ωx(2)
ω = rh(ω2)−A(2),ω,∂ωx(2)

∂ω −A(2),ω,γx(2)
γ (12.11b)

mit entsprechenden Definitionen der Blockmatrizen.
3) Gleichung für xγ : Die Komponenten des Vektors x(1) := xh(ω1) sind für

Indizes j ∈ I(ω1) definiert, jene von x(2) := xh(ω2) für Indizes j ∈ I(ω2).
Die Definitionsbereiche überlappen sich in Is := I(ω1) ∩ I(ω2). Für
j ∈ Is ∩ I(∂ω) = Is\I(γ(ω)) gilt x(1)

j = x
(1)
∂ω,j = (rh(∂ω))j = x

(2)
∂ω,j = x

(2)
j

(vgl. 1a). Für j ∈ I(γ(ω)) wird die entsprechende Identität gefordert, die
die Übereinstimmung der Randwerte am inneren Rand beschreibt:

x(1)
γ := x(2)

γ := xγ ∈ R
I(γ(ω)). (12.11c)

Unter dieser Bedingung definieren x(1) und x(2) eindeutig den Gesamt-
vektor xh(ω) ∈ R

I(ω) mittels

xh,j(ω) :=

{
x

(1)
j für j ∈ I(ω1),

x
(2)
j für j ∈ I(ω2),

(12.11d)

da für j ∈ I(ω1) ∩ I(ω2) nun x
(1)
j = x

(2)
j gilt. Umgekehrt definiert jedes

xh(ω) ∈ R
I(ω) Vektoren x(i) := xh(ω)|I(ωi) (i = 1, 2), die der Konsistenz-

bedingung (12.11c) genügen.



302 12 Inversion mit partieller Auswertung

Beliebige xγ ∈ R
I(γ(ω)) bestimmen über (12.11a,b) x(1) und x(2). Diese

definieren gemäß (12.11d) xh(ω) und damit uh :=
∑

j∈I(ω) xh,j(ω)φj .
Zur Bestimmung von xγ werden die Gleichungen

aω(uh, φj) = f(φj) für alle j ∈ I(γ(ω)) (12.11e)

verwendet. Die linke Seite kann in

aω(uh, φj) = aω1(uh, φj) + aω2(uh, φj) (12.11f)

umgeschrieben werden (da j ∈ I(γ(ω)) Index eines Knotens auf dem inne-
ren Rand ist, trifft die Situation aus Abbildung 12.3 zu). Definitionsgemäß
ist

aω1(uh, φj) = (Ψω1(rh(ω1)))j ,

aω2(uh, φj) = (Ψω2(rh(ω2)))j

für j ∈ I(γ(ω)).

Die rechte Seite von (12.11e) hat den Wert f(φj) = (rh(ω))j . Die
Beschränkung des Wertebereiches R

I(∂ω1) von Ψω1(rh(ω1)) auf R
I(γ(ω))

ergibt Ψω1(rh(ω1))|I(γ(ω)). Die Daten rh(ω1) ∈ R
I(ω1) lassen sich

blockzerlegen in
(
rh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω)), xγ

)
, da die internen Rand-

werte rh(ω1)|I(γ(ω)) = xγ fixiert wurden. Die lineare Abbildung
Ψω1(rh(ω1))|I(γ(ω)) ist daher von der Form

Ψω1(rh(ω1))|I(γ(ω)) = Ψ1γxγ + Ψ1ωrh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω)) (12.11g)

mit geeigneten Matrizen Ψ1γ und Ψ1ω. Der Vektor rh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω))

enthält sowohl Randdaten rh(∂ω1)|I(∂ω1)\I(γ(ω)) als auch die Daten
rh(ω1)|I(ω1) = rh(ω1).
Ψω2(rh(ω2))|I(γ(ω)) lässt sich analog zerlegen in

Ψω2(rh(ω2))|I(γ(ω)) = Ψ2γxγ + Ψ2ωrh(ω2)|I(ω2)\I(γ(ω)). (12.11h)

Die Gleichungen (12.11e,f) zusammen mit f(φj) = (rh(ω))j ergeben

Ψω1(rh(ω1))|I(γ(ω)) + Ψω2(rh(ω2))|I(γ(ω)) = rh(ω)|I(γ(ω)).

Damit führen (12.11g,h) auf

(Ψ1γ + Ψ2γ) xγ

= rh(ω)|I(γ(ω)) − Ψ1ωrh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω)) − Ψ2ωrh(ω2)|I(ω2)\I(γ(ω)).

Invertierung liefert die Darstellung der Spurwerte auf I(γ(ω)):

xγ = (Ψ1γ + Ψ2γ)−1

(
rh(ω)|I(γ(ω)) − Ψ1ωrh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω))

−Ψ2ωrh(ω2)|I(ω2)\I(γ(ω))

)

=: Φω(rh(ω)). (12.11i)
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Anmerkung 12.3.3. Die Matrixdarstellung von Φω ist im Wesentlichen durch
die Matrixblöcke

(Ψ1γ + Ψ2γ)−1 ∈ R
I(γ(ω))×I(γ(ω)),

− (Ψ1γ + Ψ2γ)−1
Ψ1ω ∈ R

I(ω1)\I(γ(ω))×I(γ(ω)),

− (Ψ1γ + Ψ2γ)−1
Ψ2ω ∈ R

I(ω2)\I(γ(ω))×I(γ(ω))

gegeben. Man beachte aber, dass sich die Indexmengen I(ω1)\I(γ(ω)) und
I(ω2)\I(γ(ω)) überlappen (die gemeinsamen Indizes entsprechen der Kenn-
zeichnung s in (12.6)). Daher addieren sich die Blockbeiträge im gemeinsamen
Indexbereich (I(ω1) ∩ I(ω2)) \I(γ(ω))× I(γ(ω)).

Lemma 12.3.4. Die rechte Seite in (12.11i) definiert die gesuchte Spur-
abbildung Φω : rh(ω) �→ xγ . Hierzu beachte man, dass alle benötigten Daten
rh(ω)|I(γ(ω)), rh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω)) und rh(ω2)|I(ω2)\I(γ(ω)) in rh(ω) enthalten
sind.

Beweis. Sei xγ durch (12.11i) definiert. In Schritt 3) wurden x(1) und x(2)

mittels (12.11a,b) bestimmt. Über (12.11d) ist uh :=
∑

j∈I(ω) xh,j(ω)φj defi-
niert. Die Gleichungen (12.11a,b) sind äquivalent zu aω(uh, φj) = f(φj) für
j ∈ I(ω1) und j ∈ I(ω2). Die Definition von xγ sichert aω(uh, φj) = f(φj) für
j ∈ I(γ(ω)). Da I(ω1)∪̇I(ω2)∪̇I(γ(ω)) = I(ω), erfüllt uh die Finite-Element-
Gleichung aω(uh, vh) = fω(vh) (vh ∈ Vh) in ω. Die Randwerte von uh sind
durch die Knotenwerte rh(∂ω) gegeben. Da xγ die Knotenwerte von uh|γ(ω)

sind, ist die Behauptung bewiesen.

12.3.8 Konstruktion von Ψω aus Ψω1 und Ψω2

Sei ω ∈ GΩ ein Gebiet mit den Söhnen (Teilgebieten) ω1 und ω2. Wir defi-
nieren die Abbildungen Tω1 und Tω2 mittels

Tω1 : rh(ω) �→ rh(ω1), Tω2 : rh(ω) �→ rh(ω2) mit
rh(ω1)|I(ω1)\I(γ(ω)) := rh(ω)|I(ω1)\I(γ(ω)),

rh(ω2)|I(ω2)\I(γ(ω)) := rh(ω)|I(ω2)\I(γ(ω)),

rh(ω1)|I(γ(ω)) := rh(ω2)|I(γ(ω)) := Φω(rh(ω)).

Lemma 12.3.5. Seien ω1 und ω2 die Söhne von ω im Gebietszerlegungsbaum
GΩ. Dann ergibt sich Ψω aus Ψω1 und Ψω2 mittels

(Ψω(rh(ω))) j = (12.12)
⎧
⎨

⎩

(Ψω1(Tω1(rh(ω))))j für j ∈ I(∂ω)\I(ω2),
(Ψω2(Tω2(rh(ω))))j für j ∈ I(∂ω)\I(ω1),
(Ψω1(Tω1(rh(ω))))j + (Ψω2(Tω2(rh(ω))))j für j ∈ I(ω1) ∩ I(ω2).

Den drei Fällen in (12.12) entsprechen die folgenden Knotenbezeichnungen
aus (12.6): i) I(∂ω)\I(ω2) hat die Kennzeichnungen a, 1; ii) I(∂ω)\I(ω1):
b, 2; iii) I(ω1) ∩ I(ω2): γ, s.
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Beweis. a) Nach Definition (12.9) sind Ψω und Ψωi
als aω(uh, φj) bzw.

aωi
(uh, φj) (i = 1, 2) definiert, wobei uh in beiden Fällen übereinstimmt und

die Finite-Element-Lösung zu den Daten aus rh(ω) ist. Es gilt der Zusammen-
hang

aω(uh, φj) = aω1(uh, φj) + aω2(uh, φj).

Für Randknotenindizes j ∈ I(ω1) ∩ I(ω2) entspricht diese Identität dem
dritten Fall in (12.12).

b) Für j ∈ I(∂ω)\I(ω2) liegt der Träger von φj in ω1 liegt, sodass
aω2(uh, φj) = 0 und der erste Fall in (12.12) folgt. Analog folgt der zweite
Fall für j ∈ I(∂ω)\I(ω1).

12.4 Basisalgorithmus

In der Definitionsphase werden die Abbildungen Φω für alle Gebiete
ω ∈ GΩ\L(GΩ) des Gebietszerlegungsbaums konstruiert, die nicht Blätter
sind. Die Abbildungen Ψω für ω ∈ GΩ\{Ω} werden nur zwischenzeitlich
bestimmt. Danach kann die Auswertungsphase für Daten rh(Ω) ein- oder
mehrmals ausgeführt werden.

12.4.1 Definitionsphase

Der Algorithmus verläuft induktiv von den Blättern von GΩ bis zur Wurzel.

• Der Start besteht in der Bestimmung von

Ψω für alle ω ∈ L(GΩ).

Da L(GΩ) = T (Ω) vorausgesetzt wurde, trifft Anmerkung 12.3.2 zu:
Ψω ist einfach bestimmbar. Bei finiten Elementen ohne innere Knoten
(Standardfall) ist Ψω = I die Identitätsmatrix, da alle Argumentdaten
rh(ω) Randdaten sind.

• Induktion (von den Sohngebieten ω1, ω2 zum Vater ω): Ψω1 und Ψω2 seien
als bekannt angenommen. Gemäß §12.3.7 wird Φω konstruiert. Unter Ver-
wendung von Φω kann dann gemäß §12.3.8 Ψω berechnet werden. Nach
der Bestimmung von Ψω werden Ψω1 und Ψω2 nicht mehr gebraucht. In
einer konkreten Implementierung kann somit der Speicherplatz wieder frei-
gegeben werden.

Für die algorithmische Durchführung ist es vorteilhaft, den Baum GΩ in
seine Stufen G

(�)
Ω , 0 ≤ � ≤ depth(GΩ), zu zerlegen (vgl. Definition A.2.3):
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for � := depth(GΩ)− 1 downto 0 do
begin for all ω∈G(�+1)

Ω ∩L(GΩ)do berechneΨω explizit; {vgl. Anm. 12.3.2}
for all ω ∈ G

(�)
Ω \L(GΩ) do

begin {ω1, ω2} := SGΩ
(ω); {SGΩ

ist die Sohnabbildung; vgl. §A.2}
bestimme die Matrix zu Φω gemäß Anmerkung 12.3.3;
if � > 0 then bestimme die Matrix zu Ψω gemäß Lemma 12.3.5;
lösche die Matrizen zu Ψω1 und Ψω2 (Speicherplatzfreigabe)

end end;
(12.13)

Nach Durchführung der Schleife sind alle Φω für ω ∈ GΩ\L(GΩ) bestimmt,
aber keine Ψω mehr gespeichert.

Anmerkung 12.4.1. Da alle Matrixoperationen in der exakten Arithmetik be-
schrieben sind, ist das Verfahren (12.13) zwar wohldefiniert, aber rechen-
kostenintensiv. Die inversen Matrizen in (12.10) und (12.11i) führen zu voll
besetzten Darstellungsmatrizen für Φω und Ψω.

12.4.2 Auswertungsphase

Geht man vom Randwertproblem (12.1a,b) aus, sind zunächst aus fΩ und gΓ

die Werte von rh(Ω) = (rh(Ω), rh(∂Ω)) zu bestimmen. Für den ersten Block-
teil gilt (rh(Ω))j =

∫
Ω
fΩφjdx (j ∈ I(Ω)). Zur Berechnung von rh(∂Ω) ist die

L2(∂Ω)-orthogonale Projektion von gΓ auf den Ansatzraum durchzuführen
(zweite Zeile in (12.3)). Mit rh(Ω) ist die rechte Seite des Gleichungssystems
Ah(Ω)xh(Ω) = rh(Ω) bestimmt.

Die bisherige Formulierung geht von Eingabedaten rh(ω) aus und be-
stimmt daraus die Ausgabedaten xh(ω). Wegen der Identität rh(ω)|I(∂ω) =
xh(ω)|I(∂ω) liegt es näher, nur rh(ω) (ohne rh(∂ω)) zu verwenden und den
Vektor xh(ω) als Ein- und Ausgabevektor zu verwenden, der die nötigen Rand-
daten schon auf ∂ω enthält.

In der folgenden Prozedur können die beiden letzten Argumente r,x als
Vektoren r = rh(Ω) ∈ R

I(Ω) bzw. x = xh(Ω) ∈ R
I(Ω) im Gesamtgebiet

Ω aufgefasst werden, wobei allerdings nur die Bereiche rh(ω) = r|I(ω) und
xh(ω) = x|I(ω) verwendet werden. r|I(ω) ist lediglich Eingabe. Im Falle von x
ist x|I(∂ω) die Randwert-Eingabe, während x|I(γ(ω)) die Ausgabe ist. Der Auf-
ruf Φω (rh(ω), rh(∂ω)) wird damit zu Φω

(
r|I(ω),x|I(∂ω)

)
. Das erste Argument

ω der Prozedur Spur muss aus GΩ\L(GΩ) stammen.

procedure Spur(ω, r,x); {ω ∈ GΩ\L(GΩ), r ∈ R
I(Ω),x ∈ R

I(Ω)}
x|I(γ(ω)) := Φω

(
r|I(ω),x|I(∂ω)

)
;

(12.14)

Um die Lösung xh(ω) in ω vollständig zu erhalten, ist Spur rekursiv auf-
zurufen:
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procedure vollständigeAuswertung(ω, r,x);
{Eingabe: Randwerte auf x|I(∂ω) und rechte Seite auf r|I(ω)}
begin Spur(ω, r,x); {r|I(γ(ω)) := x|I(γ(ω));}

for ω′ ∈ SGΩ
(ω) do vollständigeAuswertung(ω′, r,x);

end;

(12.15)

Die Rekursion in (12.15) bricht ab, wenn ω ∈ GΩ ein Blatt und damit die
Sohnmenge SGΩ

(ω) leer ist. Damit die Auswertung wirklich vollständig ist,
muss die oben gemachte Annahme L(GΩ) = T (Ω) gelten. In diesem Fall
sind alle Dreiecksknoten8 in ω bestimmt. Die eingeklammerte Anweisung
r|I(γ(ω)) := x|I(γ(ω)) sorgt dafür, dass r|I(∂ω′) für ω′ ∈ SGΩ

(ω) die Randdaten
trägt. Da diese aber mittels x|I(γ(ω)) übergeben werden, ist die Anweisung
entbehrlich.

Der Aufruf vollständigeAuswertung(Ω, rh(Ω),xh(Ω)) liefert die Lösung
xh(Ω) des diskreten Randwertproblems in Ω.

12.4.3 Homogene Differentialgleichung

Die lineare Abbildung Φω wird in (12.7) mit zwei Argumenten geschrieben:
Φω(rh(ω),xh(∂ω)). Damit gibt es zwei Matrizen Φω

ω ∈ R
I(γ(ω))×I(ω) und

Φ∂ω
ω ∈ R

I(γ(ω))×I(∂ω) mit

Φω(rh(ω),xh(∂ω)) = Φω
ωrh(ω) + Φ∂ω

ω xh(∂ω),

die in Algorithmus (12.13) bestimmt werden müssen. Da im Allgemeinen
#I(ω) ( #I(∂ω), hat Φω

ω ein wesentlich größeres Format als Φ∂ω
ω .

Ein nicht uninteressanter Spezialfall einer Randwertaufgabe ist die
homogene Differentialgleichung LuΩ = 0 in Ω. Mit fΩ = 0 ist dann
auch rh(Ω) = 0, was zu rh(ω) = 0 in allen Teilgebieten führt. In
diesem Fall kann offenbar die Berechnung von Φω

ω entfallen. Auch bei
der Berechnung von Ψω sind entsprechende Vereinfachungen möglich:
Ψω : R

I(ω) = R
I(ω) × R

I(∂ω) → R
I(∂ω) kann auf Ψω : R

I(∂ω) → R
I(∂ω)

reduziert werden.

12.5 Verwendung hierarchischer Matrizen

Wie in Anmerkung 12.4.1 notiert, sind die Abbildungen Ψω und Φω voll
besetzt. Das beschriebene Verfahren ist daher abgesehen von kleinen

8 Dies gilt nur für Finite-Element-Knoten, die auf dem Elementrand liegen. Sollten
Ansätze mit inneren Knoten (sogenannte Blasenfunktionen) verwendet werden,
so sind in den Elementen noch kleine Gleichungssysteme bezüglich der inneren
Freiheitsgrade zu lösen. Da diese Gleichungssysteme aber schon vorweg aufgelöst
werden können, darf man ohne Beschränkung der Allgemeinheit davon ausgehen,
dass nur Knoten auf den Elementrändern vorliegen.
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Dimensionen nicht praktikabel. Jedoch können Ψω und Φω als hierar-
chische Matrizen behandelt und alle Berechnungsschritte mit Hilfe der
H-Matrixarithmetik durchgeführt werden.

Obwohl die Definition von Ψω und Φω den üblichen Konstruktionen folgt,
ist auf Besonderheiten hinzuweisen. Sowohl Ψω als auch Φω zerfallen in
Ψω

ω , Φ
ω
ω ∈ R

I(ω)×I(∂ω) und Ψ∂ω
ω , Φ∂ω

ω ∈ R
I(γ(ω))×I(∂ω).

• Matrizen aus R
I(ω)×I(∂ω) haben rechteckiges Format. Knoten aus dem

Inneren von ω haben einen festen Abstand zum Rand ∂ω. Daher werden
Blöcke aus dem Inneren von ω gemäß der üblichen Zulässigkeitsbedingung
nur bis zu einem Durchmesser verfeinert, der dem Abstand zum Rand
entspricht. Die Verfeinerung, die man von der Diagonale üblicher quadra-
tischer Matrizen gewohnt ist, betrifft nur Blöcke mit Knotenpunkten aus
∂ω.

• Matrizen aus R
I(γ(ω))×I(∂ω) benötigen eine relativ schwache Blockzer-

legung. Der Grund ist, dass die Ränder γ(ω) und ∂ω wenig Berührungs-
punkte haben.
– d = 2 : Im zweidimensionalen Fall (Ω ⊂ R

2) sind γ(ω) und ∂ω zwei
eindimensionale Kurven, die sich in nur zwei Punkten berühren. Dies
entspricht der Situation, die in §9.3 behandelt wurde (“schwache
Zulässigkeitsbedingung”). Man kann auf die Blockzerlegung ganz
verzichten und globale Niedrigrang-Approximationen für Ψ∂ω

ω und Φ∂ω
ω

verwenden.
– d ≥ 3 : γ(ω) und ∂ω sind nun Mannigfaltigkeiten der Dimension d− 1

und schneiden sich in einer Untermannigfaltigkeit der Dimension d−2.
Blockverfeinerungen treten nur in der Nähe der letztgenannten Unter-
mannigfaltigkeit auf.

Anmerkung 12.5.1. Der Speicheraufwand für Ψω und Φω kann mit

O(k#ω log(#ω))

angesetzt werden (k: Schranke für den Rang; #ω: Zahl der Knotenpunkte in
ω). Somit ist der Gesamtspeicheraufwand proportional zu

k
∑

ω∈GΩ

#ω log(#ω) ≤ k log(#Ω)
∑

ω∈GΩ

#ω ≤ k#ΩLGΩ
log(#Ω),

wobei LGΩ
die maximale Stufenzahl des Gebietszerlegungsbaumes ist:

GΩ =
⋃

0≤�≤LGΩ
G

(�)
Ω .

Der (möglicherweise große) Faktor #Ω ergibt sich für die Teilmatrizen
Ψω

ω , Φ
ω
ω : R

I(ω)×I(∂ω) (summiert über alle ω ∈ G
(�)
Ω ). Die Matrizen Ψ∂ω

ω , Φ∂ω
ω ∈

R
I(γ(ω))×I(∂ω) sind wesentlich kleiner. Da die Mannigfaltigkeiten γ(ω) und ∂ω

eine Dimension weniger besitzen, erwartet man #γ(ω) ∼ #∂ω ∼ (#ω)(d−1)/d.
Da aber die Vereinigung aller ∂ω für ω ∈ GΩ das gesamte Gitter überdeckt,
ist der Speicherplatz mindestens proportional zu #Ω.

Bei der Wahl der Clusterbäume gibt es zwei unterschiedliche Optionen.
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1. Für jedes ω ∈ G erstellt man für ω und ∂ω separat Clusterbäume nach
den Methoden aus §5.4 und erzeugt daraus die Blockclusterbäume für die
Matrizen Ψω

ω , Φω
ω, Ψ∂ω

ω und Φ∂ω
ω .

2. Der Clusterbaum T = T (Ω) wird nur für Ω konstruiert. Für alle Teil-
mengen ω oder ∂ω von Ω konstruiert man den zugehörigen Clusterbaum
wie in §A.4 als Teilbaum (vgl. Anmerkung A.4.5).

Die erste Variante hat den Nachteil, dass die Clusterbäume zu ω und den
zu den Söhnen ω1, ω2 ∈ S(ω) sowie die daraus abgeleiteten Blockclusterbäume
nicht kompatibel sind. Vor den Matrixoperationen ist deshalb eine Konvertie-
rung gemäß §7.2.5 erforderlich.

Bei der zweiten Variante folgt die Kompatibilität aus der Konstruktion
und vereinfacht die Matrixoperationen. Nachteil dieser Methode ist allerdings,
dass die Cluster wesentlich kleiner ausfallen können als bei der ersten Variante,
insbesondere kleiner als zur Erfüllung der Zulässigkeitsbedingung erforderlich.

12.6 Partielle Auswertung

Die partielle Auswertung wird in §12.6.1 beschrieben. Als eine mögliche Be-
gründung sei wieder auf die Homogenisierung verwiesen. Es sei angenommen,
dass die Differentialgleichung Koeffizienten mit kleinskaligem Verhalten be-
sitzt. Die Bilinearform aω(uh, vh) sei zum Beispiel

aΩ(uh, vh) =
∫

Ω

〈A(x) graduh, grad vh〉dx (12.16)

(A(x) ∈ R
d×d, 〈·, ·〉 R

d-Skalarprodukt, d: Raumdimension, d.h. Ω ⊂ R
d),

wobei die matrixwertige Funktion A(x) hochoszillierend, springend oder in
anderer Weise nicht-glatt ist. Eine weitere Möglichkeit ist, dass (unabhängig
von Verhalten von A(x)) das Gebiet Ω kompliziert ist, z.B. viele Löcher
verschiedener Größenordnungen besitzt. Um derartige Probleme mit Finite-
Element-Verfahren vernünftig zu diskretisieren, muss man eine feine Gitter-
auflösung verwenden. Im Falle hochoszillierender Koeffizienten sollte die
Schrittweite so klein sein, dass die Variation in einem Element hinreichend
klein wird, im Falle einer komplizierten Geometrie benötigt man eine feine
Triangulation, um die Ränder des Gebietes beispielsweise mit isoparametri-
schen9 Elementen zu approximieren.

Auch wenn die Diskretisierung eine feine Gitterauflösung erfordert, ist
man nicht notwendigerweise daran interessiert, die Finite-Element-Lösung
uh ebenso fein aufzulösen. Oszillationen oder Sprünge der Koeffizienten
werden Oszillationen oder Knicke in der Lösung uh produzieren, aber
häufig interessiert nur der gemittelte Verlauf und nicht die Details. Im
Falle von periodisch oszillierenden Koeffizienten A(x/ε) der Frequenz 1/ε

9 Zu isoparametrischen finiten Elementen vgl. [67, §8.5.3].
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kennt man sogenannte Homogenisierungsverfahren, die zu einer “homo-
genisierter” Bilinearform führen. Da ihre Koeffizienten glatter sind, kann
das homogenisierte Problem mit einer wesentlich gröberen Schrittweite als
das Ursprungsproblem gelöst werden. Zur Berechnung der homogenisierten
Koeffizienten ist das Originalproblem allerdings in einer Periodizitätszelle zu
lösen. Da im Allgemeinen nur eine numerische Lösung möglich ist, muss man
auch hier annehmen, dass das periodische Problem mit einer hinreichend
kleinen Schrittweite h� 1/ε vernünftig diskretisierbar ist.

12.6.1 Basisverfahren

Abb. 12.4.
Knotenpunkte nach
partieller Auswertung

Das Standard-Homogenisierungsverfahren ist in un-
regelmäßigeren Situationen nicht mehr anwendbar.
Stattdessen soll die partielle Auswertung der Inversen
ausgenutzt werden. Zu diesem Zweck wird der Baum
der Gebietszerlegungen GΩ in einen groben Anteil
Ggrob

Ω und einen feinen Anteil Gfein
Ω geteilt:

GΩ = Ggrob
Ω ∪̇ Gfein

Ω ,

wobei Ggrob
Ω = ∅ ein Unterbaum von GΩ mit gleicher

Wurzel Ω ist, während Gfein
Ω = GΩ\Ggrob

Ω den Rest darstellt.
Für eine gegebene Schrittweite H ∈ (0,diam(Ω)] lautet ein mögliches

Kriterium zur Bestimmung des groben Anteiles

Ggrob
Ω = Ggrob

Ω,H := {ω ∈ GΩ : diam(ω) ≥ H} . (12.17)

Das Basisverfahren besteht wieder aus zwei Teilen:

1. Definitionsphase wie in §12.4.1: Anwendung von (12.13).
2. Die Auswertungsphase beschränkt sich auf Ggrob

Ω . Die Prozedur aus
(12.15) erhält einen weiteren Parameter G (Unterbaum von GΩ mit
gleicher Wurzel10). Der erste Parameter ω muss zu G\L(G) gehören:

procedure partielleAuswertung(ω,G, r,x);
{Eingabe: Randwerte auf x|I(∂ω) und rechte Seite auf r|I(ω)}
begin Spur(ω, r,x); {r|I(γ(ω)) := x|I(γ(ω));}

for ω′ ∈ SG(ω) do partielleAuswertung(ω′, r,x)
end;

(12.18)

Da hier die Sohnmenge SG(ω) zu G auftritt, bricht die Rekursion an den
Blättern von G ab.

10 Das Resultat von vollständigeAuswertung(ω, r,x) ist äquivalent zum Aufruf
partielleAuswertung(ω, GΩ , r,x) .
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Der Aufwand im ersten Schritt ist noch der gleiche, aber da die Aus-
wertungsphase mehrmals mit verschiedenen Argumenten r, x aufgerufen
werden kann, ist es hilfreich, dass der Aufwand der Auswertungsphase re-
duziert ist. Wichtig ist auch die Reduktion des Speicherbedarfs, wie in der
folgenden Anmerkung beschrieben.

Anmerkung 12.6.1. a) Für die partielle Auswertung im Teilbaum G sind nur
die zugehörigen Abbildungen

Φω für ω ∈ G\L(G)

abzuspeichern.
b) Trotz dieser reduzierten Daten erhält man in allen Knotenpunkten in

∂G :=
⋃

ω∈G
∂ω

unveränderte Resultate.
c) Verwendet man die Definition (12.17) für G = Ggrob

Ω,H , so beschreibt
∂Ggrob

Ω,H ein Gitter der Schrittweite11 ≤ H. Abbildung 12.4 zeigt die mögliche
Konstellation der Knotenpunkte: auf den Rändern haben sie den Feingitter-
abstand, während die Teilgebiete von der Größe H sind.

12.6.2 Realisierung mit hierarchischen Matrizen

Die Aussage a) der vorhergehenden Anmerkung kann mit der Anmer-
kung 12.5.1 kombiniert werden. Der Speicherbedarf ist proportional zu
k#Ω log(#Ω)LG, wobei LG die Stufenzahl im Teilbaum G ist. Unter den
Annahmen diam(Ω) = O(1) und einer volumenhalbierenden Gebietszerle-
gungsstrategie haben Teilgebiete ω ∈ G

grob,(�)
Ω,H das (d-dimensionale) Volumen

O(2−�). Dem Durchmesser H entspricht das Volumen Hd, das auf der Stufe
LG = O(d log(1/H)) erreicht wird. Für diesen Modellfall ergibt sich somit
der Speicherbedarf

O(dk log(1/H)#Ω log(#Ω)).

Der Speicherbedarf der “kleineren” Matrizen Ψ∂ω
ω , Φ∂ω

ω ∈ R
I(γ(ω))×I(∂ω)

(ω ∈ GΩ), der im Falle homogener Randwerte als einziger entsteht (vgl.
§12.4.3), summiert sich nun zu

O(dkH−1h1−d log(1/h)).

11 Für alle x ∈ Ω enthält der abgeschlossene Kreis um x mit Radius H/2 mindestens
einen Punkt aus ∂Ggrob

Ω,H .
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12.6.3 Vergröberung des Ansatzraumes für die rechte Seite

Die feine Schrittweite h ist durch das kleinskalige Verhalten von A(x) in
(12.16) bzw. durch die komplizierte Geometrie begründet. Im Allgemeinen
ist die rechte Seite f jedoch mit gröberer Schrittweite H ( h approximier-
bar. Wir haben daher im Folgenden zwischen den Gittern ωh und ωH

zu unterscheiden, wobei #ωh/#ωH ∼ (H/h)−d angenommen wird. Der
Speicherbedarf einer Matrix Ψω

ω , Φ
ω
ω : R

I(ωH)×I(∂ωh) ist bis auf logarithmische
Faktoren proportional zu #∂ωh + #ωH . Summation über alle ω ∈ G ergibt∑

ω∈G(�) (#∂ωh + #ωH) ∼ H−1h1−d + H−d ∼ H−1h1−d. Insgesamt ergibt
sich

O(k log(1/H)H−1h1−d).

Die Matrizen Ψ∂ω
ω , Φ∂ω

ω ∈ R
I(γ(ω))×I(∂ω) und ihr Speicherbedarf ändern sich

nicht, da für die Randwerte ω = ωh gilt.

12.6.4 Berechnung von Funktionalen

Die partielle Auswertung nach §12.6.1 liefert in den Finite-Element-Knoten
von ∂Ggrob

Ω =
⋃

ω∈Ggrob
Ω

∂ω noch die Originalwerte (bis auf die Kürzungsfehler
infolge der H-Matrixarithmetik). Sinnvoller kann es sein, Mittelwerte in der
Umgebung der Knoten zu ermitteln. Diese Mittelwerte sind ein Beispiel für
ein lineares Funktional

J(uh) =
∑

α∈IJ

Jαxh,α. (12.19)

xh,α sind die Koeffizienten von uh, vgl. (12.4). Mit IJ ⊂ I(Ω) ist die Träger-
menge von J bezeichnet, d.h. Jα = 0 für α ∈ IJ .

Indem man die Summe
∑

α∈IJ
auf die Teilmengen I(ω) zu ω ∈ Ggrob

Ω

beschränkt, erhält man Funktionale Jω(uh). Damit die Additivität

Jω(uh) =
∑

ω′∈S
G

grob
Ω

(ω)

Jω′(uh) (12.20)

über die Sohn-Teilgebiete gilt, muss bei ihrer Definition auf die Überlappung
der Randknoten acht gegeben werden. Eine mögliche rekursive Definition ihrer
Koeffizienten ist: Jα,Ω := Jα für die Wurzel Ω ∈ Ggrob

Ω . Für ω ∈ Ggrob
Ω sei

{ω1, ω2} = SGgrob
Ω

(ω) die Sohnmenge. Dann führt die Festlegung

Jα,ω1 :=
{
Jα,ωfür α ∈ I(ω1)
0 sonst

}
, Jα,ω2 :=

{
Jα,ωfür α ∈ I(ω2)\I(ω1)
0 sonst

}

auf die Eigenschaft (12.20).
Im nächsten Schritt ist Jω als Funktion von rh(ω) darzustellen:

Jω(rh(ω)) := Jω (uh(rh(ω))) .
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Konkret sind die zugehörigen Matrizen Jω
ω und J∂ω

ω aus

Jω(rh(ω)) = Jω
ω rh(ω) + J∂ω

ω rh(∂ω)

zu bestimmen. Dies geschieht während der Definitionsphase aus §12.4.1 in der
Rekursion (12.13) von den Blättern zu der Wurzel. Für ω ∈ L(Ggrob

Ω ) lässt
sich aus rh(ω) die zugehörige Lösung xh(ω) und damit Jω direkt ermitteln.
Sei nun {ω1, ω2} = SGgrob

Ω
(ω) die Sohnmenge von ω ∈ Ggrob

Ω \L(Ggrob
Ω ), und

Jω1 und Jω2 seien bekannt. Das Argument rh(ωi) von Jωi
(i = 1, 2) kann in

(rh(ωi), rh(∂ωi\γ(ω)), rh(γ(ω))) aufgespaltet werden:

Jωi
(rh(ωi)) = Jωi

(rh(ωi), rh(∂ωi\γ(ω)), rh(γ(ω))) .

Die Daten rh(γ(ω)) sind die Randwerte xh|γ(ω), die sich aus rh(ω) mittels Φω

ergeben. Zusammen mit der Additivität (12.20) erhält man

Jω(rh(ω)) =
∑

i=1,2

Jωi
(rh(ωi), rh(∂ωi\γ(ω)), Φω(rh(ω)))

als Bestimmungsgleichung für die Matrizen Jω
ω und J∂ω

ω .

Anmerkung 12.6.2. a) In der praktischen Realisierung werden Jω
ω und J∂ω

ω als
hierarchische Matrizen dargestellt.

b) Sobald Jω berechnet ist, können die Daten zu Jωi
für ωi ∈ SGΩ

(ω)
gelöscht werden.

c) Sobald ω ∈ GΩ den Träger von J enthält, d.h. IJ ⊂ I(ω), kann die
Rekursion abgebrochen werden12. Nach der Bestimmung von xh(∂ω) sind die
Daten rh(ω) = (rh(ω), rh(∂ω)) wegen rh(∂ω) = xh(∂ω) bekannt und können
bei der Auswertung von Jω(rh(ω)) verwendet werden.

12 Bei einer Fortsetzung zu größeren Teilgebieten bzw. zu Ω könnte der Speicher-
aufwand steigen.
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Matrixfunktionen

Unter den Matrixfunktionen ist die Matrix-Exponentialfunktion eM das
prominenteste Beispiel. Sie tritt als Lösung u(t) = etMu0 des gewöhnlichen
Differentialgleichungssystems u′(t) = Mu(t) mit Anfangswert u(0) = u0 auf.
Sie wird ein wichtiger Baustein in §15 sein. Die Matrixfunktionen werden
in §13.1 definiert. Für ihre Konstruktion stehen verschiedene Methoden
zur Verfügung, die in §13.2 erläutert werden. Da die Resultate der Matrix-
funktionen im Allgemeinen vollbesetzte Matrizen sind, ist es essentiell, dass
der (exakte) Matrixfunktionswert als H-Matrix behandelt werden kann. Dies
ist Gegenstand von §13.3.

In diesem Kapitel werden wir die komplexen Zahlen als zugrundeliegenden
Körper verwenden, da auch im Falle reeller Matrizen komplexe Eigenwerte und
komplexe Pfadintegrale auftreten können.

Es sei angemerkt, dass sich die meisten der folgenden Aussagen auch
auf allgemeine Operatoren übertragen lassen. Eine sehr empfehlenswerte
Einführung in die Theorie und praktische Handhabung der Matrixfunktionen
findet man bei Higham [93].

13.1 Definitionen

Unter Matrixfunktionen1 versteht man im Allgemeinen die Übertragung
reeller oder komplexer (skalarer) Funktionen auf solche mit Matrizen als
Argument und Bild. Hier lassen sich mehrere Möglichkeiten der Übertragung
unterscheiden, die in den nächsten drei Abschnitten diskutiert werden. Zuvor
seien noch zwei Begriffe eingeführt.

Definition 13.1.1 (Spektrum, Spektralradius). Für eine quadratische
Matrix M ∈ C

I×I bezeichnet

σ(M) := {λ ∈ C : λ Eigenwert von M} (13.1a)
1 Dies ist ein speziellerer Begriff als der einer matrixwertigen Funktion.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 13,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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das Spektrum von M. Ihr Spektralradius ist

ρ(M) := max {|λ| : λ ∈ σ(M)} . (13.1b)

13.1.1 Funktionserweiterung mittels Diagonalmatrizen

In der Funktionsbeschreibung

f : D → B (D ⊂ C Definitionsbereich, B ⊂ C Bildbereich) (13.2)

dürfen D und B auf Teilmengen von R beschränkt sein.
Sei Δ eine Diagonalmatrix diag{λi : i ∈ I} mit der Eigenschaft λi ∈ D

(da λi zugleich die Eigenwerte von Δ sind, schreibt sich diese Bedingung als
σ(Δ) ⊂ D). Dann ist die Verallgemeinerung der Funktion x �→ f(x) zur
Abbildung

F : Δ = diag{λi : i ∈ I} ∈ C
I×I �→ diag{f(λi) : i ∈ I} ∈ C

I×I (13.3a)

naheliegend (F bildet Diagonalmatrizen in sich ab). Traditionell schreibt man
wieder f statt F, d.h. f(Δ) = diag{f(λi) : i ∈ I}. Man beachte, dass hierfür
nur benötigt wird, dass f auf den diskreten Werten λi definiert ist. Annahmen
über Stetigkeit oder weitergehende Glattheit von f sind für diesen Zweck
unnötig.

Sei nun M ∈ C
I×I eine diagonalisierbare Matrix: M = T−1ΔT. Dann

definiert man

f(M) := T−1f(Δ)T (für M = T−1ΔT ). (13.3b)

Obwohl die Darstellung M = T−1ΔT nicht in jedem Falle T und Δ eindeutig
festlegt, überlegt man sich, dass (13.3a,b) einen eindeutigen Wert f(M) ∈
C

I×I definiert. Damit erhält man die

Anmerkung 13.1.2. Für jede diagonalisierbare Matrix M ∈ C
I×I mit

σ(M) ⊂ D (D Definitionsbereich der Funktion f) ist f(M) mittels (13.3a,b)
wohldefiniert.

Es wurde schon darauf hingewiesen, dass die Funktion f nicht glatt zu sein
braucht. Eine einfache, unstetige Funktion, die später noch verwendet wird,
ist Gegenstand von

Beispiel 13.1.3. Die Signum-Funktion sign(·) sei für komplexe Argumente
mittels

sign(z) = sign(x) =

⎧
⎨

⎩

+1 für x > 0
0 für x = 0
−1 für x < 0

⎫
⎬

⎭ (z = x+ iy ∈ C, x = *e z)

definiert. Damit ist sign(M) für jede diagonalisierbare Matrix definiert.
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Übung 13.1.4. Seien f und g auf σ(M) und ϕ auf g(σ(M)) definiert.
Ferner seien h1 := f + g, h2 := fg und h3 := ϕ ◦ g (d.h. h3(z) = ϕ(g(z))).
Man zeige, dass sich diese Kompositionen auf die Matrixaddition und
-multiplikation übertragen:

h1(M) = f(M) + g(M), h2(M) = f(M)g(M), h3(M) = ϕ(g(M)).

Die Beschränkung auf diagonalisierbare Matrizen liegt in der Natur der

Definition. Für ein Jordan2-Kästchen J =
[
λ 1
0 λ

]
liefert dieser Ansatz keine

Interpretation.

13.1.2 Potenzreihen

Die Funktion f aus (13.2) sei nun als analytisch angenommen, wobei D ⊂ C

ein Gebiet ist (d.h. offen und zusammenhängend). In jedem Punkt z0 ∈ D ist
f in eine Potenzreihe entwickelbar:

f(z) =
∞∑

ν=0

cν (z − z0)
ν
. (13.4)

Für eine beliebige Matrix M versuchen wir, f(M) mittels

f(M) :=
∞∑

ν=0

cν (M − z0I)
ν (13.5)

zu definieren (I: Einheitsmatrix).

Lemma 13.1.5. a) Die Potenzreihe (13.4) besitze den Konvergenzradius
r > 0 . Dann ist (13.5) für Matrizen mit ρ(M − z0I) < r wohldefiniert.
b) Ist M zudem diagonalisierbar, ergeben (13.4) und (13.3b) gleiche Resultate.

Beweis. a) Der kritische Punkt ist der Nachweis der Konvergenz auf der
rechten Seite von (13.5). Für jede submultiplikative Matrixnorm ‖·‖ erhält
man die Majorante

∑∞
ν=0 |cν | ‖M − z0I‖ν

. Für jedes r̂ im offenen Intervall
(ρ(M − z0I), r) lässt sich eine Matrixnorm finden, sodass ‖M − z0I‖ ≤ r̂
(vgl. [66, Lemma 2.9.7]) Da aber

∑∞
ν=0 |cν | r̂ν < ∞ , ist eine konvergente

Majorante gefunden, die die Konvergenz der Reihe (13.5) impliziert.
b) f(Δ) = diag{f(λi) : i ∈ I} ergibt sich nach Einsetzen einer Diagonal-

matrix in (13.5). Da (M − z0I)
ν = T−1 (Δ− z0I)

ν
T für M = T−1ΔT, folgt

auch (13.3b) für f aus (13.5).
Man beachte, dass bei dieser Konstruktion für ein geeignetes z0 das ge-

samte Spektrum von M − z0I im Konvergenzkreis Kr(z0) = {z : |z − z0| < r}

2 Marie Ennemond Camille Jordan, geboren am 5. Januar 1838 in La Croix-Rousse,
Lyon, gestorben am 22. Januar 1922 in Paris.
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liegen muss. Es reicht nicht, dass alle Eigenwerte λi im Analytizitätsgebiet
von f liegen.

Anders als im vorigen Abschnitt ist (13.5) auch für ein Jordan-Kästchen
definiert. Das Resultat ist Gegenstand der

Übung 13.1.6. a) Sei M =
[
λ 1
0 λ

]
mit |λ− z0| < r (r: Konvergenzradius der

Reihe (13.5)). Man zeige f(M) =
[
f(λ) f ′(λ)

0 f(λ)

]
.

b) Unter den gleichen Voraussetzungen zeige man allgemein, dass ein
k × k-Jordan-Kästchen zu f(M) mit f(M)ij = 0 für j < i und f(M)ij =
f (j−i)(λ)/(j − i)! führt.

13.1.3 Cauchy-Integraldarstellung

Wir nehmen wie vorhin an, dass f im Gebiet D ⊂ C holomorph ist. Dann gilt
die Cauchy3-Integraldarstellung

f(z) =
1

2πi

∮

C

f(ζ)dζ
ζ − z

(z ∈ Ω ⊂ D, C = ∂Ω), (13.6)

D

Ω

Abb. 13.1. Ein Kreisring
als Definitionsbereich D und
eine Integrationskurve C als
Rand von Ω. σ(M) besteht
aus vier Punkten.

wobei der Rand C = ∂Ω im mathematisch
positiven Sinne durchlaufen wird und Ω ein
beschränktes, einfach zusammenhängendes Ge-
biet ist. Falls Ω mehrfach zusammenhängend ist
(wie in Abbildung 13.1), besteht C = ∂Ω aus
disjunkten Kurven. Schließlich darf Ω =

⋃
i Ωi

eine Vereinigung disjunkter Gebiete sein. Dann
ist

∮
C =

∑
i

∮
Ci

, wobei Ci die Ränder von Ωi sind.
Im Folgenden ist stets vorausgesetzt, dass der
Rand C in der richtigen Richtung durchlaufen
wird.

Anmerkung 13.1.7. Unbeschränkte Gebiete Ω in
(13.6) sind möglich, wenn sich

∮
C =

∮
∂Ω

als
Grenzwert der Kurvenintegrale

∮
CR

=
∮

∂ΩR
mit

ΩR := {z ∈ Ω : |z| < R} ergibt.

Lemma 13.1.8. Zu einer Matrix M sei Ω ⊂ D so gewählt, dass σ(M) ⊂ Ω.
Sei C = ∂Ω. Dann ist

f(M) :=
1

2πi

∮

C
(ζI −M)−1

f(ζ)dζ (13.7)

3 Augustin Louis Cauchy, geboren am 21. August 1789 in Paris, gestorben am 23.
Mai 1857 in Sceaux (bei Paris).
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die Dunford 4-Cauchy-Darstellung der Matrixfunktion. Sie ist wohldefiniert
und stimmt im diagonalisierbaren Fall mit den Matrixfunktionen aus §§13.1.1-
13.1.2 überein, wenn diese definiert sind. Ferner stimmt sie im allgemeinen
Fall mit (13.5) überein, wenn diese definiert ist.

Beweis. a) Wegen σ(M) ⊂ Ω liegen keine Eigenwerte von M auf C. Damit
ist (ζI −M)−1 für alle ζ ∈ C gleichmäßig beschränkt und das Integral (13.7)
existiert.

b) Für Diagonalmatrizen stimmen (13.7) und f(Δ) = diag{f(λi) : i ∈ I}
überein. Da auch (13.7) die Transformationsregel f(T−1ΔT ) := T−1f(Δ)T
erfüllt, stimmen (13.7) und (13.3b) für diagonalisierbare M überein.

c) Für M =
[
λ 1
0 λ

]
ist (ζI −M)−1 =

[
1/ (ζ − λ) 1/ (ζ − λ)2

0 1/ (ζ − λ)

]
. Wegen

1
2πi

∮
C (ζ − λ)−2

f(ζ)dζ = f ′(λ) stimmt das Ergebnis mit dem aus Übung
13.1.6
überein.

Die Abbildung 13.1 zeigt vier Eigenwerte im Definitionsbereich D. Es
ist nicht möglich, einen Kreis in D zu finden, der das gesamte Spektrum
σ(M) enthält. Damit ist die Definition aus §13.1.2 nicht anwendbar. Es lässt
sich aber eine geeignete Integrationskurve C = ∂Ω für die Dunford-Cauchy-
Darstellung finden.

Übung 13.1.9. Die Matrixfunktion sei definiert. Man zeige

σ(f(M)) = {f(λ) : λ ∈ σ(M)}, ρ(f(M)) = max{|f(λ)| : λ ∈ σ(M)}.

13.1.4 Spezialfälle

Neben diesen drei Definitionsmöglichkeiten kann man für spezielle Funktionen
ihre spezifischen Eigenschaften ausnutzen. Da beispielsweise die Exponential-
funktion mittels limn→∞ (1 + x/n)n definiert werden kann und Potenzen von
Matrizen erklärt sind, ließe sich die (numerisch weniger brauchbare) Defini-
tion exp(M) := limn→∞

(
1 + 1

nM
)n geben. Die Matrix-Exponentialfunktion

wird in §13.2.2 genauer behandelt werden.
Die Funktion f(x) = 1/x ist mit (13.3b) zu der Matrixfunktion M �→M−1

erweiterbar. Eine andere Darstellung dieser Matrixfunktion wird in §13.2.3
behandelt.

13.2 Konstruktionen spezieller Funktionen

13.2.1 Approximation von Matrixfunktionen

Eine Matrixfunktionen f(M) ist im Allgemeinen nicht exakt darstellbar
(schon skalare Funktionen wie exp(x) müssen approximiert werden!). Im
4 Nelson Dunford, geboren 12. Dez. 1906 in St. Louis (Missouri, USA), gestorben

7. September 1986 in Sarasota (Florida).
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Folgenden geht es um Techniken, die es erlauben, Fehlerabschätzungen aus
dem skalaren Fall auf den Matrixfall zu übertragen. Die approximierenden
Funktionen f̃ könnten z.B. Polynome oder rationale Funktionen sein.

Die Definition von f(M) durch (13.3b) führt direkt auf den folgen-
den Satz, der die Maximumnorm ‖f − f̃‖∞,σ(M) und die Spektralkondition
cond2(T ) = ‖T‖2‖T−1‖2 benutzt. Dabei wird für jede Teilmenge X des
Definitionsbereiches einer Funktion g definiert:

‖g‖∞,X := max{|g(z)| : z ∈ X}. (13.8)

Satz 13.2.1. Sei M = T−1ΔT diagonalisierbar. f und f̃ seien auf σ(M)
definiert. Dann gilt in der Spektralnorm

‖f(M)− f̃(M)‖2 ≤ cond2(T ) · ‖f − f̃‖∞,σ(M).

Beweis. In f(M) − f̃(M) = T−1f(Δ)T − T−1f̃(Δ)T = T−1[f(Δ)− f̃(Δ)]T
wird die Diagonalmatrix D = f(Δ) − f̃(Δ) durch ‖D‖2 = maxi |Dii| abge-
schätzt.

Falls M nicht diagonalisierbar ist, braucht man für eine entsprechende
Abschätzung auch mindestens die erste Ableitung ‖f ′−f̃ ′‖∞,σ(M) (vgl. Übung
13.1.6).

Im Falle symmetrischer Matrizen entfällt der Faktor cond2(T ) wegen
‖T‖2 = ‖T−1‖2 = 1, da T orthogonal ist. Ansonsten sind T und seine Norm
aber selten bekannt. Einen Ausweg bietet der folgende Zugang.

Sei Ω ein Gebiet, das das Spektrum von M enthält: Ω ⊃ σ(M).
Mit Ωc := C\Ω sei das Komplement von Ω bezeichnet. Für ζ ∈ Ωc ist die
Resolvente

R(ζ;M) := (ζI −M)−1 (ζ ∈ Ωc)

definiert. Da (ζI −M)−1 → O (Nullmatrix) für |ζ| → ∞, ist ‖R(ζ;M)‖2 auf
Ωc gleichmäßig beschränkt.

In der Literatur werden verschiedene Familien von Matrizen (bzw. Opera-
toren) beschrieben, die wie folgt durch den Komplementbereich Ωc und eine
Schrankenfunktion ϕ : Ωc → (0,∞) charakterisiert sind:

‖R(ζ;M)‖2 ≤ ϕ(ζ) für ζ ∈ Ωc. (13.9)

Beispiel 13.2.2. a) In [44, (2.6)] wird allgemein Ω = {ζ = x+ iy : x > fS(y)}
und ϕ(ζ) = fR(ζ) definiert und speziell die Parabel fS(y) = ay2 + b mit der
Schranke fR(ζ) = M/(1 +

√
|ζ| ) gewählt.

b) Für die Parabel fS(y) = ay2+b und die Schranke fR(ζ) = M/(1+
√
|ζ| )

ergeben sich die stark P-positiven Operatoren (vgl. [42], [43]).
c ) Operatoren die (13.9) für Ω = {ζ : *e ζ ≥ 0} und ϕ(ζ) = −1/*e ζ

erfüllen, heißen m-akkretiv (vgl. [96, S. 279]). Gibt es ein δ > 0, sodass (13.9)
für Ω = {ζ : *e ζ > 0} und ϕ(ζ) = 1/ (δ −*e ζ) gilt, heißt M strikt m-akkretiv
([96, S. 281]).
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Am Beispiel der stark P-positiven Operatoren sei der Beweis der Eigen-
schaft (13.9) vorgeführt.

Lemma 13.2.3. Seien Ω =
{
z = x+ iy ∈ C: x > 0, y2 < x

}
ein Parabel-

gebiet und M eine Matrix mit einem Spektrum σ(M) ⊂ Ω. Dann gibt es
eine Konstante C, sodass

‖ (zI −M)−1 ‖2 ≤
C

1 +
√
|z|

für alle z ∈ C\Ω. (13.10)

Beweis. a) Sei M eine Diagonalmatrix. Dann ist

‖ (zI −M)−1 ‖2 = ‖diag{z − λ : λ ∈ σ(M)}−1‖2 = 1/ min
λ∈σ(M)

|z − λ| .

Die Funktion (1 +
√
|z| )/minλ∈σ(M) |z − λ| ist für z ∈ C\Ω stetig und strebt

für |z| → ∞ gegen null. Damit existiert ein endliches Maximum M.

b) Ist M diagonalisierbar: M = T−1ΔT , so folgt mit ‖ (zI −M)−1 ‖2 ≤
‖T−1‖2‖ (zI −Δ)−1 ‖2‖T‖2 und Teil a) wieder eine z-unabhängige Schranke.

c) Für die Jordan-Normalform schließe man analog.

Satz 13.2.4. Seien f und f̃ holomorph in Ω, C = ∂Ω und σ(M) ⊂ Ω. Dann
gilt

‖f(M)− f̃(M)‖2 ≤
1
2π

∮

C
|f(ζ)− f̃(ζ)| ϕ(ζ) |dζ|

mit ϕ aus (13.9).

Beweis. Wir gehen von f(M)− f̃(M) = 1
2πi

∮
C (ζI −M)−1 [f(ζ)− f̃(ζ)]dζ aus

(vgl. (13.7)) und schätzen mit

‖f(M)− f̃(M)‖2 ≤
1
2π

∮

C
‖R(ζ;M)‖2|f(ζ)− f̃(ζ)||dζ|

ab. Wegen C ⊂ Ωc ist (13.9) anwendbar.

13.2.2 Matrix-Exponentialfunktion

Auf die wichtige Rolle, die die Matrix-Exponentialfunktion exp(M) spielt,
wurde schon hingewiesen. Da exp eine ganze Funktion ist, lassen sich alle
Definitionsmöglichkeiten und weitere Funktionaleigenschaften für die konkrete
Konstruktion verwenden. Dass die konkrete Berechnung aber Schwierigkeiten
bereiten kann, zeigt der lesenswerte Artikel [116] über “19 dubiose Weisen”,
exp(M) zu berechnen.
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13.2.2.1 Definition mittels Potenzreihe

Die Potenzreihe der Exponentialfunktion legt die Näherung

En :=
n−1∑

ν=0

1
ν!
Mν ≈ exp(M) (13.11)

nahe5. Zwar gilt für alle M , dass En → exp(M), aber man sollte diese
Näherung nur für Matrizen anwenden, die in einer geeigneten Matrixnorm
z.B. durch ‖M‖ ≤ 1 beschränkt sind. Unter der Voraussetzung ‖M‖ ≤ 1 ist

‖En − exp(M)‖ ≤
∑∞

ν=n

1
ν!
‖M‖ν

≤
∞∑

ν=n

1
ν!

=
cn
n!

mit cn ∈ (1, 1.72) für n ≥ 1

(das asymptotische Verhalten ist cn ∼ 1 + 1/n). Das Horner6-Schema zur
Auswertung von (13.11) lautet

An := I; for ν := n− 1 to 1 do Aν :=
1
ν
Aν+1M + I; En := A0;

und erfordert n − 2 Matrixmultiplikationen mit M (die Multiplikation mit
An = I ist trivial).

13.2.2.2 Halbierungsregel

Für die Exponentialfunktion kann man die Funktionalgleichung ex+y = exey

ausnutzen.

Übung 13.2.5. Für vertauschbare Matrizen A und B gilt die Identität
exp(A+B) = exp(A) exp(B).

Für die Wahl A = B = 1
2M führt das Resultat der Übung auf

exp(M) = exp(1
2M)2. (13.12)

Wenn man voraussetzt, dass die Quadrierung einer Matrix handhabbar ist
(wie im Falle von H-Matrizen), ist der folgende rekursive Algorithmus eine
gute Wahl:

5 Für die Exponentialfunktion gilt, dass Matrizen M mit Eigenwerten mit negati-
vem Realteil zu exp(M) mit Eigenwerten vom Betrag < 1 führen. Gelegentlich
möchte man die gleiche Eigenschaft für Approximationen. In diesem Fall kann die
Taylor-Approximation (13.11) durch eine Padé-Approximation ersetzt werden.

6 William George Horner, geboren 1786 in Bristol, gestorben 1837 in Bath.
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function MatrixExponentialFunktion(M);
if ‖M‖ ≤ 1 then MatrixExponentialFunktion := En aus (13.11)
else MatrixExponentialFunktion

:=sqr(MatrixExponentialFunktion(0.5 ·M)) ;

(13.13)

Hierbei ist sqr(M) := M2. Die Norm ‖·‖ muss submultiplikativ sein.
Die Zahl der Rekursionsschritte in (13.13) beträgt �log2(‖M‖)�. Der

Aufwand wird diskutiert in

Anmerkung 13.2.6. Für eine beliebige Matrix M besteht der Aufwand der
Auswertung von (13.13) in �log2(‖M‖)� Matrixmultiplikationen (Auswertung
von sqr) und der Berechnung von (13.11). Diese ist von der gewünschten
Genauigkeit ε > 0 abhängig. Für ε ≈ 1/n! sind n Matrixmultiplikationen
erforderlich.

Häufig benötigt man exp(tjM) für verschiedene 0 ≤ t1 < t2 < . . .. Im
Prinzip kann man (13.13) für alle Argumente tjM aufrufen. Günstiger ist der
folgende Zugang:

1. Man berechne exp(t1M).
2. Rekursion über j: Sei exp(tjM) bekannt. Man berechne die Hilfsmatrix

Mj ≈ exp((tj+1 − tj)M) und danach das Produkt exp(tjM) · Mj ≈
exp(tj+1M). Man wiederhole Schritt 2 mit j ← j + 1.

Der Vorteil besteht in der Tatsache, dass (tj+1 − tj)M eine kleinere Norm als
tj+1M besitzt und damit (13.13) weniger Halbierungsschritte erfordert.

13.2.2.3 Dunford-Cauchy-Integral

Während die Halbierungsregel für die konkrete Berechnung gut geeignet ist,
verrät die Rekursion wenig über die Struktureigenschaften von exp(M). Im
Folgenden wird zur Vereinfachung angenommen, dass M positiv definit ist,
d.h. M ist symmetrisch und σ(M) ⊂ (0,∞). Gemäß §13.1.3 gilt

exp(−M) =
1

2πi

∮

C
(ζI −M)−1 e−ζdζ, (13.14)

wenn C = ∂Ω, Ω ⊃ σ(M) und Ω einfach zusammenhängend. Da das Spek-
trum σ(M) ⊂ (0, ‖M‖] erfüllt, kann für Ω zum Beispiel das folgende Gebiet
(Parabelsegment) verwendet werden:

Ω =
{
ζ ∈ C : 0 ≤ *e ζ ≤ ‖M‖+ 1, |+mζ| ≤

√
*e ζ

}
.

Der Rand C := ∂Ω von Ω besteht aus dem Parabelteil CP : ζ(s) = x(s)+ iy(s)
mit x(s) := s2 und y(s) := −s für s ∈ [−s0, s0] mit s0 :=

√
‖M‖+ 1

und der senkrechten Strecke CS: ζ(s) = x(s) + iy(s) mit x(s) := s20, y(s) := s
für s ∈ [−s0, s0] (vgl. Abbildung 13.2). Ebensogut kann man s0 durch
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einen größeren Wert ersetzen. Man stellt fest, dass
∮
CP

(ζI −M)−1e−ζdζ
für s0 → ∞ konvergiert und lim

s0→∞

∮
CS

(ζI −M)−1e−ζdζ = 0. Deshalb gilt

(13.14) auch mit der vollständigen Parabel

{ζ(s) = x(s) + iy(s) : x(s) := s2, y(s) := −s für s ∈ R}

als Integrationskurve C. Nach Substitution der Parameterdarstellung
ζ(s) = s2 − is erhält man

e−M =
1

2πi

∞∫

−∞

(ζ(s)I −M)−1 e−ζ(s) dζ(s)
ds

ds (13.15)

=
1

2πi

∞∫

−∞

((
s2 − is

)
I −M

)−1
e−s

2 + is (2s− i)
︸ ︷︷ ︸

=:F (s)

ds.

Ω
CS

CP

Abb. 13.2. Integrationskurve:
Rand des Parabelsegments Ω,
CP : Parabelstück, CS : Strecke

Das Integral 1
2πi

∫∞
−∞ F (s)ds kann durch

eine Sinc-Quadratur approximiert werden
(Näheres in §D.4) und liefert einen Ausdruck
der Form

TN (F, h) :=
h

2πi

N∑

ν=−N

F (νh),

wobei h > 0 eine Schrittweite ist, die hier
in der Größenordnung h = O((N + 1)−2/3)
gewählt werden sollte. Die Fehlerabschätzung
aus Satz D.4.3b zeigt

∣∣∣∣∣e
−M − h

2πi

N∑

ν=−N

F (νh)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∞∫

−∞

F (s)ds− h

2πi

N∑

ν=−N

F (νh)

∣∣∣∣∣∣

≤ O
(
exp(−cN2/3)

)
, (13.16)

wobei die Abschätzung von
((
s2 − is

)
I −M

)−1 mit Hilfe von (13.10) durch-
geführt wird.

Folgerung 13.2.7 Will man e−M mit der Genauigkeit ε > 0 annähern, so
folgt aus (13.16), dass N in der Größenordnung O(log3/2 1

ε ) zu wählen ist.

Die matrixwertige Funktion F (s) aus (13.15) führt auf

h

2πi
F (νh) = ων (zνI −M)−1 mit

⎧
⎨

⎩
ων = h

2νh− i

2πi
e−zν ,

zν = (νh)2 − iνh,
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sodass das Quadraturresultat die Summe

TN (F, h) =
N∑

ν=−N

ων (zνI −M)−1 (13.17a)

von 2N + 1 Resolventen (zνI −M)−1 liefert. Zwar sind ων und zν komplex,
aber wegen

ων = ω−ν , zν = z−ν für −N ≤ ν ≤ N

sind für reellwertige M die Approximation TN (F, h) ebenso wie e−M reell. Die
Summe (13.17a) reduziert sich auf

e−M ≈ TN (F, h) = ω0 (z0I −M)−1 + 2*e
N∑

ν=1

ων (zνI −M)−1
. (13.17b)

Folgerung 13.2.8 Wenn von M bekannt ist, dass die Inversen (zνI −M)−1

mit hinreichender Genauigkeit im H-Matrixformat H(k, p) approximiert
werden können, folgt aus (13.17b), dass eine entsprechend gute Approxima-
tion von exp(−M) in H((N + 1) k, p) existiert.

Wenn Kurvenintegrale
∮
C (ζI −M)−1

f(ζ)dζ formuliert werden, ist die
Kurve C so zu wählen, dass der Integrand nicht singulär wird. Das heißt
insbesondere, dass C keine Eigenwerte von M durchläuft. Trotzdem kann es
unvermeidlich sein, dass die Kurve Eigenwerten nahe kommt. Hier stellt sich
die Frage nach der Stabilität H-Matrix-Resolventen (ζI −M)−1 für Quadra-
turpunkte ζ nahe am Spektrum σ(M). Diese Frage wird in Espig-Hackbusch
[41] untersucht und auch mit numerischen Tests belegt. Es zeigt sich, dass
die H-Matrixinverse von ζI −M sehr robust gegen die Annäherung von ζ an
σ(M) ist. Eine einfache theoretische Erklärung bietet das folgende Lemma an.

Lemma 13.2.9. Sei 0 = λ ∈ σ(M) ein einfacher Eigenwert mit dem
(Rechts-)Eigenvektor e aus Me = λe und dem Linkseigenvektor f aus f�M =
λf� (falls M symmetrisch ist, gilt e = f), wobei die Skalierung 〈f, e〉 = 1
gelten möge. Dann lässt sich M spektral zerlegen in M = M0+λef�, wobei M0

das Spektrum (σ(M) ∪ {0}) \{λ} besitzt, sodass (ζI −M0)
−1 in der Umgebung

von λ wohldefiniert und stabil berechenbar ist. Die Resolvente (ζI −M)−1 hat
die Darstellung

(ζI −M)−1 = (ζI −M0)
−1 +

λ

ζ (ζ − λ)
ef�.

Der für ζ → λ divergierende Teil λ
ζ(ζ−λ)ef

� ist eine Rang-1-Matrix. Wenn der

“harmlose” Anteil (ζI −M0)
−1 im Format H(k, P ) hinreichend gut approxi-

miert wird, so ist (ζI −M)−1 in H(k + 1, P ) für alle ζ = λ mit gleicher
Genauigkeit darstellbar.
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Die Voraussetzung 0 = λ ist nicht essentiell. Falls λ = 0 ∈ σ(M) in der
Nähe von C liegt, kann z.B. die Zerlegung M = M1 − ef� (e, f Rechts- und
Linkseigenvektoren zu λ = 0) und (ζI −M)−1 = (ζI −M1)

−1 + 1
ζ(1−ζ)ef

�

verwendet werden. Bei mehrfachen Eigenwerten λ ∈ σ(M) ist der Rang 1
durch einen entsprechend höheren zu ersetzen.

13.2.2.4 Approximation von exp(−tM)

Gelegentlich möchte man die Funktion exp(−tM) für z.B. positiv definites M
und alle t > 0 approximieren. Hierfür ist es günstig, die Cauchy-Formel nicht
für tM anstelle von M , sondern in der Form

exp(−tM) =
1

2πi

∮

C
(ζI −M)−1 e−tζdζ

zu verwenden. Die analoge Quadratur führt auf

exp(−tM) ≈
N∑

ν=−N

ων(t) (zνI −M)−1
, ων(t) := h

2νh− i

2πi
e−t((νh)2−iνh)

und gleichen Stützstellen zν wie in §13.2.2.3. Der Vorteil besteht darin, dass
die t-Abhängigkeit im Gewicht ων steckt, während die teueren Resolventen
(zνI −M)−1 unabhängig von t sind. Es ist daher relativ einfach, exp(−tM)
für viele t auszuwerten. Die Fehlerabschätzung findet sich in [43, §2.4] und
liefert nur für t ≥ t0 > 0 die gewünschte exponentielle Konvergenz bezüglich
der Stützstellenanzahl N . Für 0 ≤ t ≤ t0 werden andere Approximations-
verfahren benötigt (z.B. mittels Potenzreihen wie in §13.2.2.1).

13.2.3 Inverse Funktion 1/z

Die Matrixversion der Funktion f(x) = 1/x ist f(M) = M−1, falls 0 /∈ σ(M).
In §13.2.2.3 wurde die Matrix-Exponentialfunktion exp(M) mittels der
Resolventen (zνI −M)−1 – der Matrixfunktion zu f(x) = 1/ (zν − x) –
approximiert. Jetzt wird der umgekehrte Weg beschritten: Die Inverse M−1

wird mit Hilfe der Größen exp(−tM) dargestellt. Der Sinn dieser Darstellung
wird in §15.5.2 offenbar werden.

13.2.3.1 Integraldarstellung von 1/z

Für z ∈ C mit *e z > 0 gilt die Identität

1
z

=

∞∫

0

e−ztdt. (13.18a)
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Lemma 13.2.10. Für die Matrix M ∈ C
I×I gelte σ(M) ⊂ {z∈C : *e z>0}.

Dann hat M−1 die Darstellung

M−1 =

∞∫

0

e−Mtdt. (13.18b)

Beweis. Multiplikation mit M liefert
∞∫
0

Me−Mtdt = −
∞∫
0

d
dt

(
e−Mt

)
dt =

− e−Mt
∣∣∣
∞

0
= I.

Ist λmin = min{λ ∈ σ(M)} der minimale Eigenwert einer Matrix mit
positivem Spektrum, so kann die Matrix durch M ′ := 1

λmin
M ersetzt werden:

M−1 = 1
λmin

M ′−1, wobei (13.18b) auf M ′ angewandt wird. Dies zeigt:

Anmerkung 13.2.11. Hat M ein positives Spektrum, so kann in (13.18b) ohne
Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dass alle Eigenwert
≥ 1 sind. Entsprechend ist die Diskussion von (13.18a) für z ≥ 1 ausreichend.

13.2.3.2 Approximative Darstellung von 1/z durch
Exponentialfunktionen

Im Folgenden suchen wir Approximationen der rechten Seite in (13.18b) durch
eine Summe der Form

∞∫

0

e−Mtdt ≈
k∑

ν=1

ωνe−Mtν . (13.19)

Diese Ersetzung ist eng verbunden mit der Approximation von 1
x durch

eine Summe
∑k

ν=1 ωνe−xtν von Exponentialfunktionen. Hierfür werden zwei
Ansätze diskutiert:

1. Erzeugung mittels Quadratur,
2. direkte Approximation.

Im Anhang D.4.3 wird die Sinc-Quadratur für zwei Integrale untersucht,
die sich durch geeignete Substitutionen aus (13.18a) ergeben. Im ersten Fall
(§D.4.3.1) erhält man eine Näherung der Form

Ek(x) =
k∑

ν=1

ωνe−xtν (13.20)

mit der gleichmäßigen Fehlerabschätzung
∣∣∣∣Ek(x)− 1

x

∣∣∣∣ ≤ O
(

e−
√
πdk

)
mit d < π/2 für alle x ≥ 1
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Abb. 13.3. Graph der Funktion Ek(x; R)− 1
x

für x ≥ 1 (links k = 5, rechts k = 45)
mit Ek mittels Sinc-Quadratur

(in §D.4.3.1 wird ein ungerades k und N = k−1
2 wie in (13.17a) verwendet).

Abbildung 13.3 zeigt den Fehler auf der linken Seite für k = 5 (N = 2,
h = π/

√
N) und rechts für k = 45 (N = 22, h = 1.05·π/

√
N). Die zugehörigen

Fehlerschranken sind 1.19310-2 und 2.6310-7.

Im Fall der zweiten Substitution (in §D.4.3.2) lässt sich ein besseres
asymptotisches Verhalten bezüglich k →∞ zeigen, dafür ist die Abschätzung
x-abhängig:

∣∣∣∣Ek(x)− 1
x

∣∣∣∣ ≤ O
(
e−πd(x)k/ log(πd(x)k)

)
mit d(x) = O(1/ log x)

(vgl. Satz D.4.13). Die numerischen Resultate bestätigen den Faktor
k/ log(k), aber das Verhalten bezüglich x erscheint günstiger als durch
d(x) = O(1/ log x) beschrieben.

Die direkte Approximation durch Exponentialsummen bestimmt den Aus-
druck Ek(x;R) aus (13.20), indem die Maximumnorm

∥∥∥∥Ek(x;R)− 1
x

∥∥∥∥
∞,R

:= max
{∣∣∣∣Ek(x;R)− 1

x

∣∣∣∣ : 1 ≤ x ≤ R

}
(13.21)
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Abb. 13.4. Graph der Funktion E4(x; R)− 1
x

für x ≥ 1 bei direkter Approximation.
Links R = 100 mit dem Fehler 1.06610-3 in [1,100]. Rechts R = R4 = 436.06 mit
dem Fehler 1.70010-3 in [1,∞) .
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k = 5 k = 7 k = 10 k = 12 k = 15

R = 10 4.243E-6 2.344E-8 9.021E-12 4.654E-14 1.708E-17
R = 100 2.274E-4 9.841E-6 8.303E-08 3.357E-09 2.667E-11
R = 1000 6.385E-4 7.153E-5 2.389E-06 2.412E-07 7.555E-09
R = ∞ 6.428E-4 1.163E-4 1.312E-05 3.630E-06 6.311E-07

Tabelle 13.1. Minimale Fehler
∥∥Ek(x; R) − 1

x

∥∥
∞,R

bezüglich der Parameter ων , tν (1 ≤ ν ≤ k) minimiert wird. Abbildung 13.4
zeigt den Fehler Ek(x;R)− 1

x für k = 4. Das linke Diagramm entspricht dem
Fall R = 100. Der rechte Graph zeigt einen Grenzfall: Für hinreichend großes
R = Rk (hier R4 = 436.06) gilt die Fehlerschranke für alle x ∈ [1,∞). Man
sieht, dass die Bestapproximation aus (13.21) mit k = 4 deutlich deutlich
kleinere Fehlermaxima als die Sinc-Quadratur für k = 5 liefert.

Die für verschiedene Werte von k und R erreichbaren Genauigkeiten (mini-
male Fehler

∥∥Ek(x;R)− 1
x

∥∥
∞,R

für optimale Koeffizienten ων , tν) sind in der
Tabelle 13.1 skizziert. In [73] findet man weitere Resultate sowie die Web-Seite
für die Koeffizienten der optimalen Ek(x;R).

13.2.3.3 Abschätzung der Matrixapproximation

Die Matrix M sei diagonalisierbar mit σ(M) ⊂ (0,∞). Die Maximumnorm∥∥Ek(x)− 1
x

∥∥
∞,R

kann im Folgenden durch die günstigere Schranke

∥∥∥∥Ek(x)− 1
x

∥∥∥∥
∞,σ(M)

:= max
{∣∣∣∣Ek(x)− 1

x

∣∣∣∣ : x ∈ σ(M)
}

ersetzt werden. Ek(M) bezeichnet die Matrixfunktion
∑k

ν=1 ωνe−Mtν .

Satz 13.2.12. M sei diagonalisierbar mit M = T−1ΔT und σ(M) ⊂ (0,∞).
Dann gilt 7

∥∥Ek(M)−M−1
∥∥ ≤ ‖T‖ ‖T−1‖

∥∥ 1
x − Ek(x)

∥∥
∞,σ(M)

.

Beweis. Man schätze in Ek(M)−M−1 = T−1
(
Ek(Δ)−Δ−1

)
T jeden einzel-

nen Faktor ab.
Numerische Tests der direkten Approximation Ek(x;Rk) − 1

x zeigen ein
Fehlerverhalten exp{c1 − c2

√
k} mit c1 in der Größenordnung 11 bis 15 und

c2 bei 4 bis 4.5 .

7 Die Norm muss submultiplikativ sein und ‖diag{xi : i ∈ I}‖ ≤ max{|xi| : i ∈ I}
erfüllen.
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13.2.4 Anwendung von Newton-artigen Verfahren

Für die Berechnung spezieller Funktionen f(z) eignet sich das Newton-
Verfahren. Beispielsweise kann die Quadratwurzel f(z) =

√
z als Grenz-

wert von ym+1 := 1
2 (ym + z/ym) berechnet werden. Wir werden hierauf im

nächsten Kapitel (§14) zurückkommen.

13.3 H-Matrix-Approximation

13.3.1 Matrix-Exponentialfunktion

Die Berechnung durch H-Matrizen könnte von den Darstellungen (13.17a,b)
Gebrauch machen und alle Resolventen (zνI −M)−1 mittels der formatierten
Inversion approximieren.

Anmerkung 13.3.1. a) Falls alle approximativen Resolventen (zνI −M)−1 ∈
H(k, P ) den lokalen Rang k benötigen, lässt sich die exakte Summe (13.17b)
mit dem lokalen Rang k (N + 1) darstellen. Da nach Folgerung 13.2.7 N =
O(log3/2 1

ε ) gilt, erhöht sich der Speicher- und Berechnungsaufwand gegenüber
der bisherigen Operationen nur um einen logarithmischen Faktor.

b) Auch wenn man eM in anderer Weise berechnet, zeigt Teil a) die Dar-
stellbarkeit in H(k (N + 1) , P ).

Der zweite Teil der Anmerkung ist auf die Berechnung nach §13.2.2.2 an-
wendbar. Der Algorithmus (13.13) erfordert die Quadrierung einer Matrix, die
durch die formatierte Multiplikation in H(k′, P ) ersetzt werden kann, wobei
k′ = k (N + 1) ausreichend ist.

13.3.2 Approximation nichtglatter Matrixfunktionen

Während exp(x),
√
x und 1/x (die beiden letzten im positiven Bereich) glatte

Funktionen sind, gibt es auch interessante unstetige Funktionen. Für die
Signumfunktion aus Beispiel 13.1.3 wird im nachfolgenden Kapitel eine Itera-
tion beschrieben werden, die dank der H-Matrix-Arithmetik durchführbar ist
(vgl. (14.7)). Eine andere unstetige Funktion ist

ϕa,b(x) =
{
x für x ∈ (a, b],
0 sonst,

wobei [a, b) ein vorgegebenes Intervall sei. Die interessante Eigenschaft besteht
zum Beispiel darin, dass eine Matrix M mit reellem Spektrum in (−A,A)
in seinen negativen Teil ϕ−A,0(M) und den positiven Teil ϕ0,A(M) zerlegt
werden kann: M = ϕ−A,0(M) + ϕ0,A(M). Ist man an den Eigenwerten von
M im Intervall (a, b] interessiert, reicht es, ϕa,b(M) zu untersuchen.

In Kreß-Hackbusch [89] wird ϕa,b durch eine rationale Funktion
approximiert. Dabei ist der Grad der Zähler- und Nennerpolynome zwar sehr
groß, nicht aber die Zahl der auszuführenden arithmetischen Operationen.
Die H-Matrix-Arithmetik erlaubt nun, ϕa,b(M) zu approximieren.
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Matrixgleichungen

Die übliche Numerik der partiellen Differentialgleichungen ist geprägt von der
Idee, alle Lösungsprozeduren auf die Matrix-Vektor -Multiplikation als Basis-
operation zurückzuführen. Auf der einen Seite wird dies von schwach besetzten
Matrizen unterstützt (vgl. §1.3.2.5), auf der anderen Seite sucht man schnelle
Iterationsverfahren (zum Beispiel Mehrgitterverfahren, [72], [66, §12]), um mit
wenigen Iterationsschritten auszukommen. Damit geht man der Inversen als
Lösung der Matrixgleichung AX = I aus dem Weg.

Es gibt aber interessante Matrizen, die Lösung einer linearen oder
nichtlinearen Matrixgleichung sind, und sich einer Lösung über die Matrix-
vektormultiplikation entziehen. Hierzu gehören die linearen Ljapunow- und
Sylvester-Gleichungen sowie die quadratische Riccati-Gleichung, die u.a. in
Problemen der optimalen Kontrolle partieller Differentialgleichungen auftritt.

DieH-Matrixarithmetik macht es möglich, auch diese Gleichungen effizient
zu lösen. Damit macht man nicht nur von den weitergehenden Matrix-
operationen und matrixwertigen Funktionen Gebrauch. Entscheidend ist die
Tatsache, dass die Lösung X durch eine H-Matrix XH ersetzt wird. Sei
X ∈ R

I×I mit n = #I. Fasst man die Gleichung

f(X) = 0

als ein System von n2 Gleichung für die n2 Komponenten von X auf,
hätte ein optimales Lösungsverfahren die Komplexität1 O(n2), da dies linear
in der Anzahl der Unbekannten ist (vgl. Anmerkung 1.2.1). Erst wenn
statt X eine H-Matrix XH mit O(n logq n) Daten bestimmt wird, kann ein
Lösungsalgorithmus fast linear in n werden.

1 Wie zum Beispiel das Mehrgitterverfahren [123].

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 14,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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14.1 Ljapunow- und Sylvester-Gleichung

14.1.1 Definition und Lösbarkeit

Die Ljapunow-Gleichung hat die Gestalt

AX +XA� = C, (14.1)

wobei alle Matrizen vom Format R
I×I seien. Die Matrizen A und C sind

gegeben, während X die gesuchte Lösung ist. Offenbar ist dies eine lineare
Gleichung für die n2 Koeffizienten von X, wobei n := #I. Im Falle C = C�

zeigt die Transposition von (14.1), dass auch X� eine Lösung ist. Wenn (14.1)
eindeutig lösbar ist, hat es damit eine symmetrische Lösung X = X�. Die
Frage der eindeutigen Lösbarkeit wird sich aus der Diskussion der allgemei-
neren Sylvester-Gleichung ergeben (vgl. Anmerkung 14.1.2b).

Die Sylvester-Gleichung

AX +XB = C (14.2)

macht keine Symmetrie-Annahmen: A,B,C ∈ R
I×I sind allgemeine, gegebene

Matrizen, während X ∈ R
I×I gesucht ist.

Lemma 14.1.1. Die Sylvester-Gleichung (14.2) hat genau dann für alle
C ∈ R

I×I eine eindeutige Lösung, wenn σ(A) ∩ σ(−B) = ∅ (vgl. (13.1a)).

Beweis. Dass σ(A) ∩ σ(−B) = ∅ notwendig ist, zeigt die nächste Anmerkung
14.1.2a. Die andere Richtung folgt aus dem späteren Lemma 14.1.4.

Anmerkung 14.1.2. a) Sind A,B diagonalisierbar, d.h. A = SΔAS
−1 und

B = TΔBT
−1 mit ΔA = diag{αi : i ∈ I} und ΔB = diag{βi : i ∈ I},

so lässt sich (14.2) transformieren in ΔAY + Y ΔB = C ′ mit Y := S−1XT
und C ′ := S−1CT . Komponentenweise Betrachtung führt auf die Lösung
Yij = C ′

ij/ (αi + βj) . Die Division durch αi + βj ist offenbar genau dann
möglich, wenn σ(A) ∩ σ(−B) = ∅.

b) Die Ljapunow-Gleichung ist der Spezialfall B := A�. Für positiv
definite A ist offenbar σ(A) ∩ σ(−B) = ∅ erfüllt und sichert die Lösbarkeit
von (14.1).

c) Die Eigenwerte von A und B mögen positiven Realteil haben. Dann
kann die Lösung von (14.2) explizit durch

X =
∫ ∞

0

e−tACe−tBdt (14.3)

beschrieben werden.

Beweis zu c). Unter den gemachten Voraussetzungen fallen die Faktoren e−tA

und e−tB für t→∞ exponentiell, sodass das uneigentliche Integral existiert.
Partielle Integration liefert
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AX +XB =
∫ ∞

0

(
Ae−tACe−tB + e−tACe−tBB

)
dt

= −
∫ ∞

0

d
dt

(
e−tACetB

)
dt = − e−tACetB

∣∣∞
0

= C

und damit die gewünschte Gleichung.
Die Darstellung (14.3) liefert bereits eine Lösungsmöglichkeit. Seien eine

Quadraturformel

X ≈
M∑

κ=1

e−tκACe−tκB

und die Approximationen e−tM ≈ TN (F, h) =
N∑

ν=−N

ων(t) (zνI −M)−1 von

e−tM aus §13.2.2.4 mit den t-abhängigen Gewichten ων(t) gegeben. Einsetzen
für M = A und M = B ergibt

X ≈
N∑

ν,μ=−N

(
M∑

κ=1

ων(tκ)ωμ(tκ)

)
(zνI −A)−1

C (zμI −B)−1
.

Da die Approximation für e−tM nur für t ≥ t0 > 0 die gewünschte Genauigkeit
hat, kann die obige Quadratur nur für das Integral

∫∞
t0

eingesetzt werden, für∫ t0
0

sind andere Approximationen (z.B. Taylor-Entwicklungen) einzusetzen.
Die bisherigen Approximationen deuten auf ein interessantes Resultat:

Anmerkung 14.1.3. Wenn die Matrix C den Rang k besitzt, so ist X appro-
ximierbar durch Matrizen vom Rang O(kN2), wobei N logarithmisch von
der Genauigkeit ε abhängt. Damit ist es eine gute Strategie, die Lösung X
der Sylvester-Gleichung (14.2) im globalen Niedrigrangformat zu suchen2 (vgl.
Penzl [117], Grasedyck [51], Baur [5]).

Wenn C komplizierter ist und bereits durch eine H-Matrix dargestellt ist,
bleibt nur die Darstellung von X im H-Format (vgl. [51]).

14.1.2 Andere Lösungsverfahren

Die Dunford-Cauchy-Darstellung aus Lemma 13.1.8 existiert auch für die
Lösung der Sylvester-Gleichung.

Lemma 14.1.4. Für die Matrizen A und B in der Sylvester-Gleichung (14.2)
gelte σ(A) ∩ σ(−B) = ∅. Dann gibt es ein Gebiet Ω ⊂ C, sodass σ(A) ⊂ Ω
und σ(−B) ⊂ C\Ω. Sei C die im mathematisch positiven Sinne durchlaufene
Randkurve von Ω. Dann hat die Lösung der Sylvester-Gleichung die Gestalt

X =
1

2πi

∫

C
(ζI −A)−1

C (ζI +B)−1 dζ. (14.4)

2 Für den Sonderfall A = 0 lautet die Sylvester-Gleichung XB = C und hat die
Lösung X = CB−1. Hier gilt strikt Rang(X) ≤ Rang(C).
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Beweis. Das Integral in (14.4) existiert, da C keine Eigenwerte von A oder −B
enthält. X aus (14.4) wird in die Sylvester-Gleichung (14.2) eingesetzt:

AX +XB

=
1

2πi

∫

C

[
A (ζI −A)−1

C (ζI +B)−1 + (ζI −A)−1
C (ζI +B)−1

B
]
dζ

=
1

2πi

∫

C

[
(A− ζI) (ζI −A)−1

C (ζI +B)−1

+ (ζI −A)−1
C (ζI +B)−1 (B + ζI)

]
dζ

=
1

2πi

∫

C

[
−C (ζI +B)−1 + (ζI −A)−1

C
]
dζ = C.

In Zeile 3 wurde ζ (ζI −A)−1
C (ζI +B)−1 vom ersten Summanden des Inte-

granden abgezogen und zum zweiten addiert. In der vierten Zeile wurde aus-
genutzt, dass

∫
C (ζI +B)−1 dζ = 0, da die Singularitäten außerhalb von Ω

liegen, während umgekehrt 1
2πi

∫
C (ζI −A)−1 dζ = I.

Die Darstellung (14.4) kann wie in §13.2.2.3 zum Nachweis benutzt werden,
dass die Sylvester-Lösung X gut durch eine hierarchische Matrix approximiert
werden kann.

Da die Ljapunow-Gleichung ein Spezialfall der nachfolgend behandelten
Riccati-Gleichung ist, sind die dortigen Verfahren auch hier anwendbar.

Eine Kombination der Niedrigrangapproximationen mit der Mehrgitter-
iteration wird in Grasedyck-Hackbusch [57] beschrieben.

Ähnlich behandelbar wie die Ljapunow-Gleichung ist die Stein-Gleichung

X −AHXA = C

(vgl. Lancaster-Rodman [105, S. 104]).

14.2 Riccati-Gleichung

14.2.1 Definition und Eigenschaften

Die matrixwertige Riccati-Gleichung lautet

AX +XA� −XBX = C. (14.5)

Wieder ist X ∈ R
I×I gesucht, während A,B,C ∈ R

I×I gegeben sind. Für
symmetrische Matrizen B und C erwartet man eine symmetrische Lösung X.
Über die algebraische Riccati-Gleichung gibt die Monographie von Lancaster-
Rodman [105] umfassend Auskunft.

Bei autonomen linear-quadratischen Problemen der optimale Kontrolle
sind Rang(B) die Dimension der Kontrolle und Rang(C) die Zahl der
Beobachtungsfunktionale. Bei entsprechenden Aufgaben ist daher damit zu
rechnen, dass beide Ränge und damit auch
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Rang(C +XBX) ≤ Rang(C) +Rang(B)

relativ klein sind. Wenn daher X eine Lösung von (14.5) ist, so löst sie auch
die Ljapunow-Gleichung

AX +XA� = C ′ mit C ′ := C +XBX.

Nach Anmerkung 14.1.3 ist X unter diesen Umständen gut durch globale
Rang-k-Matrizen approximierbar.

14.2.2 Lösung mittels der Signumfunktion

Da die Riccati-Gleichung nichtlinear ist, kann man das Newton-Verfahren zur
iterativen Lösung in Betracht ziehen. Die pro Iteration zu lösenden linearen
Probleme sind dann Ljapunow-Gleichungen (vgl. Grasedyck et al. [58]).

Hier soll jedoch auf eine Lösungskonstruktion eingegangen werden,
die auf Roberts [121] zurückgeht und die Signumfunktion verwendet.
Die Signumfunktion wurde bereits in Beispiel 13.1.3 für diagonalisierbare
Matrizen definiert. Eine Definition für allgemeine Matrizen ohne Eigenwerte
auf der imaginären Achse lautet wie folgt: M ∈ C

I×I erfülle

*e(λ) = 0 für alle λ ∈ σ(M). (14.6)

Dann ist die matrixwertige Signumfunktion erklärt durch

sign(M) :=
1
πi

∮

C
(ξI −M)−1dξ − I,

wobei die geschlossene Kurve C alle Eigenwerte λ ∈ σ(M) mit *e(λ) > 0
umschließe, während Eigenwerte mit *e(λ) < 0 außerhalb liegen.

Lemma 14.2.1. Sei A eine Matrix mit der Eigenschaft (14.6). Dann konver-
giert die Iteration

A0 := A, Ai+1 :=
1
2
(Ai +A−1

i ) (14.7)

lokal quadratisch gegen die Signumfunktion: limAi = signA.

Quantitative Konvergenzaussagen der Iteration (14.7) werden in [58]
beschrieben und bewiesen.

Das Lösungsverfahren für die Riccati-Gleichung beruht auf der folgenden
Darstellung.

Satz 14.2.2 ([121]). Sei A ∈ R
I×I eine Stabilitätsmatrix, d.h. *e(λ) < 0 für

alle λ ∈ σ(M). Seien B,C ∈ R
I×I positiv semidefinit. Dann erfüllt die positiv

semidefinite Lösung X von (14.5)
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[
N11

N21

]
X = −

[
N12

N22

]
, (14.8)

wobei die Matrizen N11, N12, N21, N22 ∈ R
I×I sich aus

[
N11 N12

N21 N22

]
:= sign

([
A −C
B −A�

])
−
[
I 0
0 I

]

ergeben. Ferner hat
[
N11

N21

]
vollen Rang n.

Das obige Verfahren erlaubt die Berechnung der Nij . Da
[
N11

N21

]
vollen

Rang besitzt, ist die (konsistente) Gleichung (14.8) lösbar. Präzise Angaben
zur praktischen Durchführung finden sich in [58] (vgl. auch [5]).

Die Kombination der H-Matrixtechnik mit der Mehrgitteriteration wird
in Grasedyck [54] beschrieben.

14.3 Newton-artige Verfahren zur Lösung nichtlinearer
Matrixgleichungen

Im Prinzip kann eine allgemeine nichtlineare Gleichung f(X) = O mithilfe des
Newton-Verfahrens oder ähnlich schneller Verfahren iterativ gelöst werden.
Bei der Berechnung der Ableitung f ′ ist aber zu beachten, dass Matrizen hin-
sichtlich der Multiplikation nicht kommutativ sind, sodass f ′ eine komplizierte
lineare Abbildung von X sein kann.

14.3.1 Beispiel der Quadratwurzel einer Matrix

Sei A eine positiv definite Matrix. Gesucht ist die eindeutige positive definite
Lösung X von X2 = A. Anwendung des Newton-Verfahrens auf

f(X) := X2 −A = O

liefert die Iteration Xν−1 �→ Xν := Xν−1 +Δ, wobei Δ Lösung der Ljapunow-
Gleichung

Xν−1Δν +ΔνXν−1 = A−X2
ν−1 (14.9)

ist. Zum Beweis setzt man X = Xν−1+Δ in die Gleichung ein und entwickelt:
f(Xν−1 +Δ) = X2

ν−1 +ΔXν−1 +Xν−1Δ+Δ2−A
!= O. Vernachlässigung von

Δ2 führt zum obigen Resultat. Da im Allgemeinen ΔXν−1 = Xν−1Δ, erhält
man eine Ljapunow-Gleichung als zu lösendes lineares Problem. Die Iteration
verläuft in der Menge der positiv definiten Matrizen, wenn der Startwert X0

geeignet gewählt ist.
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Ein naheliegender Startwert ist X0 := A. Hierfür und für jedes andere
positiv definite und mit A vertauschbare X0 lässt sich nachweisen, dass auch
alle folgenden Iteranden Xν mit A vertauschen. Damit vereinfacht sich (14.9)
zur wesentlich einfacher auswertbaren Iteration

Xν :=
1
2
(Xν−1 +X−1

ν−1A). (14.10)

In diesem Falle verläuft die Iteration in der Mannigfaltigkeit M der mit A
vertauschenden, positiv definiten Matrizen.

Bei der numerischen Umsetzung der obigen Iterationen mittelsH-Matrizen
ist ein wichtiger Unterschied zu beachten. Die Iteration (14.9) ist stabil gegen
hinreichend kleine Störungen von X0 oder von späteren Iteranden Xν , wie
sie aufgrund der H-Matrixarithmetik auftreten. Für die Iteration (14.10) ist
der gleiche Aussage falsch, da Störungen von Xν im Allgemeinen aus der
Mannigfaltigkeit M herausführen. Selbst wenn die Störung von Xν−1 noch
symmetrisch ist (aber Xν−1 /∈M), muss der folgende Iterand Xν nicht mehr
symmetrisch sein.

Eine stabile Variante, die ähnlich einfach wie (14.10) ist, aber nicht in einer
Untermannigfaltigkeit verläuft, ist bei Higham [93] beschrieben. Die Iteration

Y0 := A, Z0 = I, Yν+1 :=
1
2
(Yν + Z−1

ν ), Zν+1 :=
1
2
(Zν + Y −1

ν )

konvergiert quadratisch gegen die Wurzel bzw. deren Inverse: Yν → A1/2 und
Zν → A−1/2.

14.3.2 Einfluss der Kürzung bei Fixpunktiterationen

Das Newton-Verfahren ist ein Beispiel einer Fixpunktiteration

Xν = Φ(Xν−1), ν = 1, 2, . . . . (14.11)

Im Newton-Fall ist (14.11) lokal quadratisch konvergent. Diese Konvergenz-
aussage gilt aber nur bei exakt durchgeführter Arithmetik. Sobald zum
Beispiel die Matrixoperationen mittels der H-Matrixarithmetik angenähert
werden, entstehen Abweichungen. Es stellt sich die Frage, welche Konver-
genzaussagen noch gültig sind. Diese Problematik wird nachfolgend behandelt,
wobei Hackbusch-Khoromskij-Tyrtyshnikov [88] gefolgt wird, wo sich auch die
Beweise der Aussagen finden.

Wir gehen von einer Fixpunktiteration aus, die lokal mit einer Ordnung
α > 1 gegen eine Lösung

lim
ν→∞

Xν = X∗ (14.12)

konvergiere. Die Elemente Xν und X∗ werden in einem normierten Raum V
mit der Norm ‖·‖ betrachtet. Die folgende Aussage beschreibt das Verhalten
bei exakter Arithmetik.
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Lemma 14.3.1 ([88]). Es gebe Konstanten cΦ, εΦ > 0 und α > 1 mit

‖Φ(X)−X∗‖ ≤ cΦ ‖X −X∗‖α für alle X ∈ V mit ‖X −X∗‖ ≤ εΦ.

Man setze ε := min (εΦ, 1/c) und c := α−1
√
cΦ . Dann trifft (14.12) für alle

Startwerte X0 mit ||X0 −X∗|| < ε zu. Ferner gilt die Fehlerabschätzung

‖Xν −X∗‖ ≤ 1
c

(c ‖X0 −X∗‖ )αν

(ν = 0, 1, 2, . . .) .

Nun führen wir die “gerundete Iteration” ein. Dazu sei S ⊂ V die
Untermenge der in einem Datenformat darstellbaren Elemente. Ferner sei
R : V → S der sogenannte Rundungsoperator von V auf S. Im Allgemeinen
ist R nichtlinear. Eine naheliegende Eigenschaft ist, dass exakt darstellbare
Elemente nicht geändert werden:

R(X) = X für alle X ∈ S. (14.13)

Beispiel 14.3.2. a) V = R, S: Menge der Maschinenzahlen, R: Rundung auf
die nächste Maschinenzahl.

b) V = R
I×I , S = R(k, I, I) Rang-k-Matrizen für fixiertes k, R: Rang-

reduktion mittels Singulärwertzerlegung (vgl. Satz 2.4.1).
c) V = R

I×I , S = H(k, P ), P ⊂ T (I×I), R: blockweise wie in b) definiert.

Die “gerundete Iteration” hat die folgendermaßen definierten Iteranden:

Y0 := R(X0), Yν := R(Φ(Yν−1)) (ν = 1, 2, . . .) . (14.14)

Die Aussagen über die Folgen {Yν} unterscheiden sich, je nachdem ob die
Lösung X∗ (exakt) zur Untermenge S gehört oder nicht. Der erste Fall führt
auf den

Satz 14.3.3 ([88]). Sei X∗ ∈ S. Zusätzlich zu den Voraussetzungen von
Lemma 14.3.1 gebe es eine Konstante cR, sodass

‖X −R(X)‖ ≤ cR ‖X −X∗‖ für alle X ∈ V mit ‖X −X∗‖ ≤ εΦ .
(14.15)

Dann existiert δ > 0, sodass die gerundete Iteration (14.14) für jeden Start-
wert Y0 = R(Y0), der ‖Y0 −B‖ < δ erfüllt, in folgender Weise gegen X∗

konvergiert:

‖Yν −X∗‖ ≤ cRΦ ‖Yν−1 −X∗‖α mit cRΦ := (cR + 1)cΦ. (14.16)

Ungleichung (14.15) beschreibt die Quasioptimalität der Rundung R. Für
die optimale Rundung

Ropt(X) := arg min{‖X − Y ‖ : Y ∈ S}

würde (14.15) mit cR = 1 gelten. Aus (14.16) schließt man wie in Lemma
14.3.1 auf ‖Yν −X∗‖ ≤ C−1 (C ‖Y0 −X∗‖)αν

mit entsprechendem C.
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Im Allgemeinen wird die gesuchte Lösung nicht zu S gehören, sie wird
aber in hinreichender Nähe von R(X∗) ∈ S angenommen. Die entsprechende
Ungleichung

‖X∗ −R(X∗)‖ ≤ εRX

ergibt sich als Spezialfall X = X∗ der nachfolgenden Voraussetzung (14.18).
Das Resultat ist von der Gleitkomma-Arithmetik bekannt: Zunächst verhält
sich die Iteration wie bei exakter Arithmetik. Wenn sich der Approximations-
fehler aber der Maschinengenauigkeit nähert, stagniert die Iteration. Der
folgende Satz präzisiert diese Aussage.

Satz 14.3.4 ([88]). Die Größe εRX sei hinreichend klein:

εRX <
η

2
mit η := min

{
εΦ, 1/ α−1

√
2cRΦ

}
, (14.17)

wobei εΦ die betrachtete Umgebung von X∗ charakterisiert (vgl. (14.18)) und
cRΦ aus (14.16) stammt. Zusätzlich zu den Voraussetzungen von Lemma
14.3.1 gelte

‖X −R(X)‖ ≤ cR ‖X −X∗‖+ εRX für alle X ∈ V mit ‖X −X∗‖ ≤ εΦ.
(14.18)

Der Startwert erfülle ‖Y0 −X∗‖ < η, und die Iteranden Yν seien mittels der
gerundeten Iteration (14.14) erklärt. Sei m das minimale ν ∈ N mit

‖Yν−1 −X∗‖α ≤ εRX

cRΦ
. (14.19)

Dann fallen die Fehler ‖Yν −X∗‖ strikt monoton für 1 ≤ ν < m, während die
Iteranden für ν ≥ m in einer 2εRX-Umgebung der exakten Lösung stagnieren:

‖Yν −X∗‖ ≤
{

2cRΦ ‖Yν−1 −X∗‖α für ν ≤ m− 1,
2εRX für ν ≥ m.

(14.20)

Die Voraussetzung α > 1 schließt Fixpunktiterationen mit linearer Kon-
vergenz aus. Verallgemeinerungen auf α = 1 sind möglich, wenn cΦ < 1 so
klein ist, dass noch cRΦ = (cR + 1)cΦ < 1 gilt.

Die Ungleichung (14.15) ergibt sich im Wesentlichen aus der Lipschitz-
Stetigkeit des Rundungsoperators R.

Anmerkung 14.3.5 ([88]). Sei R Lipschitz-stetig bei X∗ ∈ S. Dann folgt
(14.15) aus (14.13). Insbesondere sind alle beschränkten linearen Operatoren
Lipschitz-stetig.

Die Rundungsoperatoren aus Beispiel 14.3.2b,c erfüllen die Lipschitz-
Abschätzung mit cLip = 1.
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Tensorprodukte

Tensoren sind wie voll besetzte Matrizen mathematische Objekte mit einer
derartig großen Datenmenge, sodass naive Darstellungsweisen scheitern.
Datenschwache Darstellungen bzw. Approximationen sind ein aktuelles For-
schungsthema, das aber über den Rahmen dieser Monographie hinausgeht.
Hier stehen die Techniken im Vordergrund, bei denen hierarchische Matrizen
eine Rolle spielen.

Zunächst wird in §15.1 der Tensor-Vektorraum am endlichdimensionalen
Beispiel V = R

I1 ⊗ · · · ⊗ R
Id eingeführt. In einem nächsten Schritt gelangt

man zu einer weiteren Tensorstruktur, dem Kronecker-Produkt von Matrizen
(vgl. §15.3). Auf die besonderen Unterschiede zwischen Tensoren der Stufe
d = 2 (Matrizen) und d > 2 wird in §15.4 und §15.5 eingegangen.

Die eigentliche Aufgabe ist die datenschwache Darstellung von Tensoren.
Hierzu wird in §15.2.1 die k-Term-Darstellung eingeführt. Für Kronecker-
Produkte lassen sich die k-Term-Darstellungsweise und das Format der
hierarchischen Matrizen zur HKT-Darstellung verbinden (vgl. §15.3.3).

Anwendungen zur HKT-Darstellung finden sich in §15.4.4.2 (d = 2) und
§15.5.2 für den Fall d > 2.

15.1 Tensor-Vektorraum

15.1.1 Notationen

Seien V i (1 ≤ i ≤ d) Vektorräume, wobei d ≥ 1. Zur allgemeinen Definition
des Tensor-Vektorraumes1

V := V 1 ⊗ V 2 ⊗ · · · ⊗ V d

1 Im Folgenden werden Tensoren, Tensorräume usw. durch fette Buchstaben
gekennzeichnet. Der obere Index wie in V i nummeriert die Faktoren. Falls der
obere Index mit einem Exponenten verwechselt werden kann, wird auch die
geklammerte Schreibweise (i) verwendet.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9 15,
c© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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sei zum Beispiel auf Greub [64] verwiesen. Ein Standardbeispiel für V i sind
die Vektorräume V i = R

Ii mit Indexmengen Ii (1 ≤ i ≤ d). Dann wird der
Tensorraum V = R

I1 ⊗ · · · ⊗ R
Id =

⊗d
i=1 V

i mit dem isomorphen Raum R
I

identifiziert (in Zeichen: R
I1 ⊗ · · · ⊗ R

Id ∼= R
I), wobei

I = I1 × . . .× Id

das Mengenprodukt der Indexmengen ist. Die zusätzliche Eigenschaft von V
ist die Möglichkeit, Tensorprodukte v1 ⊗ · · · ⊗ vd von Vektoren vi ∈ V i zu
bilden. Dabei ist v = v1 ⊗ · · · ⊗ vd =

⊗d
i=1 v

i ∈ R
I der Vektor mit den

Komponenten

vm =
∏d

i=1
vi

mi
∈ R für m = (m1, . . . ,md) ∈ I.

Offenbar ist das Produkt multilinear in allen Faktoren:

v1 ⊗ · · · ⊗
(
αvi + βwi

)
⊗ · · · ⊗ vd

= α
(
v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vd

)
+ β

(
v1 ⊗ · · · ⊗ wi ⊗ · · · ⊗ vd

)
.

Wegen #I =
∏d

i=1 #Ii gilt dimV =
∏d

i=1 dimV i. Diese Dimensionsformel
macht deutlich, dass man hochdimensionale Vektorräume mit Hilfe von nieder-
dimensionalen beschreiben kann. Man beachte aber, dass ein allgemeiner
Vektor v ∈ V im Allgemeinen nicht als ein Produkt v1 ⊗ · · · ⊗ vd ge-
schrieben werden kann. Die Darstellung durch eine Summe (von höchstens
dimV/maxi dimVi) Tensorprodukten ist aber stets möglich, da definitions-
gemäß

V = span{v1 ⊗ · · · ⊗ vd : vi ∈ V i}. (15.1)

Wenn ein v ∈ V als Summe von einfachen Tensorprodukten formuliert
wird, kann man nach der kleinsten Zahl der Summanden fragen. Dies führt
auf die folgende Definition.

Definition 15.1.1 (Tensorrang). Der Tensorrang von v ∈ V ist die Zahl 2

Tensorrang(v) := min

{
k ∈ N0 : v =

k∑

ν=1

⊗d

i=1
vi,ν , vi,ν ∈ V i

}
.

Die Verwendung des Wortes “Rang” in Anlehnung an den Matrixrang ist
gerechtfertigt, wie sich in Anmerkung 15.4.1a zeigen wird.

2 Für k = 0 wird die Konvention der leeren Summe verwendet, d.h. das Nullelement
v = 0 hat den Tensorrang 0.
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15.1.2 Hilbert-Raum-Struktur

Seien V i Hilbert-Räume mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉V i und der zugehörigen
Norm ‖·‖V i . Das induzierte Skalarprodukt in V =

⊗d
i=1 V

i ist für zwei ein-
fache Tensorprodukte mittels

〈
v1 ⊗ · · · ⊗ vd, w1 ⊗ · · · ⊗ wd

〉
:=

∏d

i=1

〈
vi, wi

〉
V i (15.2a)

definiert und kann linear auf ganz V fortgesetzt werden. Die Norm auf V ist
durch ‖v‖ =

√
〈v, v〉 erklärt. Insbesondere gilt

∥∥v1 ⊗ · · · ⊗ vd
∥∥ =

∏d

i=1

∥∥vi
∥∥

V i . (15.2b)

Im Falle von V i = R
Ii ist das Euklidische Skalarprodukt die Standard-

wahl und wird als 〈·, ·〉 notiert. Analog sei ‖·‖ für die Euklidische Norm in R
Ii

geschrieben. Die oben definierten Größen werden im Folgenden als das Eukli-
dische Skalarprodukt in R

I1⊗· · ·⊗R
Id bzw. die Euklidische Norm bezeichnet.

15.1.3 Datenkomplexität

Wie bei Vektoren und Matrizen spricht man auch hier von der vollen Dar-
stellung eines Tensors v ∈ V, wenn alle Komponenten vm, m ∈ I =
I1 × . . .× Id , abgespeichert werden. Da wir von einer sehr großen Dimen-
sion #I ausgehen, ist die volle Darstellung im Allgemeinen nicht realisierbar.

Der Grund für die Größe von #I kann ein vielfältiger sein. Sei zur Verein-
fachung #Ii = n für alle i angenommen. #I = nd ist groß, wenn (a) d klein
(1 ≤ d ≤ 3) und n groß oder (b) n ≥ 2 und d groß oder (c) n und d groß sind.
Insbesondere der Fall großer Werte von d ist gefürchtet, da #I exponentiell
mit d wächst (sogenannter “Fluch der Dimension”).

Hieraus ergibt sich die Aufgabe, Tensoren v günstiger darzustellen. Da dies
im Allgemeinen nicht exakt möglich ist, sind datenschwache Approximationen
gefordert. Insbesondere ist für höhere d darauf zu achten, dass der Speicher-
bzw. Rechenaufwand nicht mehr exponentiell mit d wächst. Optimal wären
Approximationen mit Kosten O(d · n) (statt nd). Einige Resultate führen auf
O(d · n · logd(n)), was zwar immer noch exponentiell in d wächst, aber für
moderate d akzeptabel ist.

15.2 Approximation im Tensorraum

15.2.1 k-Term-Darstellung

Aufgrund von (15.1) wissen wir, dass jedes v ∈ V als Summe von Tensor-
produkten geschrieben werden kann. Es wird im Folgenden eine Darstellung
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(und später eine Approximation) der Form3

v :=
k∑

ν=1

v1,ν ⊗ · · · ⊗ vd,ν (15.3)

mit geeigneten Vektoren vi,ν ∈ V i (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ ν ≤ k) gesucht. Die rechte
Seite definiert die Menge

Tk :=

{
k∑

ν=1

⊗d

i=1
vi,ν : vi,ν ∈ V i, 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ ν ≤ k)

}
⊂ V. (15.4)

Eine andere Charakterisierung von Tk ist {v ∈ V : Tensorrang(v) ≤ k} . Die
Notation Tk entspricht R(k) für Matrizen M mit Rang(M) ≤ k.

Anmerkung 15.2.1. a) Der Speicherbedarf für v ∈ Tk beträgt k ·
d∑

i=1

dimV i,

da alle vi,ν ∈ V i (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ ν ≤ k) zu speichern sind.
b) Seien v =

∑kv

ν=1

⊗d
i=1 v

i,ν und w =
∑kw

ν=1

⊗d
i=1 w

i,ν . Die Berechnung
des Skalarproduktes 〈v,w〉 (vgl. (15.2a)) kostet 2kvkw

∑d
i=1 dimV i Opera-

tionen.

Bei der letzten Aussage ist beachtenswert, dass die Dimension d nur linear
eingeht. Das Skalarprodukt wird insbesondere für die Berechnung der Norm
benötigt.

15.2.2 k-Term-Approximation

Die Approximationsaufgabe lautet daher:

Gegeben v ∈ V und k ∈ N0,
suche u ∈ Tk, sodass ‖v − u‖ möglichst klein wird. (15.5)

Die Norm wird im Allgemeinen die Euklidische Norm sein. Das Infimum4 aller
Fehlernormen sei ε(k). Wegen der in der Fußnote angedeuteten Schwierig-
keiten, empfiehlt es sich, die Approximationsaufgabe zu modifizieren (vgl.
Folgerung 15.5.2).

Eine Variante, bei der sich die Rollen von k und ε(k) umgekehren, lautet:

Gegeben v ∈ V und ε > 0,
suche u ∈ Tk mit ‖v − u‖ ≤ ε für minimales k. (15.6)

3 In einigen Anwendungsbereichen wird die Darstellung (15.3) auch kanonische
Darstellung genannt und mit der abschreckenden Bezeichnung CANDECOMP/
PARAFAC oder kürzer CP belegt (vgl. [91]).

4 Wie Beispiel 15.5.1 zeigen wird, braucht kein Minimum zu existieren.
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15.2.3 Darstellung mit Tensorprodukten von Unterräumen

In der vorigen Approximation ist Tk eine Untermenge von V, aber kein
Unterraum. Der Vollständigkeit halber sei eine alternative Darstellungsweise
erwähnt, die Tensorprodukte von Unterräumen verwendet.

Seien U i ⊂ V i (1 ≤ i ≤ d) Unterräume, die entweder a priori gegeben
sind oder selbst in optimaler Form gesucht werden. Die U i bilden das Unter-
raumprodukt

U :=
⊗d

i=1
U i := span

{⊗d

i=1
ui : ui ∈ U i

}
. (15.7)

U ist Unterraum von V mit dimU =
∏d

i=1 dimU i.
Für konkrete Darstellungen werden Basen

{
ui,ν : 1 ≤ ν ≤ dimU i

}
von U i

benötigt. Jeder Vektor u ∈ U hat eine eindeutige Darstellung5

u =
∑

m=(m1,...,md)∈J
am u1,m1 ⊗ · · · ⊗ ud,m2 (15.8)

mit J := J1 × . . . × Jd, Ji := {1, 2, . . . ,dimUi} ⊂ N, da die u1,ν ⊗ · · · ⊗ ud,ν

eine Basis in U bilden. Die Koeffizienten am bilden selbst wieder einen Tensor

a := (am)m∈J ∈ R
J

des Tensorraumes R
J1 ⊗ · · · ⊗ R

Jd ∼= R
J = R

J1×...×Jd .

Anmerkung 15.2.2. a) Der Speicherbedarf für die Charakterisierung von U
beträgt

∑d
i=1 dimU i · dimV i (Zahl der Komponenten aller ui,ν).

b) Der Speicherbedarf für den Tensor a := (am)m∈J ist
∏d

i=1 dimU i.
c) Wie in §8.1 gilt: Werden mehrere Tensoren im gleichen Unterraum U

behandelt, tritt der Speicherbedarf aus a) nur einmal auf, während der aus b)
für jeden Tensor benötigt wird.

15.3 Kronecker-Produkte von Matrizen

15.3.1 Definitionen

Zu zwei Tensorräumen V =
⊗d

i=1 V
i und W =

⊗d
i=1 W

i seien d lineare
Abbildungen6 M (i) : V i →W i (1 ≤ i ≤ d) gegeben. Die Vorschrift

v1 ⊗ · · · ⊗ vd ∈ V �→ M (1)v1 ⊗ · · · ⊗M (d)vd ∈ W

definiert eine lineare Abbildung zwischen V und W, die als
5 (15.8) wird auch Tucker-Darstellung genannt (cf. [130]) und mit dem (vektor-

wertigen) Rang
(
dim V 1, . . . , dim V d

)
verbunden.

6 Zur Notation beachte man die Fußnote 1 auf Seite 339.
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M = M (1) ⊗ · · · ⊗M (d) =
⊗d

i=1
M (i)

notiert wird. Die Operation ⊗ bezeichnet wieder das Tensorprodukt, diesmal
aber im Tensorraum

⊗d
i=1 L(V i,W i), wobei L(V i,W i) den Vektorraum der

linearen Abbildungen von V i nach W i bezeichnet (vgl. §C.3)
Für V i = R

Ii und W i = R
Ji identifizieren wir Abbildungen M (i) : V i →

W i mit Matrizen M (i) ∈ R
Ii×Ji . M = M (1) ⊗ · · · ⊗M (d) ist dann eine

Matrix aus R
I×J mit I = I1 × . . . × Id und J = J1 × . . . × Jd. Das Pro-

dukt M = M (1) ⊗ · · · ⊗M (d) wird als Kronecker7-Produkt bezeichnet und
hat die komponentenweise Darstellung

M(i1,...,id),(j1,...,jd) :=
∏d

ν=1
M

(ν)
iν ,jν

.

Im Falle von zwei Faktoren (d = 2) und einer lexikographischen Anordnung
der Indizes (i1, i2) ∈ I = I1 × I2 mit I1 = {1, . . . , n1}, I2 = {1, . . . , n2},
J1 = {1, . . . ,m1} und J2 = {1, . . . ,m2} gilt die Blockdarstellung

A⊗B =

⎡

⎢⎢⎢⎣

a11B a12B . . . a1,m1B
a21B a22B . . . a2,m1B

...
...

. . .
...

an1,1B an1,2B . . . an1,m1B

⎤

⎥⎥⎥⎦ für A ∈ R
I1×J1 , B ∈ R

I2×J2 .

Ersetzt man die Indexmengen durch ihre Kardinalität, so führen Faktoren
A ∈ R

n1×m1 , B ∈ R
n2×m2 zum Kronecker-Produkt A⊗B in R

n1n2×m1m2 .
Die folgende Übung fasst die Rechenregeln für Kronecker-Matrixprodukte

zusammen.

Übung 15.3.1. Man überprüfe die Multilinearität

M (1) ⊗ · · · ⊗
(
αM

(i)
I + βM

(i)
II

)
⊗ · · · ⊗M (d)

= α
(
M (1) ⊗ · · · ⊗M

(i)
I ⊗ · · · ⊗M (d)

)
(15.9a)

+ β
(
M (1) ⊗ · · · ⊗M

(i)
II ⊗ · · · ⊗M (d)

)
(α, β ∈ R)

sowie die Algebra-Eigenschaften
(
A(1)⊗ · · · ⊗A(d)

)
·
(
B(1)⊗ · · · ⊗B(d)

)
=
(
A(1) ·B(1)

)
⊗ · · · ⊗

(
A(d) ·B(d)

)
,

(15.9b)

I ⊗ · · · ⊗ I = I, M (1) ⊗ · · · ⊗O ⊗ · · · ⊗M (d) = O, (15.9c)

wobei I, I und O, O die Einheits- bzw. Nullmatrizen der jeweiligen Dimension
sind und “ ·” die übliche Matrixmultiplikation bezeichnet.
7 Leopold Kronecker, geboren am 7. Dez. 1823 in Liegnitz (Preussen, jetzt Legnica,

Polen), gestorben am 29. Dezember 1891 in Berlin.
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Übung 15.3.2. In Analogie zu (15.2b) beweise man für M =
⊗d

i=1 M
(i) die

Spektralnorm ‖M‖2 =
∏d

i=1 ‖M (i)‖2.

Die Interpretation von Kronecker-Produkten als Tensorprodukt im
Tensorraum L(V,W) =

⊗d
i=1 L(V i,W i) beweist die folgende Anmerkung.

Anmerkung 15.3.3 (Kronecker-Rang). Jede Abbildung M von V = R
I nach

W = R
J mit I = I1×. . .× Id und J = J1 × . . . × Jd kann als Summe

M =
∑k

ν=1

⊗d
i=1 M

(i,ν) von Kronecker-Produkten geschrieben werden. Die
minimale Zahl k der Summanden ist der Tensorrang(M) im Tensorraum⊗d

i=1 L(V i,W i) (vgl. Definition 15.1.1) und wird hier als Kronecker-Rang
bezeichnet.

Man beachte, dass der Kronecker-Rang einer Matrix etwas völlig anderes
als der übliche Matrixrang ist, z.B. hat die Identität I = I ⊗ · · · ⊗ I den
Kronecker-Rang 1, aber vollen Matrixrang.

15.3.2 Anwendung auf die Exponentialfunktion

Für eine spätere Anwendung halten wir die folgenden Eigenschaften fest.

Lemma 15.3.4. a) In A =
⊗d

i=1 A
(i) und B =

⊗d
i=1 B

(i) gelte die Ver-
tauschbarkeit A(i)B(i) = B(i)A(i) für alle 1 ≤ i ≤ d. Dann sind auch A und
B vertauschbar: AB = BA.

b) Die Matrizen Mi (1 ≤ i ≤ d) seien die Kronecker-Produkte

Mi = I ⊗ · · · ⊗M (i) ⊗ · · · ⊗ I.

Dann sind die Matrizen Mi vertauschbar, und die Matrix-Exponentialfunktion
erfüllt für alle t ∈ C

exp (tMi) = I ⊗ · · · ⊗ exp
(
tM (i)

)
⊗ · · · ⊗ I, (15.10a)

exp
(
t
∑d

i=1
Mi

)
=
∏d

i=1
exp (tMi) =

⊗d

i=1
exp

(
tM (i)

)
, (15.10b)

wobei
∏d

i=1 das übliche Matrixprodukt ist.

Beweis. a) (15.9b) zeigt AB =
⊗d

i=1

(
A(i) ·B(i)

)
=
⊗d

i=1

(
B(i) ·A(i)

)
= BA.

b) Da M (i) mit I und sich selbst vertauschbar ist, trifft die Voraussetzung
von Teil a) zu und beweist MiMj = MjMi.

Für ein allgemeines Produkt M = M (1) ⊗ · · · ⊗M (d) folgt mit (15.9b),
dass exp(M) =

∑∞
ν=0

1
ν!M

ν =
∑∞

ν=0
1
ν!

⊗d
j=1

(
M (j)

)ν
. Für das spezielle

M = tMi = I ⊗ · · · ⊗
(
tM (i)

)
⊗ · · · ⊗ I ist

Mν = Iν ⊗ · · · ⊗
(
tM (j)

)ν

⊗ · · · ⊗ Iν = I ⊗ · · · ⊗
(
tM (j)

)ν

⊗ · · · ⊗ I.
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Die Regel (15.9a) zeigt
∑∞

ν=0
1
ν!M

ν = I ⊗ · · · ⊗
∑∞

ν=0
1
ν!

(
tM (j)

)ν ⊗ · · · ⊗ I,
sodass (15.10a) bewiesen ist.

Da die Mi vertauschbar sind, erlaubt Übung 13.2.5 die Aussage
exp

(
t
∑d

i=1 Mi

)
=

∏d
i=1 exp (tMi), wobei die Reihenfolge der Produkt-

bildung irrelevant ist. Mit der Darstellung (15.10a) für jeden Faktor gelangt
man zur letzten Gleichheit in (15.10b).

15.3.3 Hierarchische Kronecker-Tensorproduktdarstellung

M hat eine hierarchische Kronecker-Tensorproduktdarstellung (abgekürzt
HKT-Darstellung) mit k Termen liegt vor, falls

M =
∑k

ν=1

⊗d

i=1
M (i)

ν mit hierarchischen Matrizen M (i)
ν

(vgl. Hackbusch-Khoromskij-Tyrtyshnikov [87], Hackbusch-Khoromskij [82,
83]). Geht man vom Speicherbedarf O(n log∗ n) für Aν , Bν aus, so lauten die
Kosten für die Matrixvektormultiplikation wie folgt. Im obigen Fall a) war
Vν = Aν UB

�
ν auszurechnen. Z := AνU enthält n einfache Matrixvektor-

multiplikationen: Kosten = O(n2 log∗ n). Der gleiche Aufwand entsteht bei
Vν = ZB�

ν . Damit ergibt sich O(kn2 log∗ n). Im Falle b) beträgt der Aufwand
O(k�n log∗ n).

Die entscheidende Frage im Zusammenhang mit der HKT-Darstellung ist,
ob sich die Faktoren Aν , Bν in Mk =

∑k
ν=1 Aν ⊗Bν gut durch hierarchische

Matrizen approximieren lassen. Das nachfolgende Beispiel bezieht sich auf
eine Matrix, die einen Integraloperator diskretisiert. Ein zweites Beispiel in
§15.5.2 wird die Inverse eines diskreten Differentialoperators untersuchen.

15.4 Der Fall d = 2

Bei der Behandlung von Tensoren gibt es entscheidende Unterschiede zwischen
d = 2 und d > 2. Für d = 2 lassen sich Bestapproximationen durch Sin-
gulärwertzerlegung beschreiben. Für d > 2 ändern sich die mathematischen
Eigenschaften, insbesondere steht die Singulärwertzerlegung nicht mehr zur
Verfügung.

15.4.1 Tensoren

Seien V 1 = R
I1 und V 2 = R

I2 . Der Tensorraum V 1 ⊗ V 2 ist isomorph zum
Vektorraum der Matrizen in R

I1×I2 . Der Isomorphismus Φ : R
I1 ⊗ R

I2 →
R

I1×I2 wird beschrieben durch

Φ : v = (vα)α∈I1×I2
∈R

I1⊗R
I2 �→M = (Mi,j)i∈I1,j∈I2

∈R
I1×I2 ,

wobei v(i,j) = Mi,j . (15.11)
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Insbesondere wird ein einfaches Produkt a⊗ b in die Rang-1-Matrix ab� ab-
gebildet. Trotz der Isomorphie gibt es Unterschiede zwischen einem Vektor
v und einer Matrix M . Letztere ist nicht nur Element eines Vektorraumes,
sondern auch einer Algebra (zusätzliche Matrixmultiplikation). Die Isomor-
phie Φ−1 erlaubt nun im Spezialfall d = 2, alle Aussagen über Matrizen auf
Tensoren zu übertragen.

Die Abbildung Φ−1 wird auch mit v = vec(M) beschrieben (vgl. [105]).

Anmerkung 15.4.1. Dem Tensor u sei die Matrix M = Φ(u) zugeordnet,
d.h. u = M im Sinne der Identifizierung. a) Dann gilt Tensorrang(u) =
Rang(M), wobei “Rang” der übliche Matrixrang ist.
b) Bei der Verwendung von Normen gilt die Isometrie

‖u‖ = ‖M‖F (15.12)

(links: Euklidische Norm, rechts: Frobenius-Norm).

Die zuvor definierten k-Term- und Tensor-Unterraum-Darstellungen
stellen sich als äquivalent heraus.

Anmerkung 15.4.2. a) Zu jedem Tensor u ∈ V mit Tensorrang(u) = k
(⇒ u ∈ Tk in k-Term-Darstellung repräsentierbar) gibt es einen Tensor-
Unterraum U = U1 ⊗ U2 mit dimU i = k, sodass u ∈ U (d.h. u besitzt
die Tensor-Unterraum-Darstellung (15.8)). Die Unterräume U1 und U2 sind
die kleinsten Unterräume mit u ∈ U1 ⊗ U2 und lassen sich einfach mit Hilfe
der zugeordneten Matrix M = Φ(u) beschreiben:

U1 = Bild(M), U2 = Bild(M�). (15.13)

b) Zu jedem u ∈ U = U1 ⊗ U2 gibt es eine k-Term-Darstellung

k∑

ν=1

aν ⊗ bν mit k := Tensorrang(u) = min{dimU1,dimU2}

und Orthogonalsystemen
{
a1, . . . , ak

}
und

{
b1, . . . , bk

}
.

c) Zum Zwecke der Approximation kann M = Φ(u) mittels Singulär-
wertzerlegung optimal durch Mk ∈ R(k) mit ‖M −Mk‖F ≤ ε ersetzt werden.
Dann ist uk := Φ−1(Mk) ∈ Tk die Approximation kleinsten Tensorranges k,
die ‖u− uk‖ ≤ ε erfüllt.

Beweis. a) Wären die Vektoren aν in u =
∑k

ν=1 a
ν ⊗ bν linear abhängig, ließe

sich eine (k − 1)-Term-Darstellung finden. Also hat U1 = span{a1, . . . , ak}
die Dimension k.

b) Man wende die komprimierte Singulärwertzerlegung (2.5a) auf M =
Φ(u) an.

c) Teil c) folgt aus der Isometrie (15.12).
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15.4.2 Kronecker-Matrixprodukte

Offenbar ist es günstig, eine hochdimensionale Matrix (z.B. in R
(n1n2)×(m1m2))

mit Hilfe niederdimensionaler Faktoren aus R
nν×mν auszudrücken. Man

möchte eine Darstellung oder Approximation von M durch

Mk =
∑k

ν=1
Aν ⊗Bν (15.14)

mit nicht zu großem k erreichen. Gemäß Anmerkung 15.3.3 ist die kleinst-
mögliche Anzahl der Summanden durch den Kronecker-Rang beschrieben.
Die sich daraus ergebende Aufgabe lautet wie folgt.

Seien I = I1 × I2, J = J1 × J2 und M ∈ R
I×J gegeben. Man suche für

k ∈ N0 eine Approximation

M = Mk + Rk mit (15.15)

Mk =
∑k

ν=1
Aν ⊗Bν , Aν ∈ R

I1×J1 , Bν ∈ R
I2×J2 ,

wobei der Rest Rk möglichst klein sein soll. Wenn in einer geeigneten Norm
‖Rk‖ ≤ ε gewünscht ist, wird der kleinstmögliche Kronecker-Rang mit k(ε)
bezeichnet.

Abb. 15.1. Tensorgitter mit
Indexmengen der Gestalt I =
I1 × I2

Produktmengen I = I1 × I2 treten beispiels-
weise bei Vektoren auf, deren Komponenten
auf einem “Tensorgitter” definiert sind. Wie
man der Abbildung 15.1 entnimmt, braucht das
Gitter nicht regelmäßig zu sein.

I = I1 × I2 ist das gleiche Indexmengen-
produkt, dass für Matrizen auftritt, die Ab-
bildungen von R

I2 nach R
I1 beschreiben. Dies führt zum Isomorphismus

Φ : R
I1 ⊗ R

I2 → R
I1×I2 aus (15.11).

Φ beschreibt die Isomorphie zwischen dem Tensor a ⊗ b und der Rang-1-
Matrix ab�. Eine analoge Isomorphie besteht auf einer höherdimensionalen
Ebene zwischen A⊗B und ab� mit geeignet definierten Vektoren a,b. Dazu
gehen wir von den Indexmengen

I = I1 × I2, J = J1 × J2

aus und definieren zusätzlich die Paarmengen

K := I1 × J1, L := I2 × J2.

Die folgende Abbildung Ψ stellt eine Verbindung zwischen verschiedenen
Matrizenräumen dar:

Ψ : R
I×J → R

K×L, wobei M̂ = Ψ(M) mit Komponenten (15.16)

M̂(i1, j1) , (i2, j2) = M(i1, i2) , (j1, j2)

(
i = (i1, i2) ∈ I,
j = (j1, j2) ∈ J

)
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(man beachte die unterschiedliche Anordnung der Indizes j1 und i2!).
Die Abbildung Ψ ist offenbar bijektiv und linear (d.h. Ψ(αM + βN) =
αΨ(M) + βΨ(N) ), damit ist Ψ ein Isomorphismus.

Lemma 15.4.3. a) Sei M = A⊗B ∈ R
I×J . Dann gilt

Ψ(M) = ab� für a := Φ−1(A) ∈ R
K , b := Φ−1(B) ∈ R

L,

wobei Φ der Isomorphismus aus (15.11) ist.
b) Ψ ist isometrisch bezüglich der Frobenius-Norm: ‖Ψ(M)‖F = ‖M‖F .

Beweis. a) Im Falle von M = A ⊗ B gilt M(i1,i2),(j1,j2) = Ai1,i2Bj1,j2 .

Daher hat M̂ = Ψ(M) die Komponenten M̂(i1,j1),(i2,j2) = Ai1,i2Bj1,j2 =
a(i1,i2)b(j1,j2), d.h. M̂α,β = aαbβ für α ∈ K und β ∈ L. Dies zeigt M̂ = ab�.

b) Da die Matrizen M und M̂ die gleichen Einträge besitzen (nur anders
angeordnet), stimmen ihre Frobenius-Normen überein.

Damit lässt sich die k-Term-Approximation von M auf die Frage nach
Rang-k-Approximationen zurückführen:

Satz 15.4.4. Eine Approximation von M ∈ R
I×J durch Mk =

∑k
ν=1 Aν⊗Bν

ist genau dann durchführbar, wenn M̂ = Ψ(M) durch eine Rang-k-Matrix
M̂k =

∑k
ν=1 aνb�

ν approximierbar ist. Die Faktoren sind Aν = Φ(aν) und
Bν = Φ(bν). Die Fehler sind identisch: ‖M−Mk‖F = ‖M̂− M̂k‖F.

Beweis. Offenbar ist Ψ(Mk) = M̂k mit aν := Φ−1(Aν), bν := Φ−1(Bν). Die
Isometrie zeigt die Übereinstimmung der Frobenius-Normen von M−Mk und
M̂− M̂k.

Damit ist die Approximation von M durch Mk mit Kronecker-Rang k
(vgl. (15.15)) prinzipiell berechenbar: Man wende die Singulärwertzerlegung
oder die Kreuzapproximation (vgl. §9.4) auf M̂ = Ψ(M) an. Zu gegebener
Genauigkeit ε oder zu gegebenem Rang k erhält man M̂k =

∑k
ν=1 aνb�

ν . Über
Aν = Φ(aν) und Bν = Φ(bν) ergibt sich die gewünschte Lösung Mk. Ersetzt
man die Singulärwertzerlegung von M̂ durch approximative Methoden, erhält
man Mk mit schwächeren Genauigkeitsaussagen.

15.4.3 Komplexitätsbetrachtungen

Wie in (15.15) sei eine Matrix M ∈ R
I×J durch Mk =

∑k
ν=1 Aν ⊗Bν appro-

ximiert. Zunächst gehen wir davon aus, dass die Matrizen Aν ∈ R
I1×J1 und

Bν ∈ R
I2×J2 als volle Matrizen dargestellt sind. Dann lautet der Speicher-

bedarf für Mk

k · (#I1 ·#J1 + #I2 ·#J2) ,

was immerhin eine wesentliche Verbesserung gegenüber dem Speicheraufwand
#I1 ·#J1 ·#I2 ·#J2 für M darstellt. Für den Spezialfall #I1 = #I2 = #J1 =
#J2 = n lauten diese Zahlen 2kn2 bzw. n4.

Für die Matrix-Vektor-Multiplikation Mu von M ∈ R
I×J mit u ∈ R

J sind
zwei verschiedene Fälle zu untersuchen:
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a) u ∈ R
J ist ein allgemeiner Tensor,

b) u =
∑�

ν=1 u
1,ν ⊗ u2,ν ist in Tensorproduktform mittels u1,ν ∈ R

J1 und
u2,ν ∈ R

J2 gegeben.

Fall a). Bei der Verwendung der vollen Matrix M kostet die Berechnung
von v := Mu ∈ R

I im Wesentlichen 2#I1 · #J1 · #I2 · #J2

(
= 2n4

)
Opera-

tionen.
Im Falle von M =

∑k
ν=1 Aν ⊗ Bν sei zuerst das Produkt v := (A⊗B)u

(Indizes ν weggelassen) untersucht. Die komponentenweise Darstellung ist

v(i1,i2) =
∑

j1,j2

Ai1,j1Bi2,j2u(j1,j2).

Die Verwendung der zugeordneten Matrizen V := Φ(v), U := Φ(u) führt zu
V = AUB�, d.h. es sind zwei volle Matrixmultiplikationen durchzuführen
(Kosten: 2#I1 · #J1 · #J2 + 2#J1 · #J2 · #I2(= 4n3)). Für M tritt dieser
Aufwand k-fach auf: 2k ·#J1 ·#J2 · (#I1 + #I2) . Die Multiplikationskosten
O(n3) sind somit eine Ordnung größer als die Speicherkosten O(n2).

Fall b). Wegen (Aν ⊗Bν)u =
∑�

ν=1 Aνu
1,ν ⊗Bνu

2,ν treten nur Matrix-
vektormultiplikationen mit den kleineren Faktoren Aν , Bν auf. Der Aufwand
beträgt 2k� (#I1 ·#J1 + #I2 ·#J2) und entspricht bis auf den Faktor 2� den
Speicherkosten.

15.4.4 HKT-Darstellung

15.4.4.1 Komplexität

Im eben diskutierten Fall b sind die Speicher- und Matrixvektormultiplika-
tionskosten quadratisch, da die Aν und Bν als volle Matrizen vorausgesetzt
sind. Die HKT-Darstellung aus §15.3.3 führt zu einer deutlichen Verbesserung.

Anmerkung 15.4.5. M =
∑k

ν=1 Aν ⊗ Bν ∈ R(I1×I2)×(J1×J2) sei eine HKT-
Darstellung mit hierarchischen Matrizen Aν und Bν . Entsprechend lautet der
Speicherbedarf O(kn log n), wenn die Kardinalitäten von I1, I2, J1 und J2

von der Ordnung n sind. Die Multiplikation mit u =
∑�

ν=1 u
1,ν ⊗ u2,ν er-

fordert k� Matrixvektormultiplikationen im H-Matrixformat, also insgesamt
O(k�n log n).

15.4.4.2 Beispiel

Sei das Produkt Γ := [0, 1] × [0, 1] der Integrationsbereich des Integral-
operators K : L2(Γ ) → L2(Γ ) mit der (künstlich definierten) Kernfunktion

κ(x, y) =
g(x, y)√

|x1 − y1| |x2 − y2|
,
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wobei g als hinreichend glatte Funktion vorausgesetzt sei. Entsprechend führt
eine Entwicklung von g zu einer Trennung der Variablen (x1, y1) einerseits
und (x2, y2) andererseits:

κ(x, y) ≈ κk(x, y) =
k∑

�=1

α�(x1, y1)√
|x1 − y1|

· β�(x2, y2)√
|x2 − y2|

.

Eine Galerkin-Diskretisierung mit Produktform-Basisfunkionen φν(x) =
φν1(x1)φν2(x2) (ν ∈ I = I1 × I2) führt zu einer Systemmatrix K ∈ R

I×I mit
Koeffizienten

Kνμ =
∫∫∫∫

κk(x, y)φν1(x1)φν2(x2)φμ1(y1)φμ2(y2)dx1dx2dy1dy2

=
k∑

�=1

∫∫
α�(x1, y1)√
|x1 − y1|

φν1(x1)φμ1(y1)dx1dy1·
∫∫

β�(x2, y2)√
|x2 − y2|

φν2(x2)φμ2(y2)dx2dy2

=
k∑

�=1

A(�)
ν1,μ1

·B(�)
ν2,μ2

.

Die durch die Doppelintegrale definierten Koeffizienten A
(�)
ν1,μ1 , B

(�)
ν2,μ2 bilden

die Matrizen A(�) ∈ R
I1×I1 und B(�) ∈ R

I2×I2 der Kronecker-Darstellung

K =
k∑

�=1

A(�) ⊗B(�).

Man beachte, dass die Umsortierung der Variablen von x1, x2, y1, y2 in
x1, y1 , x2, y2 der Abbildung Ψ aus (15.16) entspricht.

Die Matrizen A(�), B(�) sind vollbesetzt. Die Kerne α�(x1,y1)√
|x1−y1|

bzw. β�(x2,y2)√
|x2−y2|

mit glatten Funktionen α� und β� sind asymptotisch glatte Funktionen, sodass
eine gute Approximation von A(�), B(�) durch hierarchische Matrizen A

(�)
H und

B
(�)
H möglich ist. Hierdurch wird die HKT-Darstellung definiert:

KH :=
k∑

�=1

A
(�)
H ⊗B

(�)
H .

15.5 Der Fall d > 2

15.5.1 Spezielle Eigenschaften

Für d > 2 treten neue Eigenschaften auf, die den Umgang mit Tensoren
erschweren.
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Für Matrizen (und damit für d = 2) erfüllt eine konvergente Matrixfolge
{Mn} die Ungleichung

Rang(limMn) ≤ lim inf Rang(Mn) (15.17)

(vgl. Übung 2.1.2). Hiervon wurde zum Beispiel im Beweis von Lemma 3.9.7
Gebrauch gemacht. Eine weitere Eigenschaft für d = 2 ist das folgende
Stabilitätsresultat : Wenn M ∈ R(k, I, J), so gibt es eine Darstellung
M =

∑k
i=1 a

(i)
(
b(i)

)�
mit

k∑

i=1

∥∥∥a(i)(b(i))�
∥∥∥

2

F
≤ ‖M‖2F und

∥∥∥a(i)(b(i))�
∥∥∥

2
≤ ‖M‖2 . (15.18)

Für d > 2 lässt sich die Ungleichung (15.17) nicht auf den Tensorrang
übertragen. Auch das Stabilitätsresultat (15.18) gilt nicht mehr, sodass die
k-Term-Approximationsaufgabe (15.5) instabil werden kann. Beide Aussagen
folgen aus dem folgenden Beispiel, das für d = 3 formuliert wird, sich aber
trivial auf alle d ≥ 3 erweitern lassen.

Beispiel 15.5.1. Sei V = V ⊗ V ⊗ V. Die Vektoren v, w ∈ V seien linear
unabhängig. Man setze

v := v ⊗ w ⊗ w + w ⊗ v ⊗ w + w ⊗ w ⊗ v,

vn := (v + nw)⊗
(

1
nv + w

)
⊗ w + w ⊗ w ⊗ (v − nw) für n ∈ N.

Auf Grund der Identität v − vn = − 1
nv ⊗ v ⊗ w gilt limvn = v für n → ∞.

Damit folgt

3 = Tensorrang(v) = Tensorrang(limvn) > Tensorrang(vn) = 2

im Gegensatz zu (15.17)8. Außerdem zeigt
8 Die Behauptung Tensorrang(v) = 3 ist noch zu beweisen. Sei dazu die lineare

Abbildung Φ : V ⊗ V ⊗ V → V ⊗ V erklärt durch

Φ
(∑

ν
aν ⊗ bν ⊗ cν

)
:=

∑
ν
〈cν , ϕ〉 aν ⊗ bν

mit einem Vektor ϕ ∈ V (V ist hier als Hilbert-Raum vorausgesetzt). Falls
Tensorrang(v) ≤ 2, hätte v die Darstellung v = a ⊗ b ⊗ c + a′ ⊗ b′ ⊗ c′.

a) Sei zunächst angenommen, dass c und c′ linear abhängig sind. Da v, w linear
unabhängig sind, gibt es ein ϕ ∈ V mit 〈c, ϕ〉 = 〈c′, ϕ〉 = 0 und 〈v, ϕ〉 �= 0 oder
〈w, ϕ〉 �= 0. Dann folgt der Widerspruch aus Φ(v) = 0 wegen 〈c, ϕ〉 = 〈c′, ϕ〉 = 0
und

Φ(v) = 〈w, ϕ〉 (v ⊗ w + w ⊗ v) + 〈v, ϕ〉w ⊗ w �= 0, (*)

da v ⊗ w + w ⊗ v und w ⊗ w linear unabhängig sind.
b) Seien c und c′ als linear unabhängig angenommen. Einer dieser Vektoren

muss linear unabhängig von w sein, o.B.d.A. sei dies c′. Dann gibt ein ϕ ∈ V
mit 〈c′, ϕ〉 = 0 und 〈w, ϕ〉 �= 0. Damit folgt einerseits Φ(v) = 〈c, ϕ〉 a ⊗ b, also
Rang(Φ(v)) ≤ 1. Andererseits ist (*) wieder gültig und zeigt Rang(Φ(v)) = 2.
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‖ (v + nw)⊗
(

1
nv + w

)
⊗ w‖ → ∞, ‖w ⊗ w ⊗ (v − nw)‖ → ∞

die Instabilität.

Folgerung 15.5.2 Wegen der Instabilität aus Beispiel 15.5.1 muss die
Approximationsaufgabe (15.5) modifiziert werden. Beispielsweise kann bei
der Fehlerminimierung von ‖v − u‖ über u =

∑k
ν=1

⊗d
i=1 v

i,ν ∈ Tk die
Nebenbedingung

∑k
ν=1 ‖

⊗d
i=1 v

i,ν‖2 ≤ C ‖u‖2 ergänzt werden.

Eine typische Aufgabe, die u.a. wegen der Rangerhöhung infolge der ver-
schiedenen Tensoroperationen erforderlich ist, ist die Rekompression. In (2.10)
wurde der Operator T R

k←� : R(�, I, J) → R(k, I, J) definiert, der für � > k
Rank-�-Matrizen optimal in Rank-k-Matrizen kürzt. Für Tensoren braucht
man eine entsprechende Kürzung von T� nach Tk. Unter Berücksichtigung
von Folgerung 15.5.2 ist ein solches Verfahren in der Dissertation [40] ent-
wickelt worden, allerdings ist festzuhalten, dass diese Optimierung wesentlich
komplizierter und auch kostenaufwändiger als T R

k←� ist.
Das Problem, die optimale k-Term-Darstellung zu bestimmen, entfällt,

wenn für eine Aufgabe explizit eine gute k-Term-Darstellung konstruiert
werden kann. Ein solches Beispiel folgt in §15.5.2.

15.5.2 Inverse eines separablen Differentialoperators

Ein Differentialoperator L in x1, . . . , xd heißt separabel, wenn L =
∑d

i=1 Li

und Li nur auf die Variable xi wirkt und auch die Koeffizienten von Li nur
von xi abhängen. Außerdem sei das Grundgebiet ein d-dimensionaler Quader.
Unter dieser Voraussetzung kann ein regelmäßiges Gitter gewählt werden,
sodass sich die Indexmenge I als Produkt

∏d
i=1 Ii schreiben lässt, wobei Ii

die Indizes in der i-ten Koordinatenrichtung enthält.
Bei geeigneter Diskretisierung hat die Systemmatrix die Gestalt9

M =
d∑

i=1

I ⊗ · · · ⊗M (i) ⊗ · · · ⊗ I, M (i) ∈ R
Ii×Ii (15.19)

(Faktor M (i) an i-ter Stelle). Wir setzen voraus, dass M (i) positiv definit10

ist mit kleinstem Eigenwert λ(i)
min. Da das Spektrum von M aus allen Summen∑d

i=1 λ
(i) mit λ(i) ∈ σ(M (i)) besteht, ist λmin :=

∑d
i=1 λ

(i)
min der kleinste

Eigenwert von M. λ(i)
min approximiert den kleinsten Eigenwert von Li, sodass

λ
(i)
min = O(1). Im anisotropen Fall könnten einige λ(i)

min klein ausfallen; in jedem
Falle darf aber o.B.d.A. für die λmin (nach geeigneter Skalierung von L)

9 Im Falle des Galerkin-Verfahrens treten anstelle der Einheitsmatrizen I die Masse-
matrizen auf. Auch dieser Fall ist behandelbar (vgl. [52]).

10 Im nichtsymmetrischen Fall können komplexe Eigenwerte auftreten. Dann sind
Exponentialsummen Ek zu wählen, die auch dort noch 1/x approximieren.
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λmin ≥ 1

angenommen werden.
In (13.21) wurden Bestapproximationen Ek als Exponentialsummen

Ek(x) =
k∑

ν=1

ωνe−xtν

definiert, die die Funktion 1/x in [1, R] oder [1,∞) optimal bezüglich der
Maximumnorm approximieren. Der Fehler

εk := sup {|Ek(x)− 1/x| : 1 ≤ x <∞}

ist für einige k in Tabelle 13.1 angegeben. Ein Fehler εk ≈ 10−5 wird beispiels-
weise für k = 10 erreicht.

Nach obiger Annahme gilt11 σ(M) ⊂ [1,∞). Gemäß Satz 13.2.12 gilt
∥∥Ek(M)−M−1

∥∥ ≤ εk

(hierbei wurde ausgenutzt, dass im positiv definiten Fall die Transformation
T aus Satz 13.2.12 unitär ist, d.h. ‖T‖ ‖T−1‖ = 1).

Zur Auswertung Ek(M) =
k∑

ν=1
ωνexp(−tνM) liefert Lemma 15.3.4b

exp(−tνM) =
⊗d

i=1
exp

(
−tνM (i)

)

mit M (i) aus (15.19). Für die schwach besetzte Matrix M (i) ∈ R
Ii×Ii

wendet man den Algorithmus12 am Ende von §13.2.2.2 zur Berechnung der
H-Matrixapproximationen expH

(
−tνM (i)

)
von exp

(
−tνM (i)

)
an und erhält

M−1 ≈
k∑

ν=1

ων

⊗d

i=1
expH

(
−tνM (i)

)
.

Die rechte Seite entspricht der HKT-Darstellung.
Der Berechnungsaufwand ist O(k

∑d
i=1 #Ii log∗ #Ii). Für #Ii = n

(1 ≤ i ≤ d) ist dies O(kdn log∗ n) und hängt von d nur noch linear ab.
Damit ist es möglich, auch Fälle mit großen n und d zu behandeln. In

Grasedyck [52] findet sich ein Beispiel mit n = 1024 und d ≈ 1000. Man
beachte, dass in diesem Fall M−1 ∈ R

N×N mit N ≈ 103000 gilt.

11 Um die optimale Inklusion σ(M) ⊂ [λmin, λmax] auszunutzen, müssten die
extremen Eigenwerte explizit bekannt sein.

12 Alternativ könnte die Methode aus §13.2.2.4 angewandt werden.



A

Graphen und Bäume

A.1 Graphen

Sei V eine nichtleere, endliche Menge (“vertex set”). Eine Paarmenge (V,E)
mit der Eigenschaft E ⊂ V × V heißt (gerichteter) Graph mit den Knoten
v ∈ V und den Kanten e ∈ E. Ist e das Paar (v, w) , so liegt eine Kante von
v nach w vor.

Ein Pfad in (V,E) ist eine endliche Folge (v0, v1, . . . , vm), falls m ∈ N und
(vi−1, vi) ∈ E für alle 1 ≤ i ≤ m. Man spricht dann von einem Pfad, der
v0 ∈ V mit vm ∈ V verbindet oder kurz einem Pfad von v0 nach vm. m ist
die Pfadlänge.

Der (gerichtete und daher unsymmetrische) Abstand δ(v, w) zweier Knoten
v, w ∈ V sei definiert als

δ(v, w) :=

⎧
⎨

⎩

0 falls v = w,
∞ falls kein Pfad von v nach w existiert,
minimale Pfadlänge über alle Pfade von v nach w.

(A.1)

Zur Bestimmung des Abstandes und zu weiteren Algorithmen mit Graphen
sei auf Grasedyck-Kriemann-Le Borne [62] verwiesen.

Ein Graph heißt zusammenhängend, wenn für beliebige v, w ∈ V, v = w,
entweder ein Pfad von v nach w oder von w nach v existiert.

Ein Pfad (v0, v1, . . . , vm) heißt Zyklus, falls v0 = vm. Ein Graph, der keinen
Zyklus enthält, heißt azyklisch.

Definition A.1.1 (Matrixgraph). Sei M ∈ R
I×I . Der zur Matrix M

gehörige Matrixgraph G(M) ist gegeben durch

V = I, E = {(i, j) ∈ I × I : Mij = 0}.

Anmerkung A.1.2. a) Aus M1,M2 ∈ R
I×I sei das Produkt M := M1M2 ge-

bildet. Dann ist G(M) enthalten in G := G(M1) ·G(M2), wobei das Produkt
der Graphen G(Mk) = (I, Ek) (k = 1, 2) wie folgt definiert ist:
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(I, E1) · (I, E2) = (I, EG) mit
EG := {(i, j) ∈ I × I : es gibt ein � ∈ I mit (i, �) ∈ E1, (�, j) ∈ E2} .

Die Gleichheit G(M) = G anstelle von G(M) ⊂ G gilt unter anderem für
Matrizen M1,M2 mit nichtnegativen Einträgen.

b) Für die Summe M = M1 +M2 gilt

G(M) ⊂ G(M1) ∪G(M2).

c) Seien M ∈ R
I×I und q ∈ N0. Für den Graphen von Mq gilt

G(Mq) ⊂ (I, Eq) mit Eq :=
{

(i, j) ∈ I × I : es gibt einen Pfad
in G(M) von i nach j der Länge q

}
.

Ebenso gilt für alle Polynome p vom Grad ≤ q, dass

G(p(M)) ⊂
q⋃

k=0

(I, Ek) =
{

(i, j) ∈ I × I : es gibt einen Pfad in
G(M) von i nach j der Länge ≤ q

}
.

Beweis. a) Sei G(M) = (I, E) . Wegen Mij =
∑

�∈I M1,i�M2,�j gelten die
Implikationen

(i, j) ∈ E ⇔ Mij = 0 ⇒ ∃� ∈ I : M1,i� = 0 ∧M2,�j = 0 ⇔ (i, j) ∈ EG;

also E ⊂ EG bzw. G(M) ⊂ G.
Im Falle von M1,i�,M2,�j ≥ 0 reicht die Eigenschaft M1,i� = 0∧M2,�j = 0

für ein � (d.h. in diesem Fall M1,i� > 0 und M2,�j > 0), damit

Mij =
∑

�∈I

M1,i�M2,�j > 0.

b) Mij = M1,ij + M2,ij = 0 ⇒ M1,ij = 0 ∨M2,ij = 0 ⇔ (i, j) ∈ E1 ∪ E2,
d.h. G(M) ⊂ G(M1) ∪G(M2).

c) Die Aussage G(Mq) ⊂ (I, Eq) folgt direkt für q = 0, 1. Sei q ≥ 2.
Wenn im Falle a) M1 = M2 und damit E1 = E2 gilt, schreibt sich EG als
{(i, j) ∈ I × I : es gibt einen Pfad in G(M1) von i nach j der Länge 2} . Die
Verallgemeinerung von 2 auf q ist offensichtlich.

p(M) ist die Summe von αkM
k über 0 ≤ k ≤ q. Kombination von

G(Mq) ⊂ (I, Eq) und Teil b) zeigt die Behauptung.
Die nachfolgend diskutierten Bäume kann man als azyklische, zusammen-

hängende Graphen definieren. Wir wählen eine andere Einführung, die die
Verwendung von E vermeidet.

A.2 Bäume

Sei V eine nichtleere, endliche Menge (“vertex set”). S sei eine Abbildung von
V in die Potenzmenge P(V ). Dann lassen sich die folgenden Begriffe einführen:
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1) Sind v ∈ V und w ∈ S(v), so heißt w Sohn von v. Umgekehrt heißt w Vater
von v.
2) Eine beliebige Folge (v0, v1, . . . , vk) ∈ V k+1 (k ∈ N0) heißt Pfad, falls für
alle1 0 ≤ i < k der Knoten vi+1 Sohn von vi ist. Dabei heißt k die Pfadlänge.
3) Ist (v0, v1, . . . , vk) ein Pfad, so heißt vk Nachfolger2 von v0. Umgekehrt
heißt v0 Vorgänger von vk.

Bäume werden im Folgenden mit dem Buchstaben T (“tree”) bezeichnet.

Definition A.2.1 (Baum, Wurzel, Blätter). Gegeben seien eine nicht-
leere, endliche “Knotenmenge” V und die “Sohnabbildung” S : V → P(V ).
Die Struktur T = (V, S) heißt Baum, falls die Eigenschaften (i)-(iii) gelten:

(i) Es gibt genau ein Element r ∈ V, das nicht Sohn ist (d.h.
⋃

v∈V S(v) =
V \{r}). Dieser Knoten heißt Wurzel des Baumes und wird mit root(T ) be-
zeichnet.

(ii) Alle v ∈ V sind Nachfolger von r.
(iii) Alle v ∈ V \{r} haben genau einen Vater.

Die Menge L(T ) := {v ∈ V : S(v) = ∅} ist die Menge der Blätter von T.

Im Folgenden identifizieren wir T mit V. Im Zweifelsfall schreiben wir ST

für die Sohnabbildung in T.

Anmerkung A.2.2. T sei ein Baum. a) Zu jedem v ∈ T\{r} gibt es genau
einen Pfad von r nach v.
b) Es gibt keine Zyklen in T . Dabei heißt ein Pfad (v0, v1, . . . , vk) Zyklus,
wenn v0 = vk und k > 0.

Beweis. a) Sei (v0, v1, . . . , vk) ein Pfad mit r = v0, v = vk. Wegen Eigenschaft
(iii) ist der Vater vk−1 von vk eindeutig festgelegt. Per Induktion erhält man,
dass auch alle Vorgänger eindeutig bestimmt sind. Damit kann höchstens ein
in v endender Pfad existieren. Dank (ii) gibt es mindestens einen solchen Pfad.

b) Sei (v0, v1, . . . , vk) ein Zyklus. Da alle vi (0 ≤ i ≤ k) einen Vater
(nämlich vi−1 mod k) haben, kann gemäß (i) r nicht zum Zyklus gehören. Es
gibt aber einen Pfad (w0 = r, w1, . . . , w� = v0) von r zu v0 (vgl. (ii)). Sei w
das erste Element des Pfades, das zu {v0, v1, . . . , vk} gehört: w = wn = vm für
geeignete n,m. Dann hat w zwei Väter wn−1 = vm−1 mod k im Widerspruch
zu (iii).

Definition A.2.3 (Stufenzahl, Baumtiefe). Der Wurzel r = root(T ) wird
die Stufe 0 zugeordnet. Jedem v ∈ T\{r} wird die Länge des Pfades von r nach
v als Stufenzahl zugewiesen (nach Anmerkung A.2.2a ist der Pfad eindeutig).
Die Stufenzahl von v ∈ T wird mit level(v) bezeichnet. Die Baumtiefe ist

depth(T ) := max{level(v) : v ∈ T}.
1 Dies ist eine leere Bedingung, falls k = 0.
2 Man beachte, dass jeder Knoten sein eigener Nachfolger und Vorgänger ist (Fall

k = 0).
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Gelegentlich wird der Baum stufenweise zerlegt: T =
⋃̇depth(T )

�=0 T (�), wobei

T (�) := {v ∈ T : level(v) = �} für 0 ≤ � ≤ depth(T ). (A.2)

Definition A.2.4 (Grad). Der Grad eines Knotens v ∈ T ist grad(v) =
#S(v). Ferner wird grad(T (I)) := maxv∈T (I) grad(v) definiert.

A.3 Teilbäume

Definition A.3.1 (Teilbaum). T und T ′ seien zwei Bäume mit den Sohn-
abbildungen S bzw. S′. T ′ heißt Teilbaum von T, falls für alle v ∈ T ′ gilt,
dass v ∈ T und S′(v) ⊂ S(v).

Zwei spezielle Arten von Teilbäumen sind hier von besonderem Interesse.

Anmerkung A.3.2 (vollständiger Teilbaum mit gleicher Wurzel). T ′ ⊂ T sei
Teilbaum mit den zusätzlichen Eigenschaften a) root(T ) ∈ T ′ (äquivalent zu
root(T ) = root(T ′)) und b) für alle v ∈ T ′ erfülle die Sohnabbildung entweder
S′(v) = ∅ oder S′(v) = S(v). Wir nennen T ′ einen “vollständigen Teilbaum
mit gleicher Wurzel”.

Die Vollständigkeit bezieht sich auf die Eigenschaft, dass S′(v) keine
echte Teilmenge zwischen ∅ und S(v) sein darf. Für den Zerlegungsbaum aus
Definition A.4.1 wird die Bedingung b) der Anmerkung A.3.2 sofort aus der
Grundbedingung S′(v) ⊂ S(v) folgen, sodass wir im Weiteren nur noch vom
“Teilbaum mit gleicher Wurzel” sprechen werden.

Anmerkung A.3.3 (Teilbaum zu v ∈ T ). T sei ein Baum mit der Sohn-
abbildung S = ST und v ∈ T. Sei T (v) ⊂ T die Menge, die aus allen Nach-
folgern von v besteht. ST (v) sei die Beschränkung von S auf T (v). Dann ist
T (v) mit ST (v) ein Baum und Teilbaum von T.

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen der Kardinalität #T des
Baumes und der Anzahl #L(T ) seiner Blätter untersucht.

Lemma A.3.4. a) Für alle v ∈ T\L(T ) gelte #S(v) ≥ 2. Dann gilt3

#T ≤ 2#L(T )− 1. (A.3a)

b) Im allgemeineren Fall #S(v) ≥ 1 für v ∈ T\L(T ) gilt noch4

#T ≤ 1 + depth(T ) ·#L(T ). (A.3b)

3 Die Gleichheit in (A.3a) gilt für einen binären Baum, d.h. wenn #S(v) = 2 für
alle v ∈ T\L(T ).

4 Die Gleichheit in (A.3b) gilt für einen Baum mit #S(v) = 1 für alle Knoten
v ∈ T\(L(T ) ∪ {root(T )}).
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Beweis. i) Für (A.3a) wird Induktion über #T verwendet. Im Falle #T = 1 ist
T = L(T ) = {r} und #T = 1 = 2 ·1−1 = 2#L(T )−1. Die Behauptung gelte
für Bäume der Kardinalität n−1. Sei #T = n > 1 und r = root(T ). Die Menge
T zerfällt disjunkt in {r} und die Teilbäume T (v) (v ∈ S(r)) aus Anmerkung
A.3.3. Die Eigenschaft aus Lemma A.3.4a überträgt sich auf T (v), sodass nach
Induktionsannahme #T (v) ≤ 2#L(T (v))− 1 . Da L(T ) =

⋃
v∈S(r) L(T (v))

eine disjunkte Vereinigung ist, folgt
∑

v∈S(r)

#T (v) ≤ 2#L(T )−#S(r) ≤ 2#L(T )− 2.

Zusammen erhalten wir #T = 1 +
∑

v∈S(r) #T (v) ≤ 2#L(T )− 1.
ii) Im Falle b) gehen wir wie in i) vor, wobei jetzt

#T (v) ≤ 1 + depth(T (v)) ·#L(T (v))

gilt. Es folgt nun

#T = 1+
∑

v∈S(r)

#T (v) ≤ 1+
∑

v∈S(r)

depth(T )·#L(T (v)) = 1+depth(T )·#L(T )

wegen depth(T (v)) ≤ depth(T )− 1.

A.4 Bäume zu Mengenzerlegungen

Wir sprechen von einem bezeichneten Baum T , wenn es eine Bezeichnungs-
abbildung μ : T → B gibt. Im Folgenden wird der Baum die Zerlegung einer
Menge I in Teilmengen beschreiben. Die Teilmengen werden als Bezeichnung
gewählt, sodass μ in die Potenzmenge B = P(I) abbildet.

Definition A.4.1 (Zerlegungsbaum). Sei I eine Menge. Ein Baum T mit
μ : T → P(I)\{∅} heißt Zerlegungsbaum zu I, falls gilt:

(i) μ(root(T )) = I,
(ii) für alle v ∈ T und s, s′ ∈ S(v) mit s = s′ gilt μ(s) ∩ μ(s′) = ∅,
(iii) für alle v ∈ T\L(T ) gilt

⋃̇
s∈S(v)μ(s) = μ(v).

Die Eigenschaften (ii) und (iii) besagen, dass die Teilmenge μ(v) ⊂ I in
disjunkte Teilmengen μ(vi) mit

⋃̇
iμ(vi) = μ(v) zerlegt wird, wobei vi die

Söhne zu v seien. Die Wurzel repräsentiert die Gesamtmenge.

Lemma A.4.2. T sei ein Zerlegungsbaum zu I. Dann gilt:
a) {μ(v) : v ∈ L(T )} ist eine disjunkte Zerlegung von I, d.h. die Teil-

mengen μ(v) sind disjunkt und ihre Vereinigung liefert I.
b) Der Teilbaum T (v) aus Anmerkung A.3.3 ist ein Zerlegungsbaum zu

μ(v).
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Beweis. Teil b) ist offensichtlich: Bedingung (i) aus Definition A.4.1 lautet
μ(root(T (v))) = μ(v), während (ii) und (iii) beschränkt auf T (v) gültig
bleiben.

Teil a) wird durch Induktion über die Größe #T des Baumes bewiesen.
Für #T = 1 besteht die Zerlegung nur aus {I}. Die Behauptung gelte für
Bäume der Größe ≤ n − 1, und es sei #T = n. Für die Teilbäume T (s),
s ∈ S(root(T )), beschreiben {μ(v) : v ∈ L(T (s))} gemäß Induktionsannahme
disjunkte Zerlegungen von μ(s). Da nach (ii) und (iii) {μ(s) : s ∈ S(root(T ))}
seinerseits eine disjunkte Zerlegung von I ist, folgt die Behauptung aus
L(T ) =

⋃
s∈S(root(T )) L(T (s)) .

Korollar A.4.3. a) Sei T gemäß (A.2) stufenweise in T (�) zerlegt. Dann ist

I = {μ(v) : v ∈ T (�)} ∪̇
⋃̇�−1

k=0

{
μ(v) : v ∈ L(T (k))

}

eine disjunkte Zerlegung von I.
b) Insbesondere ist

∑
v∈T (�) #μ(v) ≤ #I.

Beweis. T ′ :=
⋃̇�

k=0T
(k) ist ein Teilbaum mit der gleichen Wurzel

μ(root(T ′)) = μ(root(T )) = I und mit L(T ′) = T (�) ∪̇
⋃̇�−1

k=0L(T (k)).
Teil b) folgt aus {μ(v) : v ∈ T (�)} ⊂ I.

Wenn #S(v) = 1 für alle v ∈ T gilt, ist die Bezeichnungsabbildung μ
injektiv. Daher kann man die Knotenmenge T durch die Bezeichnungen μ(T )
ersetzen. Eine zusätzliche Bezeichnung mittels μ erübrigt sich. Sobald aber
#S(v) = 1 auftritt, muss μ(v) = μ(s) für s ∈ S(v) gelten, d.h. μ ist nicht
injektiv.

v0

v1 v2

v3 v4 v5

v6 v7 v8 v9 v10 v11

v0

v1

v3 v4

v6 v7 v8 v9

v10 v11

v’2

Abb. A.1. Baum T (links) und reduzierter Baum Tred (rechts) mit μ(v2) = μ(v5) =
μ(v′

2)

Anmerkung A.4.4 (reduzierter Baum). Wenn #S(v) = 1 auftritt, aber die
Knoten des Baumes nur mittels μ(v) benötigt werden, kann man von T
zum reduzierten Baum Tred übergehen. Sei (v0, v1, . . . , vk) ein maximaler
Pfad mit S(vi−1) = {vi} (und daher μ(vi−1) = μ(vi)) für 1 ≤ i ≤ k. Die
Knoten {v0, v1, . . . , vk} von T werden in Tred zu einem einzigen Knoten v′0
zusammengezogen, wobei μ(v′0) := μ(v0) und S(v′0) = S(vk) definiert wird.
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Der entstehende Baum Tred erfüllt dann #S(v) = 1 für alle v ∈ Tred (vgl.
Abbildung A.1). Man beachte, dass die Sohnmengen ST (vk) und STred(v′0)
übereinstimmen, aber unterschiedlichen Stufen angehören.

Sei T = T (I) ein Zerlegungsbaum zur Menge I. Dieser kann verwendet
werden, um in einfacher Weise Zerlegungsbäume T (I ′) für beliebige Teil-
mengen I ′ ⊂ I zu konstruieren. T (I ′) ist im Wesentlichen der Schnitt von
T (I) mit I ′. Zur Beschreibung verwendet wir als Zwischenschritt den Baum
T ∗ mit den gleichen Knoten und Sohnabbildungen wie T (I), aber mit der
neuen Bezeichnung μ∗(v) := μ(v) ∩ I ′. Man stellt fest, dass T ∗ die Bedin-
gungen (i), (ii) und (iii) der Definition A.4.1 an einen Zerlegungsbaum zur
Menge I ′ erfüllt. Allerdings gehört μ∗ nur zu P(I ′) und nicht wie gefordert
zu P(I ′)\{∅}. Deshalb streicht man im zweiten Schritt alle Knoten v ∈ T ∗

mit μ∗(v) = ∅ und reduziert die Sohnmenge des Vaters entsprechend. Dies
definiert T (I ′).

Anmerkung A.4.5. a) Falls in der obigen Konstruktion I ′ mit μ(v) für ein
v ∈ T (I) übereinstimmt, ist T (I ′) identisch zum Teilbaum T (v) aus Lemma
A.4.2b.

b) Auch wenn #S(v) = 1 für v ∈ T (I), gilt diese Eigenschaft im Allge-
meinen nicht für T (I ′).



B

Polynome

B.1 Multiindizes

B.1.1 Notation

Sei N0 = N ∪ {0}. Indizes ν ∈ N0 treten bei der ν-fachen Ableitung oder als
Exponent in xν auf.

Multiindizes sind d-Tupel ν ∈ N
d
0 mit d ∈ N, wobei im Falle d = 1 der

Multiindex zum üblichen Index wird. Die folgenden Notationen sind üblich:

|ν| =
d∑

i=1

νi , ν! =
d∏

i=1

νi! , xν =
d∏

i=1

xνi
i (x ∈ R

d oder x ∈ C
d) (B.1)

Die Formulierung (B.1) erlaubt es, Polynome bzw. Potenzreihen in xi als
∑

ν

cνx
ν (B.2)

zu schreiben, wobei für einen totalen [bzw. partiellen] Polynomgrad p über
alle ν ∈ N

d
0 mit |ν| ≤ p [bzw. νi ≤ p für 1 ≤ i ≤ d] summiert wird. Bei

Potenzreihen wird über alle ν ∈ N
d
0 summiert.

Für Funktionen von x ∈ R
d wird die |ν|-fache gemischte Ableitung wie

folgt notiert:

∂ν
x =

d∏

i=1

(
∂

∂xi

)νi

. (B.3)

B.1.2 Formelsammlung

Die Ableitungen von Monomen sind

∂ν
xx

μ =
μ!

(μ− ν)!
xμ−ν für ν ≤ μ, insbesondere ∂ν

xx
ν = ν! , (B.4)
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wobei ν ≤ μ komponentenweise zu verstehen ist: μ− ν ∈ N
d
0.

Die binomische Formel (x1 + x2)
p =

∑p
ν=1

(
p
ν

)
xν

1x
p−ν
2 verallgemeinert sich

für d Summanden zu
(

d∑

i=1

xi

)p

=
∑

|ν|=p

p!
ν!
xν (p ∈ N0), (B.5)

wobei die Summe über alle ν ∈ N
d
0 mit |ν| = p geführt wird.

Die Taylor-Reihe einer in allen Variablen analytischen Funktion lautet

f(x) =
∑

ν∈N
d
0

(x− x0)
ν

ν!
∂ν

xf(x0). (B.6)

Die endliche Taylor-Summe mit Restglied ist

f(x) =
∑

|ν|≤p

(x− x0)
ν

ν!
∂ν

xf(x0) +Rp (B.7)

mit Rp =
1

(p+ 1)!
Dp+1

x−x0
f(x0 + ϑ (x− x0)),

wobei ϑ ∈ (0, 1) ein geeigneter Zwischenwert ist und

Dh =
d∑

i=1

hi
∂

∂xi
(B.8)

die Ableitung in Richtung h ∈ R
d ist. Man beachte, dass h nicht notwendiger-

weise die Länge 1 besitzt.

B.2 Polynomapproximation

Der Raum der stetigen Funktionen definiert auf D wird mit C(D) bezeichnet.
Die zugehörige Norm ist die Maximum- bzw. Supremumsnorm, die mit ‖·‖∞ ,
‖·‖∞,D oder ‖·‖C(D) bezeichnet wird.

Der Weierstraßsche1 Approximationssatz garantiert die Approximierbar-
keit stetiger Funktionen auf einem Kompaktum bezüglich der Maximumnorm.
Für die in der Numerik notwendigen quantitativen Aussagen braucht man
weitere Bedingungen an die Glattheit. Die weitestgehende Annahme ist, dass
die Funktion in einem Bereich analytisch ist. Als ein solcher Bereich wird im
Folgenden eine Ellipse gewählt.

Ea,b :=
{
z ∈ C : z = x+ iy,

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

}

1 Karl Theodor Wilhelm Weierstraß, geboren am 31. Oktober 1815 in Ostenfelde,
gestorben am 19. Februar 1897 in Berlin.
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ist die Ellipse mit den Halbachsen a und b. Speziell ist

Eρ := E 1
2 (ρ+1/ρ), 1

2 (ρ−1/ρ) für ρ > 1

die eindeutige Ellipse mit den Brennpunkten ±1 und der Halbachsensumme ρ.
Das Innere von Eρ wird mit E̊ρ bezeichnet. Man beachte, dass wegen ρ > 1 das
Intervall [−1, 1] in E̊ρ enthalten ist. Da im Folgenden die zu approximierende
Funktion in E̊ρ holomorph sein soll, heißt Eρ auch Regularitätsellipse.

Das Hauptergebnis ist der folgende Satz von Bernstein2, der z.B. in [36,
Sec. 8, Chap. 7] bewiesen ist.

Satz B.2.1 (Bernstein). Sei ρ > 1. f sei in E̊ρ analytisch und gleichmäßig
beschränkt (d.h. f ∈ L∞(E̊ρ)). Dann gibt es zu jedem p ∈ N0 ein Polynom Pp

vom Grad ≤ p, sodass

‖f − Pp‖∞,[−1,1] ≤
2ρ−p

ρ− 1
‖f‖∞,E̊ρ

. (B.9)

Dabei bezeichnet ‖f‖∞,K := supz∈K |f(z)| die Supremumsnorm auf K.

Ein beliebiges reelles Intervall [x1, x2] mit x1 < x2 wird durch
Φ(z) := −1 + 2

x2−x1
(z − x1) auf [−1, 1] abgebildet. Wir setzen

Eρ([x1, x2]) := Φ−1Eρ

=

{
z ∈ C : z = x+ iy,

(
x− x1+x2

2

)2

(ρ+ 1/ρ)2
+

y2

(ρ− 1/ρ)2
≤
(
x2 − x1

4

)2
}
.

Eine einfache Folgerung aus Satz B.2.1 lautet wie folgt.

Korollar B.2.2. Die auf J = [x1, x2] definierte Funktion f lasse sich holo-
morph auf E̊ρ(J) fortsetzen mit M := sup{|f(z)| : z ∈ E̊ρ([x1, x2])}. Dann gibt
es zu jedem p ∈ N0 ein Polynom Pp vom Grad ≤ p, sodass

‖f − Pp‖∞,J ≤
2ρ−p

ρ− 1
M. (B.10)

Die nächste Aussage verlangt eine Eigenschaft von f, die in Anhang E als
asymptotische Glattheit diskutiert werden wird.

Lemma B.2.3. J ⊂ R sei ein abgeschlossenes Intervall der Länge diam(J).
Es gebe Konstanten C, γ ≥ 0 mit

∥∥∥∥
dn

dxn
u

∥∥∥∥
∞,J

≤ Cun!γn
u für alle n ∈ N0. (B.11a)

2 Sergei Natanowitsch Bernstein, geboren am 22. Februar 1880 in Odessa, gestorben
am 26. Oktober 1968 in Moskau.
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Dann gibt es zu jedem p ∈ N0 ein Polynom Pp vom Grad ≤ p, sodass

‖f − Pp‖∞,J ≤ 4eCu (1 + γu diam(J)) (p+ 1)
(

1 +
2

γu diam(J)

)−(p+1)

.

(B.11b)

Beweis. In Melenk-Börm-Löhndorf [115].

B.3 Polynominterpolation

B.3.1 Eindimensionale Interpolation

B.3.1.1 Lagrange-Darstellung

Zunächst sei an die allgemeine Polynominterpolation im Intervall [a, b] er-
innert. Gegeben sei eine mindestens in [a, b] stetige Funktion f. Seien p + 1
verschiedene Stützstellen (xi)

p
i=0 in [a, b] gewählt. Die zugehörigen Lagrange-

Polynome sind

Li(x) =
∏

j∈{0,...,p}\{i}

x− xj

xi − xj
. (B.12)

Die Polynominterpolierende von f lautet dann

Ipf :=
p∑

i=0

f(xi)Li. (B.13)

Die Interpolationsabbildung Ip von C([a, b]) in den Unterraum der Polynome
vom Grad ≤ p ist eine Projektion.

B.3.1.2 Fehlerabschätzung

Seien f ∈ Cp+1([a, b]) und x ∈ [a, b]. Dann gibt es einen Zwischenwert ξ ∈
[a, b], sodass3

f(x)− (Ipf) (x) =
1

(p+ 1)!

p∏

i=0

(x− xi) f (p+1)(ξ) (B.14)

(vgl. [129, Abschnitt 2.1.4]). Mit Cω(Ip) := max {
∏p

i=0 |x− xi| : x ∈ [a, b]}
folgt damit die Fehlerabschätzung in der Maximumnorm über [a, b]:

‖f − Ipf‖∞ ≤ 1
(p+ 1)!

Cω(Ip)
∥∥∥f (p+1)

∥∥∥
∞
. (B.15)

3 Falls der Fehler f(x)−(Ipf) (x) für x außerhalb von [a, b] benötigt wird (Extrapo-
lation), ist (B.14) anzuwenden mit ξ ∈ [min{x, x1, . . . , xn}, max{x, x1, . . . , xn}].
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Anmerkung B.3.1. Eine Interpolation in einem Referenzintervall [a, b] kann
kanonisch auf ein Intervall [A,B] übertragen werden. Sei dazu Ξ : [a, b] →
[A,B] die affine Abbildung Ξ(x) = A + (B−A)(x−a)

b−a . Gilt (B.15) auf [a, b]
mit Cω = Cω(Ip), so folgt für die Interpolation von f ∈ C([A,B]) in den
Stützstellen ξi = Ξ(xi), dass

∥∥∥f − Ip
[A,B]f

∥∥∥
∞

=
∥∥∥f ◦Ξ − Ip

[a,b] (f ◦Ξ)
∥∥∥
∞

≤ 1
(p+ 1)!

Cω(Ip)
∥∥∥(f ◦ Ξ)(p+1)

∥∥∥
∞

=
1

(p+ 1)!

(
B −A

b− a

)p+1

Cω(Ip)
∥∥∥f (p+1)

∥∥∥
∞

d.h. die Konstante Cω(Ip) transformiert sich gemäß

Cω(Ip
[A,B]) = Cω(Ip

[a,b])
(
B −A

b− a

)p+1

. (B.16)

Im Falle der Taylor-Entwicklung f(x) ≈
∑p

k=0
1
k!f

(k)(x0) (x− x0)
k ist der

Entwicklungspunkt x0 eine (p+ 1)-fache Stützstelle (Spezialfall der Hermite-
Interpolation). Entsprechend gilt (B.14) mit

∏p
i=0 (x− xi) ersetzt durch

(x− x0)
p+1

. Wird x0 als der Mittelpunkt des Intervalles [a, b] gewählt, folgt
(B.15) mit

Cω(Ip) =
(
b− a

2

)p+1

.

B.3.1.3 Stabilität

Neben der Fehlerabschätzung interessiert noch die sogenannte Stabilitäts-
konstante

Cstab(Ip) := ‖Ip‖C(B)←C(B) = sup
f∈C(B) und ‖f‖∞=1

‖Ipf‖∞ (B.17)

(vgl. [71, §3.4]), wobei B ⊂ Rd ein kompakter Bereich ist. Cstab(Ip) ist die
bestmögliche Konstante in der Abschätzung

‖Ipf‖∞,B ≤ Cstab(Ip) ‖f‖∞,B für alle f ∈ C(B). (B.18)

Die Größe Cstab(Ip) ist gegen eine affine Transformation auf einen anderen
Bereich invariant.

Die Stabilität erlaubt Bestapproximationsresultate min{‖f − Pp‖∞,B : Pp

Polynom vom Grad4 ≤ p} auf die Interpolation zu übertragen:
4 Der Polynomgrad p von P =

∑
ν aνxν kann sowohl mittels |ν| ≤ p als auch durch

max1≤i≤d νi ≤ p definiert werden, wenn auch die Polynominterpolaton Ip im
gleichen Sinne den totalen bzw. partiellen Grad p verwendet.
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Lemma B.3.2. Für alle f ∈ C(B) gilt

‖f − Ipf‖∞,B ≤ [1 + Cstab(Ip)] min
Pp Polynom vom Grad≤p

‖f − Pp‖∞,B .

Beweis. Sei Pp das minimierende Polynom. Da Ip(Pp) = Pp, folgt

f − Ip (f) = (f − Pp)− (Ip (f)− Ip (Pp)) = (f − Pp)− Ip (f − Pp) ,

was zu

‖f − Ip (f)‖∞,J ≤ (1 + Cstab(Ip)) ‖f − Pp‖∞,J

= [1 + Cstab(Ip)] min{‖f − Pp‖∞,B}

führt.
Die Kombination der Stabilitätsabschätzung mit der Bestapproximation

aus Korollar B.2.2 erlaubt eine ableitungsfreie Abschätzung des
Interpolationsfehlers.

Satz B.3.3. Die auf J = [a, b] definierte Funktion f lasse sich holomorph auf
E̊ρ(J) fortsetzen mit

M := sup{|f(z)| : z ∈ E̊ρ(J)}.

Die auf J definiert Interpolation Ip besitze die Stabilitätskonstante Cstab(Ip).
Dann gilt

‖f − Ip (f)‖∞,J ≤ [1 + Cstab(Ip)]
2ρ−p

ρ− 1
M. (B.19)

B.3.1.4 Čebyšev-Interpolation

In [a, b] = [−1, 1] lauten die Čebyšev-Knoten

xi = cos
(
i+ 1/2
p+ 1

π

)
, i = 0, . . . , p

(Nullstellen des Čebyšev-Polynoms Tp+1 vom Grad p + 1). Folglich ist∏p
i=0 (x− xi) = 2−p−1Tp+1(x) und

Cω(Ip

Čebyšev
) = 2−p−1. (B.20)

Transformation der Čebyšev-Knoten auf ein allgemeines Intervall [a, b] führt
gemäß (B.16) auf

Cω(Ip

Čebyšev,[a,b]
) =

(
b− a

4

)p+1

. (B.20*)

Außerdem ist die Stabilitätseigenschaft optimal (vgl. [120]):

Cstab(Ip

Čebyšev
) ≤ 1 +

2
π

log (p+ 1) . (B.21)
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B.3.2 Tensorprodukt-Interpolation

Sei d die räumliche Dimension und B := [a1, b1] × . . . × [ad, bd] ein d-
dimensionaler Quader. Auf jedem Intervall [ai, bi] wird eine Interpolation
Ip

i mit Polynomgrad p definiert. Da die Variablen nun x1, . . . , xd heißen,
werden die Stützstellen von Ip

i in xi,0, . . . , xi,p umbenannt. Entsprechend sind
Li,0, . . . , Li,p die Lagrange-Polynome in xi.

Sei f ∈ C(B). Die Interpolation Ip
1f betrifft nur die Variable x1. Die

Gesamtinterpolation ist
Ip

B = Ip
d · · · I

p
2I

p
1 ,

wobei die Reihenfolge beliebig ist. Das Bild von Ip
B ist ein Polynom

∑
aνxν

(vgl. (B.2)), wobei die Summe über alle ν ∈ {0, 1, . . . , p}d verläuft. Die mehr-
dimensionale Lagrange-Darstellung lautet

Ip
Bf =

p∑

i1,...,id=0

f(x1,i1 , . . . , x1,id
) L1,i1(x1) · · · · · Ld,id

(xd),

wobei Lk,i(xk) (0 ≤ i ≤ p) die eindimensionalen Lagrange-Polynome zu den
Stützstellen xk,0, . . . , xk,p sind.

Lemma B.3.4. Für den Interpolationsfehler gilt

‖f − Ip
Bf‖∞,B ≤ 1

(p+ 1)!

d∑

k=1

⎛

⎝
k−1∏

j=1

Cstab(Ip
j )

⎞

⎠Cω(Ip
k)

∥∥∥∥∥
∂p+1

∂xp+1
i

f

∥∥∥∥∥
∞,B

.

(B.22)

Beweis. Für jedes k ∈ {1, . . . , d} ist Ip
k : C(B) → C(B) die Interpolations-

abbildung mit

(Ip
kf) (x1, . . . , xk, . . . , xd) =

p∑

i=0

f(x1, . . . , xk,i, . . . , xd)Lk,i(xj).

Fehlerabschätzung (B.15) und Stabilitätsaussage (B.18) liefern

‖f − Ip
kf‖∞,B ≤ 1

(p+ 1)!
Cω(Ip

k)‖∂p+1
j f‖∞,B ,

‖Ip
kf‖∞,B ≤ Cstab(Ip

k)‖f‖∞,B ,

wobei ∂p+1
k eine Kurzform für ∂p+1

∂xp+1
k

ist. Für das Produkt Ip
B = Ip

d · · · I
p
2I

p
1

erhält man hiermit
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‖f − Ip
Bf‖∞,B =

∥∥∥∥∥∥
f −

d∏

j=1

Ip
j f

∥∥∥∥∥∥
∞,B

=

∥∥∥∥∥∥

d∑

k=1

⎛

⎝
k−1∏

j=1

Ip
j f −

k∏

j=1

Ip
j f

⎞

⎠

∥∥∥∥∥∥
∞,B

=

∥∥∥∥∥∥

d∑

k=1

⎛

⎝
( k−1∏

j=1

Ip
j

)
(f − Ip

kf)

⎞

⎠

∥∥∥∥∥∥
∞,B

≤
d∑

k=1

∥∥∥∥∥∥

⎛

⎝
k−1∏

j=1

Ip
j

⎞

⎠ (f − Ip
kf)

∥∥∥∥∥∥
∞,B

≤
d∑

k=1

⎛

⎝
k−1∏

j=1

Cstab(Ip
j )

⎞

⎠ ‖f − Ip
kf‖∞,B

≤
d∑

k=1

⎛

⎝
k−1∏

j=1

Cstab(Ip
j )

⎞

⎠ 1
(p+ 1)!

Cω(Ip
k) ‖∂p+1

k f‖∞,B ,

womit (B.22) gezeigt ist.
Wählt man die eindimensionalen Interpolationen mit Hilfe der (auf

[ai, bi] transformierten) Čebyšev-Knoten, so ist Cstab(Ip
j ) = O(log(p + 1))

(vgl. (B.21)) und Cω(Ip
i ) =

(
bi−ai

4

)p+1
(vgl. Anmerkung B.3.1). Zusammen

erhält man
∥∥∥f − Ip

B,Čebyšev
f
∥∥∥
∞,B

(B.23)

≤ const

(p+ 1)!
logd−1(p+ 1)

d∑

i=1

(
bi − ai

4

)p+1
∥∥∥∥∥
∂p+1

∂xp+1
i

f

∥∥∥∥∥
∞

.



C

Lineare Algebra, Funktionalanalysis,
Singulärwertzerlegung

C.1 Matrixnormen

Zuerst sei an die Standarddefinitionen von Matrixnormen erinnert. Wenn man
die Matrix M ∈ R

I×J als einen Vektor über der Indexmenge I × J auffasst,
lässt sich die Euklidische Vektornorm definieren, die hier Frobenius-Norm
heißt:

‖M‖F =
√ ∑

i∈I,j∈J

|Mi,j |2 für M ∈ R
I×J (C.1)

(weitere Namen für ‖·‖F sind Schur-Norm und Hilbert-Schmidt-Norm). Der
normierte Raum (RI×J , ‖·‖F) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

〈A,B〉F :=
∑

i∈I,j∈J

Ai,jBi,j = Spur(AB�), (C.2)

da 〈M,M〉F = ‖M‖2F . Im Falle von B ∈ C
I×J ist in (C.2)

∑
Ai,jBi,j =

Spur(ABH) zu setzen.
Sind ‖x‖X und ‖y‖Y Vektornormen für x ∈ R

I bzw. y ∈ R
J , so gehört

hierzu die zugeordnete Matrixnorm

‖M‖ := ‖M‖X←Y := sup
{‖My‖X

‖y‖Y

: 0 = y ∈ R
J

}
für M ∈ R

I×J .

(C.3)
Für die spezielle Wahl der Euklidischen Vektornorm

‖u‖2 :=
√∑

i∈K

|ui|2 für u ∈ R
K (C.4)

anstelle der Normen ‖·‖X und ‖·‖Y erhält man als zugeordnete Matrixnorm
‖M‖X←Y die Spektralnorm ‖M‖2 .

Übung C.1.1. Für M ∈ R
I×J und i ∈ I, j ∈ J zeige man |Mij | ≤ ‖M‖2.
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Im Falle quadratischer Matrizen ist der Begriff der “orthogonalen Matrix”
üblich, wenn er auch etwas missverständlich, da eigentlich von orthonormalen
Matrizen gesprochen werden müsste. Noch kritischer ist der Begriff im Falle
von rechteckigen Matrizen anzusehen, da hier nur die Spalten (nicht die Zeilen)
orthonormal sind.

Definition C.1.2. a) Eine (rechteckige) Matrix U ∈ R
I×J heißt orthogonal,

wenn U�U = I ∈ R
J×J (d.h. die Spalten von U bilden ein Orthonormal-

system).
b) Im Fall komplexer und quadratischer Matrizen heißt U unitär, falls

UHU = I.

Man beachte, dass für eine orthogonale Matrix stets #I ≥ #J gelten muss.
Für quadratische Matrizen (#I = #J) impliziert U�U = I auch UU� = I,
d.h. auch die Zeilen von U bilden ein Orthonormalsystem.

Anmerkung C.1.3. a) Die Spektralnorm ‖M‖2 ist der größte Eigenwert von
M�M wie auch von MM�.

b) Die folgenden Abschätzungen sind die im allgemeinen Fall best-
möglichen:

‖M‖2 ≤ ‖M‖F ≤
√
Rang(M) ‖M‖2 (C.5)

≤
√

min{#I,#J} ‖M‖2 für M ∈ R
I×J .

c) Sind U ∈ R
I×I und V ∈ R

J×J orthogonale Matrizen, so besitzen
M,UM,MV �, UMV � die gleichen Spektralnormen wie auch die gleichen
Frobenius-Normen.

d) ‖M‖2F = Spur(M�M), wobei die Spur einer Matrix A ∈ R
I×I durch

Spur(A) :=
∑

i∈I aii definiert ist.
e) ρ(M) ≤ ‖M‖ für jede zugeordnete Matrixnorm.
f) ρ(M) = ‖M‖2 für alle normalen Matrizen (M ∈ C

I×I ist normal,
falls MHM = MMH). Spezialfälle von normalen Matrizen sind Hermitesche
Matrizen (M = MH) bzw. reelle symmetrische Matrizen (M = M� ∈ R

I×I).
g) ‖M‖2 ≤

√
‖M‖∞ ‖M�‖∞ mit der Zeilensummennorm

‖M‖∞ = max
{∑

j∈J

|aij | : i ∈ I
}
.

Schließlich sei an eine Charakterisierung der Eigenwerte einer positiv semi-
definiten Matrix erinnert.

Lemma C.1.4. A ∈ R
I×I sei eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix,

d.h. 〈Ax, x〉 ≥ 0 für alle x.
a) Dann erlaubt A die Darstellung A = UΛU� mit einer orthogonalen

Matrix U ∈ R
I×{1,...,#I} und einer Diagonalmatrix Λ ∈ R

{1,...,#I}×{1,...,#I}

mit nichtnegativen Eigenwerten λi = Λii. O.B.d.A. können die Eigenwerte als
geordnet angenommen werden: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . .
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b) Seien λ1 ≥ λ2 ≥ . . . die Eigenwerte aus a). Für alle 1 ≤ k ≤ #I gilt
die Charakterisierung

λk = min
V ⊂ R

I Unterraum
mit dimV ≤ k − 1

max
x ∈ R

I mit
‖x‖2 = 1 und x⊥V

〈Ax, x〉 . (C.6)

Beweis zu b). Da 〈Ax, x〉 = 〈Λy, y〉 für y = U�x, kann die Behauptung auch
in der Form

λk = min
W, dimW≤k−1

max
{
〈Λy, y〉 : y ∈ R

I mit ‖y‖2 = 1, y⊥W
}

mit Unterräumen W :=U�V geschrieben werden. Sei W mit dimW ≤ k−1
gegeben. Wir wählen y ∈ R

I mit yi = 0 für alle i > k. Diese y bilden
einen k-dimensionalen Unterraum Y. Da dimW ≤ k − 1, gibt es mindestens
ein 0 = y ∈ Y mit ‖y‖2 = 1, y⊥W. Offenbar gilt 〈Λy, y〉 =

∑k
i=1 λiy

2
i ≥∑k

i=1 λky
2
i ≥ λk. Mit der Wahl W = {w ∈ R

I : wi = 0 : k ≤ i ≤ #I} erhält
man die Gleichheit 〈Λy, y〉 = λk.

C.2 Singulärwertzerlegung von Matrizen

Die Singulärwertzerlegung (Abkürzung: SVD für das englische “singular value
decomposition”) ist die Verallgemeinerung der Diagonalisierung quadratischer
Matrizen. Die hier betrachteten Matrizen dürfen das rechteckige Format R

I×J

besitzen, was den quadratischen Fall I = J einschließt.

Lemma C.2.1 (Singulärwertzerlegung). a) Sei M ∈ R
I×J eine be-

liebige Matrix. Dann gibt es orthogonale Matrizen U ∈ R
I×{1,...,#I} und

V ∈ R
J×{1,...,#J} und eine diagonale Rechtecksmatrix Σ ∈ R

I×I ,

Σ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

σ1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 σ2
. . . 0 0 0

...
. . . . . .

...
...

...
0 . . . 0 σ#I 0 . . . 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

⎛

⎝
Illustration
für den Fall
#I ≤ #J

⎞

⎠ , (C.7a)

mit sogenannten Singulärwerten1 σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σi = Σii ≥ . . . ≥ 0
(1 ≤ i ≤ min{#I,#J}), sodass

M = UΣ V �. (C.7b)

b) Die Spektralnorm von M hat den Wert ‖M‖2 = σ1.
c) Die Frobenius-Norm von M hat den Wert

‖M‖F =

√∑min{#I,#J}

i=1
σ2

i . (C.7c)

1 Für Indizes � > min{#I, #J} werden formal die Singulärwerte als σ	 := 0 defi-
niert.
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Beweis. i) Sei o.B.d.A. #I ≤ #J angenommen und A := MM� ∈ R
I×I ge-

setzt. Als symmetrische und sogar positiv semidefinite Matrix ist A zerlegbar
in A = UDU� (U ∈ R

I×{1,...,#I} orthogonal, D = diag{d1, . . . , d#I}), wobei
die (nichtnegativen) Eigenwerte o.B.d.A. sortiert seien: d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ 0.
Setzen wir σi :=

√
di in (C.7a), so gilt D = ΣΣ�. Für W := M�U =

[w1, . . . , w#I ] ∈ R
J×{1,...,#I} erhält man

D = U�AU = U�MM�U = W�W.

Damit sind die Spalten wi paarweise orthogonal mit 〈wi, wi〉 = di = σ2
i . Die

Matrix V ∈ R
J×{1,...,#J} soll orthogonal sein und

W = V Σ�, d.h. wi = σivi (1 ≤ i ≤ #I)

erfüllen. Sei i∗ := max{i : σi > 0}. Für 1 ≤ i ≤ i∗ ergeben sich die vi eindeutig
als die normierten Vektoren vi := 1

σi
wi. Für i∗ + 1 ≤ i ≤ #I, folgt wi = 0

aus 〈wi, wi〉 = σ2
i , sodass wi = σivi für jede Wahl von vi richtig ist. Wählt

man also {vi : i∗ + 1 ≤ i ≤ #J} als beliebige orthonormale Ergänzung der
{vi : 1 ≤ i ≤ i∗}, erhält man eine orthogonale Matrix V = [v1, . . . , v#I ] , die
W = V Σ� erfüllt. Nach Definition von W ist M = UW� = M = UΣ V �,
was (C.7b) beweist.

ii) Mit Anmerkung C.1.3c folgt ‖M‖2 = ‖Σ‖2 und ‖M‖F = ‖Σ‖F , was
direkt die Teile b), c) beweist.

Korollar C.2.2. ui und vi seien die Spalten von U und V (sie bilden jeweils
ein Orthonormalsystem!). Dann ist M = UΣ V � aus (C.7b) identisch mit

M =
min{#I,#J}∑

i=1

σi ui v
�
i . (C.8)

Lemma C.2.3. a) Seien M,R ∈ R
I×J mit k := Rang(R). Die Singulärwerte

von M bzw. M −R seien als σi(M) bzw. σi(M −R) bezeichnet. Dann gilt2

σi(M −R) ≥ σk+i(M) für alle 1 ≤ i ≤ min{#I,#J}.

b) Sei M = UΣV � die Singulärwertzerlegung von M ∈ R
I×J und

R := UΣkV
� mit (Σk)ij =

{
σi für i = j ≤ min{k,#I,#J},
0 sonst, (C.9a)

(Σk entsteht aus Σ, indem man alle σi = Σii für i > k durch null ersetzt
werden). Der dabei auftretende Fehler ist

‖M −R‖2 = σk+1 bzw. ‖M −R‖F =

√∑min{#I,#J}

i=k+1
σ2

i . (C.9b)

2 Vergleiche Fußnote 1 auf Seite 373.
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Beweis. i) Im Falle k + i ≥ min{#I,#J} mit σk+i(M) = 0 ist nichts zu
beweisen. Sei k + i < min{#I,#J} angenommen.

ii) Zuerst sei der Fall i = 1 untersucht. λk+1(MM�) := σ2
k+1(M) ist der

k + 1-te Eigenwert von A = MM� (vgl. Beweis zu Lemma C.2.1). Gemäß
der Minimierung in (C.6) gilt

σ2
k+1(M) ≤ max

{
〈Ax, x〉 : x ∈ R

I mit ‖x‖2 = 1, x⊥V
}

für einen festen Unterraum V der Dimension ≤ k. Wir wählen
V := Kern(R�)⊥. Da x⊥V zu x ∈ Kern(R�) äquivalent ist, folgt

〈Ax, x〉 =
〈
MM�x, x

〉
=
〈
M�x,M�x

〉
=
〈
(M −R)� x, (M −R)� x

〉

=
〈
(M −R) (M −R)� x, x

〉
.

Anwendung von (C.6) auf den ersten Eigenwert λ1 = λ1((M −R) (M −R)�)
von (M −R) (M −R)� zeigt

max
{
〈Ax, x〉 : x ∈ R

I mit ‖x‖2 = 1, x⊥V
}

= max
{〈

(M −R) (M −R)� x, x
〉

: ‖x‖2 = 1, x⊥V
}

≤ max
{〈

(M −R) (M −R)� x, x
〉

: x ∈ R
I mit ‖x‖2 = 1

}

= λ1((M −R) (M −R)�)

(beim ersten Eigenwert ist x⊥V mit dimV = 0 eine leere Bedingung). Da
wieder λ1((M −R) (M −R)�) = σ2

1(M −R) gilt, ist σ2
k+1(M) ≤ σ2

1(M −R)
beweisen, also Teil a) für i = 1.

iii) Im Falle von i > 1 wird V := Kern(R�)⊥ +W gewählt, wobei W mit
dimW ≤ i− 1 beliebig ist. Analog zu Teil ii) erhält man die Schranke

max
{〈

(M −R) (M −R)� x, x
〉

: x ∈ R
I mit ‖x‖2 = 1, x⊥W

}
.

Minimierung über alle W liefert λi((M −R) (M −R)�) = σ2
i (M −R).

iv) Die Wahl aus (C.9a) eliminiert offenbar die Singulärwerte σ1 bis σk,
sodass σi(M −R) = σk+i(M) für alle i ≥ 1.

Folgerung C.2.4 (beste Rang-k-Matrix) Zu M ∈ R
I×J sei R wie in

(C.9a) konstruiert. Dann ist R die Lösung der beiden Minimierungsaufgaben

min
Rang(R)≤k

‖M −R‖2 und min
Rang(R)≤k

‖M −R‖F , (C.10)

wobei die Minima in (C.9b) angegeben sind. Das minimierende Element R ist
genau dann eindeutig, wenn σk > σk+1.
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Beweis. i) Da ‖M −R′‖2 = σ1(M −R′) und ‖M −R′‖2F =
∑

i>0 σ
2
i (M −R′)

(vgl. Lemma C.2.1b,c), folgt aus Lemma C.2.3a, dass ‖M −R′‖2 ≥ σk+1(M)
und ‖M −R′‖2F ≥

∑
i>k σ

2
i (M) für R′ mit Rang(R′) ≤ k. Da bei R′ = R die

Gleichheit gilt, ist R Lösung der Minimierungsaufgaben.
ii) Im Falle σk = σk+1 erhält man eine andere Singulärwertzerlegung, wenn

man in U und V die k-ten und (k + 1)-ten Spalten vertauscht. Entsprechend
resultiert ein anderes R.

Multiplikation einer Matrix mit einer nichtexpandierenden Matrix kann
die Singulärwerte nur verkleinern:

Lemma C.2.5. Seien M ∈ R
I×J , A ∈ R

I′×I , B ∈ R
J×J ′

mit ‖A‖2 ≤ 1 und
‖B‖2 ≤ 1. Die Singulärwerte von M und M ′ := AMB ∈ R

I′×J ′
seien σk und

σ′
k. Dann gilt3 σ′

k ≤ σk für alle k ≥ 1.

Beweis. Zu M sei R gemäß (C.9a) definiert. Wir setzen R′ := ARB und
schließen aus Folgerung C.2.4, dass σ′

k ≤ ‖M ′ −R′‖2 = ‖A (M −R)B‖2 ≤
‖A‖2 ‖M −R‖2 ‖B‖2 ≤ ‖M −R‖2 = σk.

Die Abbildung, die M ∈ R
I×J in R aus (C.10) abbildet, sei mit R =

T R
k (M) bezeichnet4. Die Abbildung T R

k ist nicht stetig: wird die Komponente
σk+1uk+1v

�
k+1 von M vergrößert, springt T R

k (M) um σk

(
uk+1v

�
k+1 − ukv

�
k

)
.

Offenbar sind Rang-k-Matrizen Fixpunkte von T R
k : T R

k (R) = R für
alle R ∈ R(k, I, J). Von speziellem Interesse ist das Störungsverhalten von
T R

k (R + δ) bei R ∈ R(k, I, J).

Lemma C.2.6. Sei A = R+ δ mit R ∈ R(k, I, J) und δ ∈ R
I×J . Dann gilt 5

∥∥T R
k (R + δ)−R

∥∥
F
≤ 2 ‖δ‖F .

Beweis. Die Bestapproximationseigenschaft lautet
∥∥A− T R

k (A)
∥∥

F
≤

‖A−B‖F für alle B ∈ R(k, I, J). Die Wahl B = R ∈ R(k, I, J) liefert∥∥A− T R
k (A)

∥∥
F
≤ ‖A−R‖F . Mit der Dreiecksungleichung

∥∥T R
k (A)−R

∥∥
F
≤
∥∥T R

k (A)−A
∥∥

F
+ ‖A−R‖F ≤ 2 ‖A−R‖F = 2 ‖δ‖F

folgt die Behauptung.

3 Vergleiche Fußnote 1 auf Seite 373.
4 Falls R nicht eindeutig bestimmt ist, wird eine Lösung ausgesucht.
5 Vielleicht ist der Faktor 2 nicht optimal. Der Faktor kann aber nicht besser

als
√

5/2 = 1.58 . . . sein, wie das folgende Beispiel zeigt (Mitteilung von L.
Grasedyck). Seien k = 2, R = diag{1 − ε, 1/2, 0} für ein ε ∈ (0, 1/2) und
δ = diag{−1/2, 0, 1/2}, sodass A := R + δ = diag{1/2 − ε, 1/2, 1/2}. Offenbar
ist T R

2 (A) = diag{0, 1/2, 1/2} und
∥∥T R

2 (A) − R
∥∥

F
= ‖diag{ε − 1, 0, 1/2}‖F =√

5/4 −O(ε). Da ‖δ‖F = 1/
√

2, folgt für C in
∥∥T R

k (R + δ) − R
∥∥

F
≤ C ‖δ‖F die

Ungleichung C ≥
√

5/2.
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C.3 Hilbert-Räume, L2-Operatoren

Zunächst sei an einige Notationen im Zusammenhang mit Hilbert-Räumen
erinnert (vgl. [67, §6]).

Anmerkung C.3.1. Im Weiteren werden die folgenden Eigenschaften von un-
endlich dimensionalen Hilbert-Räumen benutzt:

a) Zu einem Hilbert-Raum gehört ein Skalarprodukt 〈·, ·〉H : H ×H → R.

b) Die zugehörige Norm ist ‖u‖H :=
√
〈u, u〉H .

c) Eine Menge {ϕν : ν ∈ N} heißt Orthonormalsystem, falls 〈ϕν , ϕμ〉H =
δνμ (Kronecker-Symbol). Es wird (vollständiges) Orthonormalsystem von H
genannt, falls es kein 0 = u ∈ H gibt, sodass 〈u, ϕν〉 = 0 für alle ν ∈ N.

d) Der Dualraum H ′ ist die Menge der Funktionale auf H, d.h. H ′ =
{φ : H → R : φ linear} . Zu u ∈ H gehört das Funktional u∗ ∈ H ′, das über
u∗(v) := 〈v, u〉H definiert ist.

Zu Teilmengen B1 ⊂ R
n1 und B2 ⊂ R

n2 seien L2(B1) und L2(B2) die
Hilbert-Räume der auf Bi quadratintegrierbaren Funktion, d.h. f ∈ L2(Bi)
ist messbar mit dem Skalarprodukt6

〈u, v〉L2(Bi)
=
∫

Bi

u(x)v(x)dx.

Falls Bi eine Oberfläche oder andere Mannigfaltigkeit ist, muss
∫

Bi
. . . dx

entsprechend als Oberflächenintegral gedeutet werden. Die L2-Norm lautet
gemäß Anmerkung C.3.1b

‖f‖L2(Bi)
:=

∫

Bi

|f(x)|2 dx.

Gemäß Anmerkung C.3.1d gehört zu der Funktion u ∈ L2(Bi) das
Funktional u∗, das durch

u∗(v) = 〈u, v〉L2(Bi)
(C.11)

definiert ist.

Definition C.3.2 (Träger eines Funktionals). Sei λ ein Funktional auf
einem Banach7-Raum B über Ω ⊂ R

d. Dann wird Träger(λ), der Träger von
λ, durch

⋂
{X ⊂ Ω : λ(f) hängt für alle f ∈ B nur von f |Ω ab} definiert.

Übung C.3.3. a) Seien u ∈ L2(B) und u∗ durch (C.11) definiert. Dann ist
Träger(u∗) = Träger(u).

b) Sei δx das Dirac-Funktional bei x ∈ Ω. Dann ist Träger(δx) = {x}.
6 Falls die Funktionen vektorwertig sind: u(x), v(x) ∈ V mit Skalarprodukt 〈·, ·〉V ,

ist das Integral
∫

Bi
u(x)v(x)dx durch

∫
Bi

〈u(x), v(x)〉V dx zu ersetzen.
7 Stefan Banach, geboren am 30. März 1892 in Ostrowsko (bei Krakau), gestorben

am 31. August 1945 in Lemberg (Lwow).
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Notation C.3.4 Da wir im Folgenden nur die Hilbert-Räume Hi = L2(Bi)
betrachten8, kann der Index L2(Bi) bei der Norm und dem Skalarprodukt durch
‖·‖2 , 〈·, ·〉2 ersetzt werden oder ganz weggelassen werden.

Ein linearer Operator A : L2(B2) → L2(B1) ist beschränkt, falls es eine
Konstante CA gibt, sodass

‖Av‖ ≤ CA ‖v‖ für alle v ∈ L2(B2) (C.12)

(die Beschränktheit ist mit der Stetigkeit von K : L2(B2) → L2(B1) iden-
tisch). Die Menge der linearen und beschränkten Operatoren von L2(B2) nach
L2(B1) wird durch

L(L2(B2), L2(B1))

bezeichnet. L(L2(B2), L2(B1)) ist Banach-Raum mit der Operatornorm

‖A‖L2(B1)←L2(B2)
= sup{‖Av‖ / ‖v‖ : 0 = v ∈ L2(B2)}
= min{CA : (C.12) gilt mit CA}

für A ∈ L(L2(B2), L2(B1)). Auch hier kürzen wir die Schreibweise ab: Wenn
keine Verwechslung möglich ist, sei

‖·‖2 = ‖·‖L2(B1)←L2(B2)
. (C.13)

Definition C.3.5. Ein Operator K ∈ L(L2(B2), L2(B1)) heißt kompakt,
falls gilt: Die Einheitskugel S := {v ∈ L2(B2) : ‖v‖ ≤ 1} werde durch K in
S′ := KS := {Kv : v ∈ S} ⊂ L2(B1) abgebildet und der Abschluss S′ sei eine
in L2(B1) kompakte Teilmenge (d.h. jede Folge uν ∈ S′ habe eine konvergente
Teilfolge; vgl. [134, §II.3]).

Anmerkung C.3.6. a) Die zu A ∈ L(L2(B2), L2(B1)) adjungierte Abbildung
ist A∗ ∈ L(L2(B1), L2(B2)) und eindeutig durch 〈A∗u, v〉 = 〈u,Av〉 für alle
u ∈ L2(B1), v ∈ L2(B2) definiert.

b) ‖A‖2L2(B1)←L2(B2)
ist maximaler Eigenwert von

A∗A ∈ L(L2(B2), L2(B2))

(ebenso der maximale Eigenwert von AA∗ ∈ L(L2(B1), L2(B1)). Ferner gilt

‖A‖22 = ‖A∗A‖2 = ‖AA∗‖2 . (C.14)

c) Die Aussagen a), b) bleiben gültig, wenn einer der Hilbert-Räume
L2(Bi) durch den n-dimensionalen Hilbert-Raum R

n (versehen mit der Eukli-
dischen Norm) ersetzt wird.

8 Gelegentlich treten (abgeschlossene) Unterräume von L2(B) auf. Ein Beispiel ist
L2

0(B) := {f ∈ L2(B) :
∫

B
fdx = 0}. Dies ändert die Norm aber nicht.
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Definition C.3.7. Gegeben eine Kernfunktion κ(·, ·) : B1 × B2 → R, wird
der zugehörige Integraloperator K durch

(Kv) (x) :=
∫

Bi

κ(x, y)v(y)dy (x ∈ B1) (C.15)

definiert. Falls K für alle v ∈ L2(B1) definiert ist und beschränkt nach L2(B2)
abbildet, gehört K zu L(L2(B2), L2(B1)).

Unter geeigneten Bedingungen an κ(x, y) ist K kompakt (vgl. [68, Satz
3.2.6]).

Übung C.3.8. K ∈ L(L2(B2), L2(B1)) sei mittels κ(x, y) wie in (C.15)
definiert. Man zeige, dass K∗ ∈ L(L2(B1), L2(B2)) in gleicher Weise aus
κ(y, x) (Argumente sind vertauscht!) entsteht.

C.4 Singulärwertzerlegung kompakter Operatoren

C.4.1 Singulärwertzerlegung

Das Hauptresultat dieses Abschnittes ersetzt die endliche Singulärwert-
zerlegung (C.8) durch eine unendliche.

Satz C.4.1. K ∈ L(L2(B2), L2(B1)) sei kompakt. Dann gibt es Singulärwerte
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . mit σν ↘ 0 und Orthonormalsysteme {ϕν : ν ∈ N} und
{ψν : ν ∈ N}, sodass

K =
∞∑

ν=1

σνϕνψ
∗
ν , (C.16)

wobei die Summe im Sinne von

‖K − K(k)‖2 = σk+1 ↘ 0 mit K(k) :=
k∑

ν=1

σνϕνψ
∗
ν (C.17)

konvergiert (zu ψ∗
ν vergleiche man die Anmerkung C.3.1d oder (C.11)).

Beweis. Man setze T := K∗K : L2(B2) → L2(B2). Als Produkt kompak-
ter Operatoren ist T ∈ L(L2(B2), L2(B2)) kompakt. Die Riesz9-Schauder10-
Theorie (vgl. [67, Satz 6.4.12], [68, Satz 1.3.8]) besagt, dass T Eigenwerte λν

besitzt, die sich nur in null häufen: λν → 0. Wegen der Symmetrie existie-
ren auch zugehörige Eigenfunktionen ψν , die sich orthonormal wählen lassen,
9 Frigyes Riesz, geboren am 22. Januar 1880 in Györ, gestorben am 28. Februar

1956 in Budapest (nicht zu verwechseln mit seinem Bruder Marcel, der ebenfalls
Mathematiker war).

10 Juliusz Pawel Schauder, geboren am 21. Sept. 1899 in Lvov (Galizien, Österreich),
gestorben im Sept. 1943 in Lvov.
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sodass ein Orthonormalsystem {ψν : ν ∈ N} definiert ist. Da T positiv semi-
definit ist (〈T u, u〉 ≥ 0 für alle u), folgt λν ≥ 0 für die Eigenwerte, sodass
sich σν := +

√
λν als die nichtnegativen Wurzeln einführen lassen. Schließ-

lich setzen wir ϕν := Kψν/ ‖Kψν‖ = 1
σν
Kψν (die letzte Gleichheit folgt aus

‖Kψν‖2 = 〈Kψν ,Kψν〉 = 〈ψν ,K∗Kψν〉 = 〈ψν , T ψν〉 = λν 〈ψν , ψν〉 = λν). Die
ϕν sind bereits auf eins normiert. Dass sie ein Orthonormalsystem bilden,
folgt aus 〈ϕν , ϕμ〉 = 〈Kψν ,Kψμ〉 = 〈ψν ,K∗Kψμ〉 = λμ 〈ψν , ψμ〉 = 0 für ν = μ.

Neben Kψν = σνϕν (vgl. Definition von ϕν) gilt auch K(k)ψν = σνϕν für
ν ≤ k, da ψ∗

μψν =
〈
ψν , ψ

∗
μ

〉
= δνμ und

(
k∑

μ=1

σμϕμψ
∗
μ

)
ψν =

k∑

μ=1

σμϕμδνμ = σνϕν .

Damit gilt
(
K −K(k)

)
ψν = 0 für ν ≤ k, während

(
K −K(k)

)
ψν = Kψν

für ν > k. Hieraus schließt man, dass
(
K −K(k)

)∗ (K −K(k)
)

die Eigenwerte
σ2

k+1 ≥ σ2
k+2 ≥ . . . besitzt. Die Norm ist nach Anmerkung C.3.6b

‖K − K(k)‖2 = σk+1.

Wegen σν ↘ 0, folgt die Konvergenz.

Die Teilsumme K(k) :=
∑k

ν=1 σνϕνψ
∗
ν ist ein Integraloperator:

Anmerkung C.4.2. a) Sei K(k) :=
∑k

ν=1 σνϕνψ
∗
ν mit ϕν ∈ L2(B1) und

ψν ∈ L2(B2) gegeben (Orthogonalität wird hier nicht benötigt). Dann ist
K(k) der Integraloperator

(
K(k)v

)
(x) =

∫

B2

κ
(k)(x, y)v(y)dy (x ∈ B1) (C.18a)

zur Kernfunktion

κ
(k)(x, y) =

k∑

ν=1

σνϕν(x)ψν(y) (x ∈ B1, y ∈ B2). (C.18b)

b) Die Konvergenz ‖K−K(k)‖2 ↘ 0 aus (C.17) beschreibt eine schwache Form
der Konvergenz von κk gegen

κ(x, y) :=
∞∑

ν=1

σνϕν(x)ψν(y).

Beweis. Folgt aus
((∑k

ν=1 σνϕνψ
∗
ν

)
v
)

(x) =
∑k

ν=1 σνϕν(x) · ψ∗
ν(v) =

∑k
ν=1 σνϕν(x)

∫
B2

ψν(y)v(y)dy =
∫

B2

∑k
ν=1 σνϕν(x)ψν(y)v(y)dy.

Aus (C.17) sieht man, dass die Konvergenzgeschwindigkeit durch die Null-
folge (σk)k∈N

festgelegt ist. Die Voraussetzung “K ist kompakt” ist äquivalent
zur schwächsten Annahme, dass (σk)k∈N

überhaupt eine Nullfolge ist, wie das
folgende Lemma zeigt.
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Lemma C.4.3. Sei K mittels (C.16) mit Orthonormalsystemen {ϕν : ν ∈ N},
{ψν : ν ∈ N} definiert. Dann ist die Eigenschaft σν → 0 hinreichend und
notwendig für die Kompaktheit von K ∈ L(L2(B2), L2(B1)).

Beweis. Satz C.4.1 zeigt, dass σν → 0 notwendig ist. Wird umgekehrt
σν → 0 vorausgesetzt, folgt ‖K − K(k)‖2 → 0. Da K(k) ein k-dimensionales
und damit endlich-dimensionales Bild besitzt, ist K(k) kompakt. Da Grenz-
werte kompakter Operatoren wieder kompakt sind, ist die Kompaktheit von
K = limk→∞K(k) beweisen. Also ist σν → 0 auch hinreichend.

C.4.2 Hilbert-Schmidt-Operatoren

Die Frobenius-Norm für Matrizen hat ihre Entsprechung für Integral-
operatoren, wobei wir die Notation ‖·‖F direkt übernehmen:

Definition C.4.4. Ein Integraloperator (C.15) heißt Hilbert-Schmidt-
Operator, falls die Kernfunktion κ zu einer endlichen Norm

‖K‖F :=

√∫

B2

∫

B1

|κ(x, y)|2 dxdy (C.19)

führt, d.h. κ ∈ L2(B1 ×B2).

Indem man die L2-Orthonormalität der Funktionen ϕν bzw. ψν verwendet,
gelangt man zu

Anmerkung C.4.5. a) Seien Hi = L2(Bi) (i = 1, 2) und K,K(k) durch (C.16)
bzw. (C.17) definiert. Dann gilt

‖K‖F =
√∑∞

ν=1 σ
2
ν ,

∥∥K(k)
∥∥

F
=
√∑k

ν=1 σ
2
ν ,

∥∥K −K(k)
∥∥

F
=
√∑∞

ν=k+1 σ
2
ν .

(C.20)

b) Aus ‖K‖F < ∞ folgt, dass σν mindestens mit der Ordnung σν =
o(1/

√
ν) gegen null konvergiert.

c) Es gilt stets ‖·‖2 ≤ ‖·‖F . Die Normen
∥∥K −K(k)

∥∥
2

und
∥∥K −K(k)

∥∥
F

stimmen in ihrer Größenordnung umso besser überein, je schneller σν gegen
null geht. Falls zum Beispiel das Quotientenkriterium σν+1/σν ≤ q < 1 zu-
trifft, folgert man

√√√√
∞∑

ν=k+1

σ2
ν ≤ σk+1

√√√√
∞∑

ν=0

q2ν = σk+1/
√

1− q2,

sodass
∥∥K −K(k)

∥∥
2
≤
∥∥K −K(k)

∥∥
F
≤
∥∥K −K(k)

∥∥
2
/
√

1− q2.
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Bei Hilbert-Schmidt-Operatoren wird die Operatornorm mittels der Kern-
funktion ausgedrückt. Dies erlaubt, die Approximation von κ(x, y) durch
κ

(k)(x, y) direkt auf der Ebene der Funktionen zu formulieren. Die rechte
Seite in (C.19) ist die L2(B1 × B2)-Norm von κ. (C.20) ist daher äquivalent
zu

‖κ‖L2(B1×B2)
=
√∑∞

ν=1 σ
2
ν ,

∥∥κ
(k)

∥∥
L2(B1×B2)

=
√∑k

ν=1 σ
2
ν ,

∥∥κ − κ
(k)

∥∥
L2(B1×B2)

=
√∑∞

ν=k+1 σ
2
ν .

In Analogie zu Satz 2.4.1 gilt auch hier die Optimalität von K(k):

Satz C.4.6 (Bestapproximation). Sei κ̃
(k)(x, y) =

∑k
ν=1 ϕ

(k)
ν (x)ψ(k)

ν (y)
mit ϕ

(k)
ν ∈ L2(B1), ψ

(k)
ν ∈ L2(B2) eine beliebige Summe von k separablen

Termen; der erzeugte Operator sei K̃(k). Dann gilt

‖K − K̃(k)‖2 ≥ σk+1,

wobei σν die Singulärwerte von K sind. Falls κ(x, y) und κ
(k)(x, y) zu

L2(B1 ×B2) gehören, gilt zudem

‖κ − κ
(k)‖L2(B1×B2) ≥

√√√√
∞∑

ν=k+1

σ2
ν .

Beweis. Um Satz 2.4.1 anzuwenden, bietet sich der folgende Übergang zu
endlich-dimensionalen Aufgaben an.

Sei Pn : L2(B1) → Un := span{ϕ1, . . . , ϕn} ⊂ L2(B1) die orthogonale
Projektion auf Un. Entsprechend sei

Qn : L2(B2) → Vn := span{ψ1, . . . , ψn} ⊂ L2(B2)

die orthogonale Projektion auf Vn. Anstelle von K und K̃(k) betrachten wir
Kn := PnKQn und K̃(k)

n := PnK̃(k)Qn. Man überzeugt sich schnell von den
folgenden Aussagen:

i) Zu Kn gehört die Kernfunktion κn aus Korollar C.5.7.
ii) K̃(k)

n wird von der Kernfunktion κ̃
(k)
n erzeugt:

κ̃
(k)
n (x, y) =

k∑

ν=1

(
Pnϕ

(k)
ν

)
(x)

(
Qnψ

(k)
ν

)
(y).

iii) Kn, K̃(k)
n sind lineare Abbildungen in n-dimensionalen Vektorräumen.

Zu den Basen (ϕ1, . . . , ϕn) bzw. (ψ1, . . . , ψn) gehören die Matrizen Kn, K̃
(k)
n .

Nach i) ist Kn = diag{σ1, . . . , σn}, d.h. σ1, . . . , σn sind auch die diskreten
Singulärwerte. Da Rang(K̃(k)

n ) ≤ dimBild (K̃(k)) ≤ k, liefert Satz 2.4.1 die
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Aussagen ‖Kn − K̃
(k)
n ‖2 ≥ σk+1 (k < n) und ‖Kn − K̃

(k)
n ‖F ≥

√∑n
i=k+1 σ

2
i .

Die Orthonormalität der ϕ- und ψ-Basen zeigt ‖Kn− K̃
(k)
n ‖2 = ‖Kn−K̃(k)

n ‖2
und ‖Kn − K̃

(k)
n ‖F = ‖κn − κ̃

(k)
n ‖L2(B1×B2).

iv) Für n → ∞ gelten die Grenzübergänge Kn → K, K̃(k)
n → K̃(k) in

L(L2(B2), L2(B1)) und κn → κ, κ̃
(k)
n → κ̃

(k) in L2(B1×B2). Damit folgt die
Aussage des Satzes.

C.5 Abbildungen zu Galerkin-Unterräumen

C.5.1 Orthogonale Projektion

Der in §1.5.1 eingeführte Hilbert-Raum V ist im allgemeinen mit einer Norm
‖·‖V versehen, die stärker als die L2-Norm ist. Wir können aber von

V ⊂ L2(B)

für einen geeigneten Bereich B ⊂ R
d ausgehen11. Es ist vorausgesetzt, dass

(V, ‖·‖V ) stetig in L2(B) eingebettet ist (vgl. [67, (6.1.5)]).
Π ∈ L(L2(B), L2(B)) ist eine Projektion, falls Π2 = Π. Ferner ist Π ist

eine orthogonale Projektion, falls überdies Π selbstadjungiert ist: Π = Π∗.
Die orthogonale Projektion auf einen Unterraum W ist durch

inf{‖u− v‖2 : v ∈W} = ‖u−Πu‖2 für alle u ∈ L2(B).

charakterisiert, was Bild(Π) = W impliziert. Wenn Bild(Π) = {0}, gilt für
die Operatornorm

‖Π‖2 = 1. (C.21)

C.5.2 Unterraumbasis, Prolongation, Restriktion, Massematrix

Ein n-dimensionaler Unterraum Vn ⊂ V (“Finite-Element-Unterraum” bzw.
“Rand-Element-Unterraum”) sei mittels seiner Basis gegeben:

Vn = span{φj : j ∈ I} ⊂ V, (C.22)

wobei n = #I. Funktionen aus Vn werden in der Form v =
∑

j vjφj darge-
stellt. Dies definiert die “Prolongation”

P : R
I → Vn, v = (vj)j∈I �→ v =

∑

j∈I

vjφj .

11 Im Falle vektorwertiger Differentialgleichungen wäre L2(B) durch
(
L2(B)

)m

zu ersetzen. Die nachfolgenden Ausführungen bleiben richtig, wenn das Skalar-
produkt 〈f, g〉 =

∫
B

fgdx durch
∫

B
〈f, g〉

Rm dx ersetzt wird.
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Da P : R
I → Vn eine Bijektion ist, gibt es Schranken 0 < c1 ≤ c2 mit

c1 ‖v‖2 ≤ ‖Pv‖2 ≤ c2 ‖v‖2 für alle v ∈ R
I (C.23)

(man beachte ‖v‖2 = ‖v‖
RI und ‖Pv‖2 = ‖Pv‖L2(B)).

Die Adjungierte (“Restriktion”)

R := P ∗ : Vn → R
I (C.24)

hat die konkrete Darstellung

Rv = w mit w = (wj)j∈I , wj =
∫

B

v(x)φj(x)dx

(vgl. Anmerkung 1.5.2).

Lemma C.5.1. a) Das Produkt M := RP ist die Gramsche Matrix

M ∈ R
I×I , Mij =

∫

B

φi(x)φj(x)dx, (C.25)

und wird im Finite-Element-Zusammenhang auch Massematrix genannt. M
ist positiv definit, sodass M1/2 definiert ist.

b) Die Norm ‖P‖2 = ‖R‖2 = ‖M‖1/2
2 = ‖M1/2‖2 ist die kleinstmögliche

Konstante c2 in (C.23), d.h. c22 kann in (C.23) durch den größten Eigenwert
von M ersetzt werden.

c) Die größtmögliche Konstante c1 in (C.23) ist

‖M−1‖−1/2
2 = ‖M−1/2‖−1

2 ,

d.h. c21 kann in (C.23) durch den kleinsten Eigenwert von M ersetzt werden.
d) Die orthogonale Projektion Π auf Vn ist gegeben durch

Π = RM−1P. (C.26)

Im Allgemeinen sind die Konstanten c1, c2 aus (C.23) h-abhängig. Wenn B
eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist und die Träger der Basisfunktion φj

den Durchmesser O(h) besitzen, gilt offenbar Mij = O(hd), vorausgesetzt die
Basisfunktionen sind wie üblich durch ‖φj‖∞ = O(1) skaliert (eine Skalierung
‖φj‖∞ = O(h−d/2) würde Mij = O(1) nach sich ziehen). Die Standardwahl

‖v‖2 =
√∑

j |vj |2 der Euklidischen Norm in R
n führt dann auf

c1, c2 = O(hd/2). (C.27)

Eine alternative Wahl der Norm ist

‖v‖2 := hd/2

√∑
j
|vj |2 .
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Sie führt indirekt die obige Skalierung ein. Entsprechend liefert sie h-
unabhängige Schranken c1, c2 in (C.23). Die Normänderung des Pivotraumes
R

n ändert aber auch die Definition der Adjungierten R = P ∗. In der neuen
Norm entspricht P ∗ dem Ausdruck h−dP ∗ in der alten Fassung. Folglich gilt
jetzt nicht mehr M = RP, sondern M = h−dRP. Wegen dieser Komplika-
tionen werden wir stets die klassische Euklidische Norm ‖v‖2 =

√∑
j |vj |2

verwenden.
Man beachte aber, dass sich die h-Abhängigkeit in (C.27) bei gleichmäßiger

Schrittweite herauskürzt, wenn man den Quotienten c2/c1 betrachtet, der als
die Kondition der Matrix M1/2 interpretierbar ist (vgl. Lemma C.5.1b,c).

C.5.3 Norm ||| · |||

Da die Finite-Element-Koeffizienten u ∈ R
I nur Mittel zum Zweck der Dar-

stellung der Funktion Pu =
∑

j∈I ujφj sind, ist es naheliegend, die Norm

|||u||| := ‖Pu‖L2(B) = ‖M1/2u‖2 (C.28)

zu definieren. Die letzte Gleichheit ist Gegenstand des folgenden Lemmas.

Lemma C.5.2. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen der L2(B)-
Norm und der diskreten Norm:

‖Pv‖L2(B) = ‖M1/2v‖2 für alle v ∈ R
I . (C.29a)

Für alle Matrizen X ∈ R
I×I gelten die Identitäten

‖PX‖L2(B)←RI = ‖M1/2X‖2, (C.29b)

‖XR‖
RI←L2(B) = ‖XM1/2‖2, (C.29c)

‖PXR‖L2(B)←L2(B) = ‖M1/2XM1/2‖2. (C.29d)

Dabei bezeichnet R
I z.B. in ‖·‖L2(B)←RI den V aum R

I versehen mit der Eukli-
dischen Norm ‖·‖2 .

Beweis. a) ‖Pv‖2L2(B) = (Pv, Pv)L2(B) =
R=P∗

(RPv,v)
RI = (Mv,v)

RI =
(
M1/2v,M1/2v

)
RI = ‖M1/2X‖22 beweist (C.29a).

b) Nach Definition der Operatornorm ist

‖PX‖L2(B)←RI = sup
v∈RI\{0}

‖PXv‖L2(B) /‖v‖2

=
(C.29a)

sup
v∈RI\{0}

‖M1/2Xv‖2/‖v‖2 = ‖M1/2X‖2.

c) Man wende (C.29b) auf X� statt X an:
∥∥PX�∥∥

L2(B)←RI =

‖M1/2X�‖2. Der zu PX� : R
I → L2(B) adjungierte Operator ist XR
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und hat die gleiche Norm:
∥∥PX�∥∥

L2(B)←RI = ‖XR‖
RI←L2(B) . Analog gilt

‖M1/2X�‖2 = ‖XM1/2‖2, sodass (C.29c) folgt.
d) Die Identitäten

‖PXR‖L2(B)←L2(B) = sup
f∈L2(B)\{0}

‖PXRf‖L2(B) /‖f‖L2(B)

=
(C.29a) mit v=XRf

sup
f∈L2(B)\{0}

‖M1/2XRf‖L2(B)

‖f‖L2(B)
= ‖M1/2XR‖RI←L2(B)

zeigt man wie in Teil b).
VI =

(
R

I , ||| · |||
)

sei der V aum R
I mit der Norm ||| · ||| und dem Skalar-

produkt 〈u,v〉VI
= (Mu,v) . Hier bedeute (·, ·) das übliche Euklidische

Skalarprodukt.
Die zu ||| · ||| duale Norm ist

|||v|||′ := ‖M−1/2v‖2, (C.30)

da |||v|||′ = sup{|(u,v)| /|||u||| : u = 0}. Die Dualnorm liefert den dualen V aum

V ′
I =

(
R

I , ||| · |||′
)
.

Wenn der Bezug zur Indexmenge I deutlich gemacht werden soll, wird im
Folgenden MI statt M für die Massematrix aus (C.25) geschrieben. Falls die
Norm ||| · ||| zu mehreren Indexmengen auftritt, wird der Index mit angegeben:
||| · |||I .

Anmerkung C.5.3. Jede Matrix A ∈ R
I×J kann als lineare Abbildung von VJ

nach V ′
I angesehen werden. Die zugehörige Operatornorm ist

|||A||| := ‖M−1/2
I AM

−1/2
J ‖2. (C.31a)

Ferner gilt

|||A||| = sup
u,v 
=0

|(Au,v)|
|||u||||||v||| . (C.31b)

Beweis. a) Die Definition der Operatornorm ist |||A||| = supu 
=0

{
|||Au|||′/|||u|||

}

mit

|||Au|||′

|||u||| =
‖M−1/2

I Au‖2
‖M1/2

J u‖2
=
‖M−1/2

I AM
−1/2
J v‖2

‖v‖2
für v = M

1/2
J u.

Das Supremum über den letzten Ausdruck liefert ‖M−1/2
I AM

−1/2
J ‖2.

b) Das Supremum in (C.31b) über v definiert die Dualnorm |||Au|||′/|||u|||.
Der Rest folgt aus der Operatornorm-Charakterisierung in Teil a).

Für Matrixblöcke A|b ∈ R
τ×σ mit b = τ × σ sind die zugehörigen Masse-

matrizen Mτ bzw. Mσ zu verwenden:
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|||A|b||| = ‖M−1/2
τ A|bM1/2

σ ‖2. (C.31c)

Es sei darauf hingewiesen, dass Mτ die Beschränkung von MI auf τ × τ ist:

Mτ = MI |τ×τ .

Sei π ⊂ T (I) eine Partition von I (vgl. Definition 1.3.2). Für die Euklidi-
sche Norm gilt die Gleichheit

‖u‖22 =
∑

τ∈π

‖u|τ‖22 für alle u ∈ R
I .

Für die Norm ||| · ||| aus (C.28) trifft die Gleichheit im Allgemeinen nicht
zu. Stattdessen wird die Äquivalenz dieser Ausdrücke verlangt: Es gebe eine
Konstante C, sodass

1
C
|||u|||2I ≤

∑

τ∈π

|||u|τ |||2τ ≤ C|||u|||2I für alle u ∈ R
I . (C.32a)

Mit der Blockdiagonalmatrix Dπ := diag{Mτ : τ ∈ π} ist (C.32) gleich-
bedeutend mit den Ungleichungen12 1

CMI ≤ Dπ ≤ CMI . Diese beidseitige
Abschätzung wird auch als Spektraläquivalenz bezeichnet und als MI ∼ Dπ

geschrieben.
Eine spezielle Partition ist π = {{i} : i ∈ I} . In diesem Fall ist Dπ eine

echte Diagonalmatrix mit den Diagonaleinträgen Dπ,ii = M{i} = ‖φi‖2L2(B) .

Sie kann auch als Dπ = diag{MI,ii : i ∈ I} geschrieben werden, wobei letzteres
der Diagonalanteil von MI ist. Ungleichung (C.32) wird dann zu

MI ∼ diag{MI,ii : i ∈ I} (C.32b)

und bedeutet, dass ||| · ||| zu einer mit diag{MI,ii : i ∈ I} gewichteten Eukli-
dischen Norm äquivalent ist.

Im Falle unendlicher Basen ist (C.32b) die charakterisierende Eigenschaft
einer (mit diag{MI,ii : i ∈ I} gewichteten) Riesz-Basis.

Anmerkung C.5.4. a) Aus (C.32b) folgt (C.32a) für jede andere Partition π
von I.

b) Sei π ⊂ T (I). Zu σ ∈ T (I) sei πσ := {σ ∩ τ : τ ∈ π} \{∅} definiert.
Dann ist πσ ⊂ T (I) eine Partition von σ, und (C.32a) überträgt sich mit der
gleichen Konstanten auf σ:

1
C
|||u|||2σ ≤

∑

τ∈πσ

|||u|τ |||2τ ≤ C|||u|||2σ für alle u ∈ R
σ. (C.32c)

12 A ≤ B gilt für zwei symmetrische Matrizen, falls (Au,u) ≤ (Bu,u) für alle u.
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Beweis. Zu b) Beschränkt man die Ungleichungen (C.32a) auf u ∈ R
I mit

ui = 0 für i /∈ σ, so sind sie zu (C.32c) äquivalent.
Zu a) Die Aussage von Teil b) auf (C.32b) angewandt liefert Mτ ∼

diag{MI,ii : i ∈ τ} für alle τ ∈ π. Setzt man beide Seiten zu einer
I × I-(Block-)Diagonalmatrix zusammen, so folgt (mit unveränderter Kon-
stante) Dπ = diag{Mτ : τ ∈ π} ∼ diag{MI,ii : i ∈ I}, was mit (C.32a)
übereinstimmt.

In [34, Remark 3.3] findet sich das folgende Resultat13:

Lemma C.5.5. {φi : i ∈ I} sei die stückweise konstante oder lineare Finite-
Element-Basis mit φi(xi) = 1 zu einer formregulären Triangulation. Dann gilt
die Normäquivalenz (C.32b).

C.5.4 Bilinearformen, Diskretisierung

In (1.20a) und (1.26) wurde die Variationsformulierung “u ∈ V gesucht mit
a(u, v) = f(v) für alle v ∈ V ” eingeführt, wobei a(·, ·) : V × V → R eine
beschränkte Bilinearform ist. Zu jeder derartiger Bilinearform gehört ein
Operator A : V → V ′, sodass a(u, v) = 〈Au, v〉V ′×V .

Die Diskretisierung lautete in (1.21): “Gesucht ist un ∈ Vn mit a(un, v) =
f(v) für alle v ∈ Vn”. Indem man un = Pu und v = Pv mit u,v ∈ R

n

einführt, ist die Galerkin-Diskretisierung äquivalent zum Gleichungssystem

Au = f mit A = RAP, f = Rf und Aij = a(φj , φi) (C.33)

(vgl. (1.33a) mit R = Λ1, P = R∗ = Λ∗
2).

Lemma C.5.6. In der Galerkin-Diskretisierung besteht zwischen A und A
der Zusammenhang

PM−1AM−1R = Π AΠ =: An (Π aus (C.26)). (C.34)

Beweis. Multiplikation von A = RAP aus (C.33) mit PM−1 von links und
M−1R von rechts zeigt (C.34) wegen (C.26).

Korollar C.5.7. Wenn die Darstellung (C.16) gilt, folgt

Kn := Π KΠ =
∞∑

ν=1

σν (Πϕν) (Πψν)∗ ,

d.h. Kn hat die Kernfunktion κn(x, y) :=
∑∞

ν=1 σν (Πϕν) (x) (Πψν) (y).

13 In [34] wird im d-dimensionale Fall die Diagonalmatrix D := diag{hd
i : i ∈ I}

anstelle von diag{MI} verwendet. Dabei ist hi die Gitterweite beim Knotenpunkt
xi. Da D ∼ diag{MI} , ist die Aussage des Lemmas identisch.
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Eine Familie von Diskretisierungen {An}n∈N′ für eine Teilmenge N
′ ⊂ N

heißt stabil, falls

sup
n
‖A−1

n ‖Vn←V ′
n
<∞ (Vn ist mit der Norm von V versehen)

(vgl. [71, §6.4]).
Die Ritz-Projektion QRitz : V → Vn ist die Abbildung, die der Lösung

u ∈ V von (1.20a) die diskrete Galerkin-Lösung un ∈ Vn (1.21) zuordnet. Die
explizite Darstellung lautet

QRitz = PA−1RA .

Wenn die Abhängigkeit von n ausgedrückt werden soll, schreiben wir auch
QRitz,n.

Wenn {Vn}n∈N′ eine Familie von Unterräumen Vn ⊂ V ist, Stabilität vor-
liegt und

lim
n→∞

dist(u, Vn) = 0 für alle u ∈ V (C.35)

(dist(u, Vn) := infv∈Vn
‖u− v‖V ) gilt, erhält man Konvergenz un → u. Aller-

dings kann diese Konvergenz beliebig langsam sein. Eine Aussage der Form
‖I −QRitz,n‖V ←V → 0 ist hieraus nicht ableitbar.

Die üblichen Konvergenzaussagen verlangen, dass die Lösung u in
einem “besseren” Raum W ⊂ V liegt, um dann eine Konvergenzordnung
‖I −QRitz,n‖V ←W ≤ O(n−α) für geeignetes α nachzuweisen. Im Falle von
V = H1(Ω) bzw. H1

0 (Ω) kann zum Beispiel W = H1+ε(Ω) ∩ V für ein
ε > 0 gewählt werden. Zum Nachweis von u ∈ W braucht man geeignete
Regularitätsaussagen, die eine entsprechende Glattheit der Koeffizienten des
Differentialoperators erfordern (vgl. Hackbusch [67, §9]).

Aber auch ohne Regularitätsannahmen lässt sich eine Aussage der Form
‖I −QRitz,n‖ → 0 nachweisen:

Lemma C.5.8. Die Bilinearform a : V × V → R sei beschränkt, die Unter-
räume Vn ⊂ V erfüllen (C.35), die Diskretisierung {An}n∈N′ sei stabil und
die Einbettung V ↪→ L2(Ω) sei stetig, dicht und kompakt. Dann gilt

‖A−1 − PA−1R‖L2(Ω)←L2(Ω) ≤ εn mit εn → 0 für n→∞.

Die Aussage kann auch als ‖ (I −QRitz,n)u‖L2(Ω) ≤ εn‖f‖L2(Ω) mit Au = f
formuliert werden.

Beweis. a) Wegen der Einbettungseigenschaft von V ↪→ L2(Ω) ist auch
L2(Ω) ↪→ V ′ eine stetige, dichte und kompakte Einbettung (vgl. Hackbusch
[67, Lemmata 6.3.9 und 6.4.5b]).

b) Sei en(u) := (I −QRitz,n)u für u ∈ V. Das Cea-Lemma zeigt
‖en(u)‖V ≤ C1 dist(u, Vn) (vgl. Hackbusch [67, Satz 8.2.1]). Mit (C.35) und
Teil a) folgt somit auch ‖en(u)‖L2(Ω) → 0 für alle u ∈ V.
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c) Die Stabilität von {An}n∈N′ zusammen mit (C.35) beweist A−1 ∈
L(V ′, V ) (vgl. Hackbusch [67, Satz 8.2.2]).

d) Sei U := {A−1f ∈ V : ‖f‖L2(Ω) ≤ 1} definiert. Wenn E : L2(Ω) ↪→ V ′

die Einbettung bezeichnet, ist U das Bild der Einheitskugel

{f ∈ L2(Ω) : ‖f‖L2(Ω) ≤ 1}

unter der Abbildung A−1E. Da A−1 beschränkt (vgl. Teil c) und E kompakt
ist (vgl. Teil a), ist U eine präkompakte Teilmenge von V.

e) Wir wollen nun die gleichmäßige Konvergenz

εn := sup{‖en(u)‖L2(Ω) : u ∈ U} → 0

zeigen. Zum indirekten Beweis sei angenommen, dass η > 0 und eine Folge
u(n) ∈ U existieren, sodass

‖en(u(n))‖L2(Ω) ≥ η > 0 für alle n ∈ N
′.

Wegen der Präkompaktheit von U gibt es daher eine Teilfolge u(n) ∈ U mit
u(n) → u∗ ∈ V für n = nk → ∞. Da en(u(n)) = en(u(n) − u∗) + eP

h (u∗),
folgt ‖en(u(n))‖L2(Ω) ≤ ‖en(u(n)− u∗)‖L2(Ω) + ‖en(u∗)‖L2(Ω). Für den ersten
Summanden verwendet man

‖en(u(n) − u∗)‖L2(Ω) ≤ C0‖en(u(n) − u∗)‖V ≤ C0C1 dist(u(n) − u∗, Vn)

≤ C0C1‖u(n) − u∗‖V → 0,

für den zweiten ‖en(u∗)‖L2(Ω) ≤ C0‖en(u∗)‖V ≤ C0C1 dist(u∗, Vn) → 0.
Damit ist der Widerspruch ‖en(u(n))‖L2(Ω) → 0 aufgedeckt.
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Sinc-Interpolation und -Quadratur

Wir folgen hier weitgehend den Darstellungen der Monographie von Stenger
[128].

D.1 Elementare Funktionen

Die folgende Abschätzung der Exponentialfunktion wird häufig verwendet
werden:

ex ≥ 1 + x für alle x ∈ R. (D.1)

Weiterhin sei an die Hyperbelfunktionen erinnert:

sinh(x) =
ex − e−x

2
, cosh(x) =

ex + e−x

2
, (D.2)

die ganze Funktionen sind, d.h. in C holomorph sind. Die Umkehrfunktionen
sind die Area-Funktionen, die auch durch den natürlichen Logarithmus aus-
gedrückt werden können:

arsinh(y) = log
(
y +

√
y2 + 1

)
, arcosh(y) = log

(
y +

√
y2 − 1

)
. (D.3)

Übung D.1.1. Man zeige: a) y = sinh(x) ⇔ x = arsinh(y) für alle y ∈ R

(damit auch für alle x ∈ R).
b) y = cosh(x) ⇔ x = arcosh(y) für alle y ≥ 1 (und damit für alle x ≥ 0).
c) cosh(x + iy) = cosh(x) cos(y) + i sinh(x) sin(y), sinh(x + iy) =

sinh(x) cos(y) + i cosh(x) sin(y) für x, y ∈ R.
d) sin (x+ iy) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y) für x, y ∈ R.

e) Die Ungleichungen |sin (x+ iy)|2 ≥ sinh2(y), |sinh (x+ iy)|2 ≥ sinh2(x)
und |cosh (x+ iy)|2 ≥ sinh2(x) gelten für x, y ∈ R.

Die Sinc-Funktion

sinc(x) :=
sin (πx)
πx

(D.4)
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ist die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion χ = χ[−π,π]:

χ̂(ξ) =
1
2π

∫ ∞

−∞
χ(x)e−ixξdx =

1
2π

∫ π

−π

e−ixξdx = sinc(ξ).

D.2 Interpolation

Zunächst wird die Interpolation definiert und es werden Konvergenzsätze for-
muliert. In §D.3 wird erklärt, wie hieraus eine separable Entwicklung folgt.
Außerdem wird gezeigt, wie die Funktionen umgestaltet werden, damit sie den
Voraussetzungen genügen.

D.2.1 Definitionen

Wir führen eine Schrittweite h > 0 ein und definieren die skalierten und
verschobenen Sinc-Funktionen:

S(k, h)(x) := sinc
(
x

h
− k

)
=

sin [π (x− kh) /h]
π (x− kh) /h

(h > 0, k ∈ Z). (D.5)

Man beachte, dass S(k, h) eine Funktion in x ist und k, h zwei Parameter
darstellen.

Übung D.2.1. Man zeige: a) S(k, h) ist eine ganze Funktion.
b) Es gilt S(k, h)(�h) = δk,� (Kronecker-Symbol) für alle � ∈ Z .
c) Die Funktionen S(k, h) sind orthonormal:

∫
R
S(k, h)(x)S(�, h)(x) dx =

δk,� für alle k, � ∈ Z .

Wegen der Eigenschaft b) in Übung D.2.1 können die S(k, h) als Lagrange-
Funktionen zu den unendlichen vielen Stützstellen {kh : k ∈ Z} angesehen
werden. Dies führt zur

Definition D.2.2 (Sinc-Interpolation). Seien f ∈ C(R) und N ∈ N0. Die
Interpolierende in den 2N + 1 Punkten {kh : k ∈ Z, |k| ≤ N} wird mit

CN (f, h) :=
N∑

k=−N

f(kh)S(k, h) (D.6a)

bezeichnet. Falls der Grenzwert für N →∞ existiert, schreiben wir

C(f, h) :=
∞∑

k=−∞
f(kh)S(k, h). (D.6b)

Die zugehörigen Interpolationsfehler sind

EN (f, h) := f − CN (f, h), E(f, h) := f − C(f, h). (D.6c)



D.2 Interpolation 393

Für Funktionen f mit sehr starken Analytizitätsbedingungen stimmen f
und die Interpolierende C(f, h) überein (vgl. [128, (1.10.3)]). Im Allgemeinen
bleibt aber ein Fehler E(f, h), der in Satz D.2.5 abgeschätzt wird. Die Ge-
schwindigkeit, mit der f(x) für R & x → ±∞ gegen null fällt, erlaubt eine
Fehlerabschätzung von C(f, h) − CN (f, h) (vgl. Lemma D.2.7), sodass insge-
samt EN (f, h) abgeschätzt werden kann.

Anders als in der Definition D.2.2 soll f nicht nur auf R definiert sein,
sondern muss sich analytisch fortsetzen lassen. Die zugehörigen Funktions-
mengen werden charakterisiert in

Definition D.2.3. Sei D ⊂ C ein Gebiet.
a) Hol(D) := {f : f ist holomorph in D}.
b) Sei D′ ⊂ D beschränkt mit ∂D′ ⊂ D. Falls der Grenzwert von∫

∂D′ |f(z)| |dz| für D′ → D existiert, wird dieser mit

N(f,D) =
∫

∂D

|f(z)| |dz| (D.7)

bezeichnet.
c) H1(D) := {f ∈ Hol(D) : N(f,D) <∞}.

D.2.2 Stabilität der Sinc-Interpolation

Wie in (B.18) interessiert die Abschätzung

‖CN (f, h)‖∞ ≤ Cstab(N) ‖f‖∞ für alle f ∈ C(R). (D.8a)

Die folgende Abschätzung findet sich in [128, Seite 142].

Lemma D.2.4. Die Stabilitätskonstante in (D.8a) lautet

Cstab(N) = max
x∈R

N∑

k=−N

|S(k, h)(x)| ≤ 2
π

(
3
2

+ γ + log(N + 1)
)

≤ 2
π

(3 + log(N)) ,

wobei γ = 0.577 . . . die Eulersche1 Konstante ist.

Die Stabilitätskonstante 1 erhält man bezüglich der L2-Norm:

‖CN (f, h)‖L2(R) ≤
√∑

|k|≤N
|f(kh)|2 für alle f ∈ C(R), (D.8b)

wobei auf der rechten Seite die diskrete �2-Norm verwendet wird (vgl. Übung
D.2.1c).
1 Leonhard Euler, geboren am 15. April 1707 in Basel, gestorben am 18. September

1783 in St. Petersburg.
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D.2.3 Abschätzungen im Streifen Dd

Im Weiteren verwenden wir den offenen achsenparallelen Streifen mit Ima-
ginärteil < d:

Dd := {z = x+ iy ∈ C : x ∈ R, −d < y < d} (d > 0). (D.9)

Für D = Dd kann man D′ = D′
d,n = {z = x+ iy : |x| < n, |y| < d− 1

n} →
Dd (n → ∞) in Definition D.2.3b wählen. Damit muss insbesondere∫ d

−d
|f(x+ iy)|dy → 0 für |x| → ∞ gelten. Die Integrale

∫
∂Dd

. . . dz bzw.∫
∂Dd

|. . .| |dz| stellen damit die folgenden Grenzwerte dar:

∫

∂Dd

F (z)dz = limδ↗d

∞∫
−∞

{F (x− iδ)− F (x+ iδ)} dx,

∫

∂Dd

|F (z)| |dz| = limδ↗d

∞∫
−∞

{|F (x− iδ)|+ |F (x+ iδ)|}dx.
(D.10)

Der Interpolationsfehler lässt sich dank des Residuensatzes wie folgt dar-
stellen (vgl. [128, Thm 3.1.2]):

Satz D.2.5 (Interpolationsfehler). Seien d > 0 und f ∈ H1(Dd). Dann
gilt

E(f, h)(z) =
sin(πz/h)

2πi

∫

∂Dd

f(ζ)
(ζ − z) sin (πζ/h)

dζ für alle z ∈ Dd. (D.11)

Die Integration
∫

∂Dd
kann durch

∫
∂D

für jedes D mit R ⊂ D ⊂ Dd ersetzt
werden. Der Fehler E(f, h) kann in der Supremumsnorm

‖E(f, h)‖∞ := sup
x∈R

|E(f, h)(x)|

oder in der L2-Norm

‖E(f, h)‖2 :=
(∫

R

|E(f, h)(x)|2 dx
)1/2

abgeschätzt werden (vgl. [128, (3.1.12)]):

Lemma D.2.6 (Interpolationsfehler-Abschätzung). Für f ∈ H1(Dd)
gelten die Ungleichungen

‖E(f, h)‖∞ ≤ N(f,Dd)
2πd sinh(πd/h)

, ‖E(f, h)‖2 ≤
N(f,Dd)

2
√
πd sinh(πd/h)

. (D.12a)

Der Beweis verwendet Übung D.1.1d,e. Der Nenner sinh(πd/h) entspricht
dem Exponentialausdruck

1
sinh(πd/h)

= 2
[
1− exp

−2πd
h

]
exp

−πd
h

= (2− o(1)) exp
−πd

h
(D.12b)

(o(1) ist Nullfolge bezüglich h ↘ 0). Das exponentielle Wachstum von sinh
sorgt dafür, dass die rechte Seite in (D.12a) klein werden kann.
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Lemma D.2.7. f ∈ H1(Dd) erfülle für geeignete c ≥ 0 und α > 0 die
Abschätzung

|f(x)| ≤ c · e−α|x| für alle x ∈ R. (D.13)

Dann gilt für den Rest E(f, h) − EN (f, h) =
∑

|k|>N f(kh)S(k, h) die Ab-
schätzung

‖E(f, h)− EN (f, h)‖p ≤
2c

αhσ(p)
e−αNh mit σ(p) =

{
1 (p = ∞),
1/2 (p = 2). (D.14)

Beweis. Da E(f, h) − EN (f, h) =
∑

|k|>N f(kh)S(k, h) und ‖S(k, h)‖∞ ≤ 1,
ist

∑
|k|>N |f(kh)| mit Hilfe von (D.13) abzuschätzen. Für p = 2 kann∣∣∫

R
S(n, h)(x)S(m, h)(x)dx

∣∣ ≤ h ausgenutzt werden (vgl. [128, (3.1.36)]):
‖E(f, h)− EN (f, h)‖22 ≤ h

∑
|n|,|m|>N |f(nh)f(mh)| = 4h(

∑
k>N |f(kh)|)2.

Um eine möglichst kleine Schranke für

‖EN (f, h)‖p ≤ ‖E(f, h)‖p + ‖E(f, h)− EN (f, h)‖p (p = 2,∞)

zu finden, sollte h so gewählt werden, dass beide Summanden ähnlich sind
(vgl. [128, Thm 3.1.7]):

Satz D.2.8 (Abschätzung von EN (f, h)). Für f ∈ H1(Dd) gelte (D.13).
Die Schrittweite h sei als

h := hN :=

√
πd

αN
(D.15)

gewählt. Dann ist der Interpolationsfehler abschätzbar durch

‖EN (f, h)‖p (D.16)

≤ exp{−
√
παdN} ·

⎧
⎨

⎩

(
N(f,Dd)

π[1−exp(−παdN)]
√

Nd
+ 2c√

πα

)√
N/d (p = ∞),(

N(f,Dd)√
π[1−exp(−παdN)]

4√
Nd

+ 2c
4√

α3π

)
4
√
N/d (p = 2).

Beweis. 1) Sei p = ∞. (D.12a,b) und (D.14) liefern für h aus (D.15) die
Schranke C exp{−

√
παdN} mit

C :=
N(f,Dd)e

√
αNπd

2πd sinh(
√
αNπd)

+ 2c

√
N

πdα

=
(

N(f,Dd)
πd [1− exp(−παdN)]

√
Nd

+
2c√
πα

)√
N/d.

2) p = 2 führt auf

N(f,Dd)

2
√

πd sinh(πd/h)
+ 2c

α
√

h
e−αNh =

(
N(f,Dd)√

π[1−exp(−παdN)]
4√

Nd
+ 2c

4√
α3π

)
e−

√
παdN 4

√
N
d .
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Der zweite Faktor auf der rechten Seite von (D.16) nach der geschweiften
Klammer wächst wie O(Nσ(p)/2) bezüglich N → ∞. Den Abfall des Fehlers
(D.16) kann man vereinfacht als

‖EN (f, hN )‖p ≤ O
(
exp{−C

√
N}

)
für C <

√
παd (D.17)

mit hN aus (D.15) charakterisieren (vgl. Lemma 4.1.4a).

Beispiel D.2.9. Sei d > 0. f(x) := exp{−
√
d2 + x2} ist eine Funktion, die

(D.13) mit c := α := 1 erfüllt. Da die komplexe Wurzelfunktion
√
d2 + z2

bei ±id Polstellen besitzt, ist Dd der größte Streifen, in den f analytisch
fortsetzbar ist. Gemäß (D.16) folgt

‖EN (f, h)‖∞ ≤
(
2
√
N/ (πd) +O(1)

)
exp{−

√
πdN}.

Korollar D.2.10. Die Abschätzung (D.17) lässt sich auch folgender-
maßen ausdrücken. Seien eine Fehlerschranke ε > 0 vorgegeben und
Nε := min{N ∈ N0 : ‖EN (f, hN )‖p ≤ ε} definiert. Dann gilt

Nε ≥
log2(1/ε)

C2
+O(log

1
ε
). (D.18)

Ein schnellerer Abfall als in (D.13) liegt vor, falls

|f(x)| ≤ c · e−α |x|
γ

für alle x ∈ R und ein γ > 1. (D.19)

Anstelle von (D.14) erhält man

‖E(f, h)− EN (f, h)‖∞ ≤ 2c
αNγ−1hγ

exp(−α (Nh)γ), (D.20)

wenn man die Abschätzung

∑

|k|>N

|f(kh)| = 2
∞∑

k=N+1

c · e−α|kh|γ ≤ 2c
h

∫ ∞

Nh

exp (−αsγ) ds

≤ 2c
h

∫ ∞

Nh

exp
(
−α |Nh|γ−1

s
)
ds

verwendet. Der Abgleich von O(exp −πd
h

) und O(exp(−α (Nh)γ) führt auf die
optimale Schrittweite

h := hN :=
(
πd

α

)1/(γ+1)

N
−

γ

γ + 1 (D.21)

Die Addition von (D.12a) und (D.20) für die Schrittweite aus (D.21) führt zu
folgendem Resultat.
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Satz D.2.11. Für f ∈ H1(Dd) gelte (D.19) mit γ > 1. Die Schrittweite h sei
wie in (D.21) gewählt. Dann ist der Interpolationsfehler abschätzbar durch

‖EN (f, hN )‖∞ ≤ O
(
exp

(
−C N

γ
γ+1

))
für alle 0 < C < α

1
γ+1 (πd)

γ
γ+1 .

(D.22)
Nε aus Korollar D.2.10 hat das asymptotische Verhalten

Nε ≥
(

log(1/ε)
C

)(γ+1)/γ

(1 + o (1)) . (D.23)

D.2.4 Abschätzungen durch e−CN/ log N

In vielen Fällen möchte man den Faktor log2(1/ε) aus (D.18) bzw.
log(γ+1)/γ(1/ε) aus (D.23) lieber durch log(1/ε) ersetzt sehen. Dann müsste
der Exponentialterm in (D.17) exp{−CN} lauten. Um in die Nähe dieser
Asymptotik zu kommen, muss (D.13) durch die doppelt exponentielle
Abfallrate

|f(x)| ≤ c1 · exp{−c2ec3|x|} für alle x ∈ R (D.24)

ersetzt werden. Anstelle von Lemma D.2.7 verwendet man nun

Lemma D.2.12. f ∈ H1(Dd) erfülle für geeignete Konstanten c1, c2, c3 > 0
die Bedingung (D.24). Dann gilt für den Rest E(f, h) − EN (f, h) =∑

|k|>N f(kh)S(k, h) die Abschätzung

‖E(f, h)− EN (f, h)‖p ≤
2c1
c2c3

exp{−c2ec3Nh}e−c3Nh

hσ(p)
(D.25)

mit σ(p) =
{

1 falls p = ∞,
1/2 falls p = 2.

Beweis. Sei zunächst p = ∞ angenommen. Wie im Beweis von Lemma D.2.7
ist

∑
|k|>N |f(kh)| abzuschätzen:

∑

|k|>N

|f(kh)| ≤ 2c1
∞∑

k=N+1

exp{−c2ec3kh}

= 2c1 exp{−c2ec3Nh}
∞∑

k=N+1

exp
{
c2ec3Nh

(
1− ec3(k−N)h

)}
.

Anwendung von (D.1) auf ec3mh mit m := k − N und auf exp{c2ec3Nhc3h}
zeigt
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∑

|k|>N

|f(kh)| ≤ 2c1 exp{−c2ec3Nh}
∞∑

m=1

exp
{
−c2ec3Nhc3mh

}

=
2c1 exp{−c2ec3Nh}

exp{c2ec3Nhc3h} − 1
≤ 2c1 exp{−c2ec3Nh}/{c2ec3Nhc3h}

=
2c1
c2c3

exp{−c2ec3Nh}e−c3Nh

h
.

Für p = 2 ist ‖E(f, h)− EN (f, h)‖2 ≤ 2
√

h
∑

k>N |f(kh)| (vgl. Beweis zu
Lemma D.2.7).

Die Fehler ‖E(f, h)‖ (aus (D.12a)) und ‖E(f, h)− EN (f, h)‖ (aus (D.25))
sind in etwa ausgewogen, wenn

h := hN :=
logN
c3N

. (D.26)

Satz D.2.13. Für f ∈ H1(Dd) gelte (D.24). Mit der Schrittweite aus (D.26)
und σ(p) aus (D.25) gilt

‖EN (f, h)‖p ≤
N(f,Dd)

πd
exp

(
−πdc3N

logN

)
+

2c1
c2 logN

e−c2N (D.27)

= Cp exp
(
−πdc3N
logN

)
mit Cp =

N(f,Dd)

2 (πd)σ(p)
(1 + o(1)) für N →∞.

Beweis. Der Beitrag von E(f, h) ist N(f,Dd)
2πd sinh(πd c3N/log N) mit der Asymptotik

(N(f,Dd)
πd − o(1)) exp

(
−πdc3N

log N

)
(vgl. (D.12b)). Der zweite Term (D.25) hat die

Schranke 2c1
c2c3

exp{−c2elog N} e− log N

(log N)/(c3N) = 2c1
c2

e−c2N 1
log N , die schneller als

exp{−πd c3N/ logN} gegen null fällt. Analoges gilt für p = 2.
Bei asymptotischen Aussagen muss man vorsichtig sein, da alle in der

Praxis auftretenden Parameter im vorasymptotischen Bereich liegen können
und damit nicht von der Asymptotik erfasst werden. Ein solcher Fall liegt beim
Vergleich von exp(−αN) und exp(−βN/ logN) mit α, β > 0 vor. Asymp-
totisch ist exp(−αN) � exp(−βN/ logN) , da

lim
N→∞

exp(−αN)
exp(−βN/ logN)

= lim
N→∞

exp
(

(
β

logN
− α)N

)
= 0.

Falls α � β, wird exp(−αN) jedoch erst dann kleiner als exp(−βN/ logN),
wenn N > exp(β/α). Wegen β/α ( 1 kann exp(β/α) so groß sein, dass kein
praktisch auftretendes N die notwendige Ungleichung erfüllt. Deshalb ist die
Wahl (D.26) zu überdenken, falls c2 deutlich kleiner als πdc3 ist.

Anmerkung D.2.14. Falls πdc3 von der Größenordnung 1 ist, aber 0 < c2 � 1 ,
so wähle man γ so, dass γc2Nγ−1 logN = 1 (in erster Näherung γ = − log c2

log N ).
Danach setzt man
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h := hN :=
γ logN
c3N

. (D.28)

Dann ist e
−πd

h = exp
(

−πdc3N
γ log N

)
und exp

(
−c2ec3Nh

)
= exp

(
−c2eγ log N

)
=

exp
(
−c2Nγ−1N

)
= exp(− N

γ log N ).

Korollar D.2.15. ε > 0 und Nε seien wie in Korollar D.2.10. Aus (D.27)
folgt

Nε ≥ Cε

(
log

1
ε

)
· log

(
log

1
ε

)
mit Cε =

1 + o(1)
πd c3

bzgl. ε→ 0. (D.29)

D.2.5 Approximation der Ableitung

Wir untersuchen hier die erste Ableitung; höhere Ableitungen lassen sich
analog behandeln (vgl. [128, Thm 3.5.1]).

Satz D.2.16. Sei f ∈ H1(Dd). Dann gilt für E′(f, h)(x) := d
dxf −

d
dxC(f, h)

die Fehlerabschätzung

‖E′(f, h)‖∞ ≤ πd+ h

2πhd2

N(f,Dd)
sinh (πd/h)

.

Der Vorfaktor bringt eine Verschlechterung um den Faktor O(1/h) mit
sich. Das gleiche gilt für die Abschätzung von ‖E′(f, h)− E′

N (f, h)‖∞ , da
statt ‖S(k, h)‖∞ ≤ 1 nun d

dzS(k, h)(z) abzuschätzen ist und ‖S′(k, h)‖∞ ≤
π
h

∥∥∥ d
dy

sin y
y

∥∥∥
∞
< 1.371

h
gilt.

D.2.6 Meromorphes f

Sei f holomorph in Dd bis auf eine einfache Polstelle bei ζ = ζ0 ∈ Dd:
f ∈ H1(Dd,ζ0) mit Dd,ζ0 := Dd\ {ζ0} . Der Rand von Dd,ζ0 besteht
aus ∂Dd und ∂Kε(ζ0) (Kreis mit hinreichend kleinem Radius ε > 0
um ζ0):

∫
∂Dd,ζ0

=
∫

∂Dd
−
∫

∂Kε(ζ0)
. Bei einer einfachen Polstelle gilt

∫
∂Kε(ζ0)

ϕ(ζ)f(ζ)dζ = 2πiϕ(ζ)Resζ=ζ0(f), wobei ϕ holomorph in ζ0 sei.
Insgesamt folgt für alle z ∈ Dd,ζ0 :

E(f, h)(z) =
sin(πz/h)

2πi

∫

∂Dd

f(ζ)
(ζ−z) sin (πζ/h)

dζ − sin(πz/h)
(ζ0−z) sin (πζ0/h)

Res
ζ=ζ0

(f).

(D.30)
Die Abschätzung (D.14) für E(f, h) − EN (f, h) ist durch die Präsenz einer
Polstelle nicht betroffen, denn wegen der Voraussetzung (D.13) kann die Pol-
stelle ζ0 nicht auf R liegen. Entscheidend für die Abschätzung des zusätzlichen
Terms in (D.30) ist der Imaginärteil von ζ0. Mit Übung D.1.1e gilt für z ∈ R
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∣∣∣∣
sin(πz/h)

(ζ0 − z) sin (πζ0/h)
Resζ=ζ0(f)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

Resζ=ζ0(f)
+my sinh(π+my/h)

∣∣∣∣ .

Entsprechendes gilt für meromorphe Funktionen mit mehreren einfachen
Polstellen.

Falls f die Komposition f = F ◦ φ ist, wobei φ holomorph in ζ0 ist und F
einen einfachen Pol in z0 = φ(ζ0) besitzt. so ist

Resζ=ζ0(f) = Resζ=ζ0(F ◦ φ) =
Resz=z0(F )

φ′(ζ0)
. (D.31)

D.2.7 Andere Singularitäten

Im Falle von Logarithmusfunktionen oder nichtganzzahligen Potenzen ist
nicht nur die Singularität ζ0 von Dd auszunehmen, sondern auch eine offe-
ne Kurve C von ζ0 zum Rand ∂Dd, sodass f auf Dd\C holomorph ist. Der
Rand von Dd\C besteht aus ∂Dd und zwei Wegen, die den beiden Seiten von
C entsprechen. Sei [f ](ζ) für ζ ∈ C der Sprung von f über C. Dann gilt

E(f, h)(z) =
sin(πz/h)

2πi

∫

∂Dd

f(ζ)dζ
(ζ − z) sin (πζ/h)

(D.32)

+
sin(πz/h)

2πi

∫

C

[f ] (ζ)dζ
(ζ − z) sin (πζ/h)

für z ∈ Dd\C .

Für f(ζ) = log(ζ − ζ0) ist [f ](ζ) = 2πi, während sich für f(ζ) =
√
ζ− ζ0

der Sprung [f ](ζ) = 2f(ζ) ergibt.

D.3 Separable Sinc-Entwicklungen

D.3.1 Direkte Interpolation

Sei κ(x, y) eine Funktion mit Argumenten in x ∈ R und y ∈ Y ⊂ R
m.

Wie jedes lineare Interpolationsverfahren führt auch die Sinc-Interpolation
CN (f, h) aus (D.6a) auf eine separable Entwicklung

κ(x, y) ≈ CN (κ(·, y), h)(x) =
N∑

�=−N

κ(�h, y)S(�, h)(x),

die κ
(k)(x, y) aus (4.1) mit k = 2N + 1, ϕ(k)

ν (x) := S(ν − 1 − N, h)(x) und
ψ

(k)
ν (y) = κ((ν − 1−N) h, y) für 1 ≤ ν ≤ k entspricht. Für den Fehler liefern

(D.16) oder (D.27) exponentiell fallende Abschätzungen.
Die Voraussetzungen an κ sind in gewisser Weise ähnlich zu jenen für die

Polynominterpolation. Dort ist die holomorphe Fortsetzung auf die Bernstein-
Ellipse hilfreich (Satz B.2.1), hier muss κ(·, y) in den Streifen Dd holomorph
fortsetzbar sein.



D.3 Separable Sinc-Entwicklungen 401

Übung D.3.1. Die Funktion κ(x, y) = e−yx2
für x ∈ R und y ∈ Y := [a, b]

mit 0 < a ≤ b <∞ gehört für alle d > 0 zu H1(Dd). Man beachte bei der
Verwendung der Abschätzung (D.12a) aber, dass die Norm N(κ(·, y),Dd) wie
exp(yd2) von y und d abhängt. Was ist die optimale Wahl von d? Wie ist h

zu wählen? Wie lautet der Gesamtfehler?

D.3.2 Transformation und Skalierung

Häufig wird nicht κ(·, y) selbst, sondern eine transformierte Funktion
κ(φ(·), y) mit Sinc-Funktionen interpoliert. Diese Transformation ist unver-
meidbar, wenn das erste Argument von κ nur in einem echten Teilintervall
X ⊂ R definiert ist. Selbst wenn X = R, kann eine Transformation das
Abfallverhalten für |x| → ∞ verbessern. Die Voraussetzungen sind

• κ(x, y) sei für x ∈ X ⊂ R und y ∈ Y ⊂ R
m definiert, wobei nur die

Beschränkung von κ(·, y) auf X0 ⊂ X von Interesse ist.
• φ sei eine eineindeutige Abbildung von R auf X.
• κ̃(ξ, y) := κ(φ(ξ), y) sei eine Funktion, die für ein geeignetes d > 0

bezüglich ξ ∈ R holomorph auf Dd mit N(κ̃(·, y),Dd) < ∞ fortsetzbar
ist.

• Für x ∈ R liege ein Abfallverhalten gemäß (D.13), (D.19) oder (D.24) vor.

Dann liefern (D.16), (D.22) bzw. (D.27) exponentiell fallende Fehler-
abschätzungen für

κ̃(ξ, y) ≈ CN (κ̃(·, y), h)(ξ) =
N∑

�=−N

κ̃(�h, y)S(�, h)(ξ).

Mit der Umkehrabbildung φ−1(·) folgt die Interpolation2

κ(x, y) ≈
N∑

�=−N

κ(φ(�h), y)S(�, h)(φ−1(x)) (D.33)

mit den transformierten Sinc-Funktionen S(�, h)(φ−1(·)). Mit (D.33) ist
wieder die separable Entwicklung (4.1) erreicht, hier mit

k = 2N + 1,

{
ϕ

(k)
ν (x) = S(ν − 1−N, h)(φ−1(x))

ψ
(k)
ν (y) = κ(φ((ν − 1−N) h), y)

}
für 1 ≤ ν ≤ k.

Anmerkung D.3.2. Wenn φ eine gerade Funktion ist, stimmen die Stützstellen
φ(�h) und φ(−�h) überein. Damit reduziert sich die Zahl der Terme in (D.33)
von 2N + 1 auf N + 1.

2 Die neuen Stützstellen sind φ(�h) für −N ≤ � ≤ N.
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Falls κ̃(ξ, y) für |ξ| → ∞ nicht schnell genug abfällt oder überhaupt nicht
gegen null konvergiert, muss man dies durch eine Skalierung von κ(x, y) mit
einem rasch abfallenden Vorfaktor erzwingen. Das heißt, dass anstelle von
κ(x, y) die Funktion ω(x)κ(x, y) (ω(x) > 0 für alle x ∈ X0) bzw. ihre trans-
formierte Version ω(φ(ξ))κ(φ(ξ), y) interpoliert wird. Letztere liefert

ω(φ(ξ))κ(φ(ξ), y) ≈
N∑

�=−N

ω(φ(�h)) κ(φ(�h), y)S(�, h)(ξ) bzw.

ω(x)κ(x, y) ≈
N∑

�=−N

ω(φ(�h)) κ(φ(�h), y)S(�, h)(φ−1(x)). (D.34)

Die (punktweise) Fehlerabschätzung für (D.34) ist durch ω(x) zu dividieren,
um die Abschätzung für die separable Entwicklung

κ(x, y) ≈
N∑

�=−N

ω(φ(�h)) κ(φ(�h, y))
S(�, h)(φ−1(x))

ω(x)
für x ∈ X0 (D.35)

zu erhalten. Anmerkung D.3.2 gilt entsprechend für (D.35).
Sei

f(ζ, y) := ω(φ(ζ))κ(φ(ζ), y). (D.36)

Wenn f Singularitäten ζ0 enthält (vgl. §§D.2.6-D.2.7), sind diese im Allge-
meinen von y abhängig: ζ0 = ζ0(y). Entsprechend ist der FehlerE(f(·, y), h)(z)
y-abhängig. Wir setzen voraus, dass |E(f(·, y), h)(ξ)| für ξ ∈ X0 gleichmäßig
durch eine Schranke Ē(y, h) abgeschätzt werden kann:

|E(f(·, y), h)(x)| ≤ Ē(y, h) für x ∈ X0.

Nach Rücktransformation und Division durch den Vorfaktor ω lautet die
Fehlerschranke

ε1(y; h)(x) := Ē(y, h)/ω(x) .

Lemma D.3.3. Zu den Integraloperatoren K und K̃ mögen die Kerne κ(x, y)
und κ(x, y) + δ(x, y) gehören, wobei |δ(x, y)| ≤ E(y, h)/ω(x). Dann gilt

‖K − K̃‖L2(X)←L2(Y ) ≤ ‖E(y, h)‖L2(Y )‖1/ω‖L2(X).

Beweis. Für jedes u ∈ L2(Y ) ist

|((K − K̃)u)(x)| =
∣∣∣∣
∫

Y

δ(x, y)u(y)dy
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
∫

Y

E(y, h)u(y)dy
∣∣∣∣ /ω(x)

≤ ‖E(y, h)‖L2(Y )‖u‖L2(Y )/ω(x)

und damit ‖(K − K̃)u‖L2(X) ≤ ‖1/ω‖L2(X)‖E(y, h)‖L2(Y )‖u‖L2(Y ).
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D.3.3 Eine spezielle Transformation

Im Folgenden werden die Skalierung ω(x) und die Transformation φ speziell
gewählt, um ein doppelt exponentielles Abfallverhalten zu erzeugen. Der
Definitionsbereich X wird zur Vereinfachung als X = (0, 1] gewählt, wobei
X0 = (a, 1] mit geeignetem a > 0 der wesentliche Definitionsbereich ist. Sei

ψ(ζ) = cosh(sinh(ζ)) : Dd → C mit d < π/2 (D.37)

Da sinh(ζ) für ζ ∈ Dd nicht die Werte i�π/2 (� ∈ Zungerade), d.h. die Null-
stellen von cos annehmen kann, ist ψ(ζ) = 0. Es gilt sogar die Aussage der

Übung D.3.4. Sei ζ ∈ Dd für d < π/2. Man zeige, dass die Werte
cosh(sinh(ζ)) nicht in [−C ′, C ′′] mit C ′ = cosh

(
cot(d)(π2 − sin2(d))1/2

)
> 1

und C ′′ = cos(sin(d)) ∈ (0, 1) liegen. Hinweis: Man beweise der Reihe nach:
a) cos η > 0 und sin η > 0 für η = +mζ mit ζ ∈ Dd.
b) Der Schnitt von A := {sinh(ζ) : ζ ∈ Dd} mit der imaginären Achse ist

A ∩ {ζ ∈ C : *e ζ = 0} = {z = iy : y ∈ (− sin d, sin d)}.

c) Der Schnitt mit den Geraden +mζ = kπ (k ∈ Z, k = 0) ist

A ∩ {ζ ∈ C : +mζ = kπ} = {ζ = x+ ikπ : x ∈ (−∞,−ak) ∪ (ak,∞)}

mit ak := cot(d)
√

(kπ)2 − sin2(d).
d) Man löse die Bedingung +mζ = kπ für ζ = ξ + iη, d.h. cosh(ξ) sin η =

kπ, nach ξ auf:
ξ(η) = arcosh(kπ/ sin η).

e) ξ′(η) = − 1√
ξ2−1

kπ
sin2(η)

cos η < 0.

f) Minimum des Realteils sinh(ξ) cos(η) für η = d bei ak = sinh(ξ(d)) cos d.
g) sinh(ξ(d)) =

√
(kπ/ sin d))2 − 1.

Wegen ψ(ζ) = 0 können wir die Transformation φ als

φ(ζ) =
1

ψ(ζ)
: Dd → C mit d < π/2 (D.38)

definieren (vgl. Keinert [97]).
Bezüglich des Abfalls von φ für ζ → ±∞ erhält man:

Übung D.3.5. Sei ζ ∈ Dd mit d < π
2 . Man zeige

a) φ(ζ) = φ(−ζ),
b) |φ(ζ)| ≤ 2e−2 cos(�m ζ)e|�e ζ|

.

Als Skalierung wird im Folgenden gewählt:

ω(x) = xα für ein α > 0. (D.39)
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Anmerkung D.3.6. a) Wenn f(·, y) in x = 0 Hölder3-stetig ist mit f(0, y) = 0,
enthält f bereits einen Faktor xα, sodass eine Skalierung entfallen kann.

b) Seien α ∈ R und d < π/2. Dann ist φα(ζ) holomorph in Dd. Ist daher
f(·, y) für alle y ∈ Y holomorph in C\{0}, so auch g(ζ, y) := φα(ζ)f(φ(ζ), y).

zu b. Da φ(ζ) = 0 für alle ζ ∈ Dd gilt und keine Kurve in Dd einen Wert ζ ′ mit
φ(ζ ′) = 0 im Inneren enthält, ist φα(ζ) holomorph. Negative Werte φ(ζ ′) < 0
treten für +mζ = kπ, k ∈ Zungerade auf und liegen außerhalb von Dd. Somit
ist f(φ(·), y) holomorph in Dd.

Die Sinc-Interpolation wird auf g(ζ, y) = φα(ζ)f(φ(ζ), y) angewandt.
Lemma D.2.6 zeigt die Abschätzung ‖E(g(·, y), h)‖∞ ≤ N(g(·,y),Dd)

2πd sinh(πd/h) . Um
eine in y gleichmäßige Schranke zu erreichen, ist

N(g(·, y),Dd) ≤ C1,d für alle y ∈ Y (D.40a)

vorauszusetzen. Hierbei ist das doppelt exponentielle Abfallverhalten des Vor-
faktors φα(ζ) auf dem Rand von Dd interessant: |φα(ζ)| ≤ C exp{−c2e|�e ζ|}
mit c2 = α cos(sin(d)) > 0, wie aus Übung D.3.5b hervorgeht.

Das Verhalten von φα im Reellen ist φα(x) = 2 exp(−2αe|x|), wobei α > 0
vorausgesetzt sei. Damit auch φα(ζ)f(φ(ζ), y) ein ähnliches Verhalten besitzt,
reicht

|f(φ(x), y)| ≤ C2,ε exp(εe|x|) für alle ε > 0, x ∈ R, y ∈ Y (D.40b)

aus, um |g(x, y)| � C2,α−α′ exp(−α′e|x|) für alle α′ ∈ (0, α) zu garantieren.

Satz D.3.7. Seien α > 0 und d ∈ (0, π/2) . f(·, y) sei für alle y ∈ Y
holomorph in C\{0} und erfülle (D.40a,b). Die Sinc-Interpolation werde mit
h = hN = log N

N auf g(ζ, y) = φα(ζ)f(φ(ζ), y) angewandt. Dann ist der Fehler
EN (g(·, y), hN ) gleichmäßig durch

‖EN (g(·, y), hN )‖∞ ≤ C1,d

πd
exp

(
−πdN
logN

)
+ C

C2,α−α′

α′ logN
e−α′N

= (1 + o(1))
C1,d

πd
exp

(
−πdN
logN

)

beschränkt, wobei α′ ∈ (0, α) beliebig, C eine Konstante, C1,d aus (D.40a)
und C2,α−α′ aus (D.40b).

Beweis. Folgt direkt aus Satz D.2.13.

D.3.4 Beispiel 1/(x + y)

Die zur Verfügung stehenden Techniken sollen nun auf 1/(x + y) angewandt
werden. Es wird sich zeigen, dass die verschiedenen Varianten keine bessere
Asymptotik als O(e−C

√
N ) erreichen.

3 Otto Ludwig Hölder, geboren am 22. Dez. 1859 in Stuttgart, gestorben am 29.
August 1937 in Leipzig.
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D.3.4.1 Approximation auf [1, ∞)

Die Funktion κ(x, y) = 1/(x + y) ist in x, y ∈ [1,∞) wohldefiniert. Wir
substituieren x = cosh(ζ). Die Funktion

f(ζ, y) =
1

y + cosh(ζ)

(als Funktion von ζ) gehört zu H1(Dd) für d < π, und N(f,Dd) ist bezüglich
y ∈ [1,∞) gleichmäßig beschränkt. Das asymptotische Verhalten auf R ist

|f(ζ, y)| ≤ 1/ cosh(ζ) ≤ 2e−|ζ|,

d.h. (D.13) gilt mit c = 2 und α = 1. Nach Satz D.2.8 führt die Schrittweite

h =
√

πd
N zum Interpolationsfehler

‖EN (f, h)‖∞ ≤ exp{−
√
πdN} ·

(
N(f,Dd)

πd [1− exp(−πdN)]
+

4
√
N√
πd

)

≤ O(e−C
√

N ) mit C < π.

Zu beachten ist, dass diese Abschätzung gleichmäßig für y ∈ [1,∞) gültig ist.

Übung D.3.8. Man verwende die Identität 1
x+y = ξη 1

ξ+η für ξ := 1/x und
η := 1/y, um eine separable Approximation in (0, 1] zu beschreiben.

D.3.4.2 Approximation auf (0, ∞)

Wir substituieren mit x = exp(ζ) und skalieren mit xα für ein α ∈ (0, 1/2)
Die Funktion

f(ζ, y) =
exp(αζ)
y + exp(ζ)

(als Funktion von ζ) gehört zu H1(Dd) für d < π. Anders als in §D.3.4.1 ist
N(f(·, y),Dd) aber y-abhängig beschränkt:

N(f(·, y),Dd) ≤ O(yα−1),

da auf der linken Hälfte des Randes das Integral

∫ 0

−∞

exp(αζ)
y + exp(ζ)

dζ = yα−1

∫ 1/y

0

sα−1ds

1 + s

auftritt. In symmetrischer Weise erscheint die Gewichtung bezüglich x mit
ω(x) = xα (vgl. (D.36)). Man beachte, dass sowohl yα−1 als auch xα in end-
lichen Intervallen [0, A] quadratintegrabel sind (vgl. Lemma D.3.3).
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D.3.4.3 Versuch einer doppelt exponentiellen Substitution

Die Funktion κ(x, y) = 1/(x+y) wird bezüglich y auf Y := [1, A] beschränkt.
Zudem soll die Approximation nur für x ∈ X0 = [1, A] durchgeführt werden.
In den Anwendungen wird 1/A die Diskretisierungsschrittweite h oder ein
festes Vielfaches sein. Da h im Allgemeinen mit der Problemdimension über
log 1

h = O(log n) zusammenhängt, sei festgehalten, dass A mit der Matrix-
größe wächst:

A = O(log n).

Wir verwenden die Transformation ψ(ζ) aus (D.37) ohne Skalierung (d.h.
ω = 1 in (D.39)):

g(ζ, y) = κ(ψ(ζ), y) =
1

y + cosh(sinh(ζ))
.

Der doppelt exponentielle Abfall für reelle ζ → ±∞ garantiert eine beson-
ders gute Abschätzung von E(f, h)− EN (f, h) (vgl. (D.25)). Die Schwierig-
keit liegt aber im Bereich der komplexen ζ ∈ Dd (d < π

2 ). Anders als in
§D.3.4.1 ist g(·, y) nicht in Dd holomorph, sondern hat Polstellen, ist also
meromorph. Daher ist die Analyse aus §D.2.6 anzuwenden: Der Fehler E(f, h)
muss mit Hilfe von (D.30) abgeschätzt werden.

Der Parameter y ∈ Y sei im Folgenden fest. Offenbar hat κ(·, y) eine
einfache Polstelle bei

x0 = −y (y ∈ Y ) mit Resx=x0(κ(·, y)) = 1

außerhalb von [1, A]. Für festes y ∈ Y = [1, A] sind die Singularitäten von
g(·, y) zu untersuchen, d.h. die Lösungen von y + ψ(ζ) = 0. Im Reellen ist
ψ(R) = X = [1,∞), aber der negative Wert ψ(ζ) = x0 = −y tritt für kom-
plexe ζ±� mit

sinh(ζ±� ) = ±σ + i�π, σ = arcosh(y) und � ∈ Zungerade, (D.41)

auf, da dann ψ(ζ±� ) = cosh(σ + i�π) = cosh(σ) cos(�π) + i sinh(σ) sin(�π)] =
− cosh(σ) = −y. Man rechnet nach, dass

ζ−� = −ζ+
−�, σ ≈ log(2y) für große y ∈ Y und

ζ+
� = ξ� + iη�, ξ� ≈ log(2

√
σ2 + �2π2), η� ≈ arctan( �π

σ ).

Anmerkung D.3.9. Damit ζ±� ∈ Dd ist, muss |η�| < d < π
2 gelten. Dies be-

schränkt die � ∈ Zungerade auf |�| � σ
π tan(d). Man beachte, dass tan(d) ∈

(0,∞) wegen d < π
2 wohldefiniert ist (vgl. (D.37)).

Anmerkung D.3.10. Zur Untersuchung von N(g(·, y),Dd) ist (wegen der Sym-
metrien) nur das Integral

∫∞
0

dξ
ψ(ξ+id)+y abzuschätzen. Da d < π

2 abhängig von
y gewählt werden darf, sei d derart, dass die Implikation |φ(ξ + id)| = y ⇒
φ(ξ+ id) = y gilt (Details im Beweis). Dann ist N(g(·, y),Dd) = O(1). Damit
besitzt der erste Term sin(πz/h)

2πi

∫
∂Dd

f(ζ)
(ζ−z) sin(πζ/h)dζ aus (D.30) die Schranke

O(exp −πd
h

).
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Beweis. a) Sei ζ = ξ+ id derart, dass sinh(ζ) = σ+ iπ� mit einem � ∈ Zgerade.
Nach Übung D.1.1c führt diese Bedingung auf die Gleichungen

sinh(ξ) cos(d) = σ und cosh(ξ) sin(d) = π� mit � ∈ Zgerade.

Wegen σ2 + cos2(d) =
(
sinh2(ξ) + 1

)
cos2(d) = cosh2(ξ) cos2(d) =

tan2(d)[cosh2(ξ) sin2(d)] hat d die Gleichung
√
σ2 + cos2(d) tan(d) = π�

mit � ∈ Zgerade zu erfüllen, während sich ξ zu ξ = arsinh (σ/ cos(d)) ergibt.
Dann hat ψ(arsinh (σ/ cos(d)) + id) = y das gewünschte Vorzeichen. Nach
Wahl von d gilt für den Nenner |ψ(ξ + id) + y| � |ψ(ξ + id)| + y. Also ist∣∣∣
∫∞
0

dξ
ψ(ξ+id)+y

∣∣∣ ≤ O(1).

b) Die Schranke O(exp −πd
h

) folgt nach (D.12b).

Aus Symmetriegründen reicht es, die Residuen bei ζ = ζ+
� für � ∈ Zungerade

mit � � σ
π tan(d) zu untersuchen. Da ψ(ζ) = x0 = −y, folgt aus der

Transformationsregel (D.31) und Resx=x0(κ(·, y)) = 1 das

Lemma D.3.11. Für z ∈ R und y > 0 ist der zweite Term aus (D.30)
abschätzbar durch

∣∣∣∣∣
sin(πz/h)Resζ=ζ+

�
(g)

(
ζ+
� − z

)
sin(πζ+

� /h)

∣∣∣∣∣ ≤
1

|η�| |sinh(πη�/h)|
√
y2 − 1

∣∣cosh(ζ+
� )

∣∣ (D.42)

= O
(

1
|�| y exp(

−π2d |�|
σh

)
)
.

Summation über alle � ∈ Zungerade mit � � σ
π tan(d) liefert die Schranke

O
(

1
y exp(−π2d

σh
)
)
.

Beweis. Die Transformationsregel (D.31) und Resx=x0(κ(·, y)) = 1 ergeben∣∣∣Resζ=ζ+
�
(1/ (ψ(ζ) + y))

∣∣∣ = 1/
∣∣ψ′(ζ+

� )
∣∣ . Die Ableitung ist

ψ′(ζ+
� ) = sinh(sinh(ζ+

� )) · cosh(ζ+
� ) = −

√
ψ2(ζ+

� )− 1 · cosh(ζ+
� ),

sodass sich der Wert
∣∣ψ′(ζ+

� )
∣∣ =

√
y2 − 1 ·

∣∣cosh(ζ+
� )

∣∣ = O(yσ) mit σ aus
(D.41) ergibt. Zusammen mit η� ≈ arctan( �π

σ ) ≈ �π
σ folgt die Behauptung.

Nimmt man die Abschätzung (D.25) für E(f, h) − EN (f, h) und die
Abschätzungen aus Anmerkung D.3.10 und dem vorigen Lemma für E(f, h)
zusammen, lautet die Fehlerordnung

O
(

exp(−1
2

exp(Nh))
)

+O
(

exp
−πd

h

)
+O

(
1
y

exp
−π2d

σh

)
.

Für die Wahl h := log N
N gemäß (D.26) werden die ersten beiden Ausdrücke zu

O
(
exp(−πdN

log N )
)
, während der letzte Term O

(
1
y exp(−π2dN

σ log N

)
y-abhängig ist,



408 D Sinc-Interpolation und -Quadratur

wobei σ ≈ log(2y) zu beachten ist. Die Funktion 1
y exp (−c/ ln(2y)) nimmt

ihr Maximum 2e−2
√

c in y = 1
2 exp (

√
c) an, wobei c = −π2dN

log N einzusetzen ist.
Hieraus lassen sich unterschiedliche Schlüsse ziehen.

1. Betrachtet man die reine Asymptotik N →∞, so liegt 1
2 exp

(√
−π2dN
log N

)

für fast alle N außerhalb von Y = [1, A]. Das Randmaximum
bei y = A liefert O

(
1
y exp(−π2dN

σ log N

)
≤ O

(
1
A exp( −π2dN

(log A)(log N)

)
=

O
(
exp( −π2dN

(log A)(log N)

)
und damit eine Gesamtfehlerasymptotik

O
(
exp(− CN

log N

)
mit C = min{πd, −π2d

log A }, wobei d < π
2 .

2. Wenn A = O(log n) und N ≈ O(log 1
ε ) für eine Genauigkeit ε mit

log 1
ε ≈ log n gilt, liegt 1

2 exp
(√

−π2dN
log N

)
im Intervall [1, A]. Das

Maximum O
(
exp(−2

√
−π2dN
log N

)
zeigt dann nur noch das Verhalten

O
(
exp(−C

√
N
)
, das in §D.3.4.1 sogar für [1,∞) statt [1, A] erreicht

wurde.

D.3.5 Beispiel log(x + y)

D.3.5.1 Approximation auf (0, ∞)

Es wird x = exp(ζ) substituiert und mit 1/ cosh(αζ) skaliert, um einen expo-
nentiellen Abfall für ζ → ±∞ zu erzeugen:

f(ζ, y) :=
log (y + exp(ζ))

cosh(αζ)
mit 0 < α < 1/2. (D.43a)

Die Skalierung entspricht der Gewichtsfunktions ω(x) = 2/ (xα + x−α) . Für
alle 0 < y < ∞ ist f(·, y) in Dd mit d = π holomorph und N(f(·, y),Dd),
aber y-abhängig:

N(f(·, y),Dd) ≤ O (log(2 + y)) gleichmäßig bezüglich y ∈ (0,∞) .
(D.43b)

Eine Alternative zu (D.43a) ist

f(ζ, y) := [log (y + exp(ζ))− log(y)] exp(−αζ).
Da der zusätzliche Term log(y) exp(−αζ) bereits separiert ist, liefert eine sepa-
rable Approximation von f(ζ, y) auch die von log (y + exp(ζ)) exp(−ζ/2). Für
ζ →∞ verhält sich f wie ζ exp(−ζ/2), während für ζ → −∞ die Asymptotik
log (1 + exp(ζ)/y) exp(−ζ/2) ≈ exp(ζ/2)/y gilt. Man rechnet nach, dass sich
N(f(·, y),Dd) wie

N(f(·, y),Dd) ≤ O
(
y−α

)
gleichmäßig bezüglich y ∈ (0,∞)

verhält.
Die Konvergenz des Fehlers als Funktion von der Zahl der Interpolations-

punkte ergibt sich wie in §D.3.4.1 als O(N(f(·, y),Dd) exp(−C
√
N).
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D.3.5.2 Versuche mit schnellerem Abfallverhalten

Substitutionen mit φ(ζ) = exp(−ζγ) oder φ(ζ) = cosh(sinh(ζ)) und geeig-
neten Skalierungen sichern einen schnelleren Abfall auf der reellen Achse.
Dafür treten Singularitäten in Dd auf. Man könnte dies dadurch vermeiden,
dass man d hinreichend klein wählt. Damit ruiniert man jedoch die Fehler-
abschätzung O(exp −πd

h
) von E(f, h). Es bleibt die Möglichkeit, die Singu-

laritäten speziell zu behandeln. Da logarithmische Singularitäten keine Pol-
stellen sind, ist §D.2.7 anzuwenden. Leider führt das zweite Integral aus (D.32)
zu einer Größenordnung O(exp(−C

√
N).

D.4 Sinc-Quadratur

D.4.1 Quadraturverfahren und Analyse

Die Sinc-Interpolation f ≈ CN (f, h) (vgl. (D.6a)) führt direkt zur Sinc-
Quadratur mittels

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

CN (f, h)(x)dx =
N∑

k=−N

f(kh)
∫ b

a

S(k, h)(x)dx.

Von besonderem Interesse ist die Integration über R (d.h. a = −∞, b = ∞).
Wegen

∫∞
−∞

sin(πx)
πx dx = 1 ergibt sich die Quadraturformel

∫ ∞

−∞
f(x)dx ≈ T (f, h) := h

∞∑

k=−∞
f(kh), (D.44)

die als unendliche Trapezformel interpretiert werden kann. T (f, h) wird durch
den endlichen Ausdruck

TN (f, h) := h

N∑

k=−N

f(kh) (D.45)

approximiert. Die zugehörigen Fehler seien als η(f, h) und ηN (f, h) bezeichnet:

η(f, h) =
∫ ∞

−∞
f(x)dx− T (f, h), ηN (f, h) =

∫ ∞

−∞
f(x)dx− TN (f, h).

(D.46)
Die Beweise der nächsten Aussagen finden sich in [128, p. 144f].

Satz D.4.1 (Quadraturfehler). Sei f ∈ H1(Dd). Dann hat der Quadratur-
fehler η(f, h) die Darstellung

η(f, h) =
i

2

∫ ∞

−∞

{
f(t− id) exp(−π (d+ it) /h)

sin(π (t− id) /h)
(D.47)

−f(t+ id) exp(−π (d− it) /h)
sin(π (t+ id) /h)

}
dt.
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Die Abschätzung von η(f, h) im folgenden Lemma verwendet die Norm
N(f,Dd) aus (D.7):

Lemma D.4.2 (Quadraturfehler-Abschätzung). Unter der Voraus-
setzung f ∈ H1(Dd) gilt

|η(f, h)| ≤ exp(−πd/h)
2 sinh(πd/h)

N(f,Dd) ≤ N(f,Dd) exp(−2πd/h). (D.48)

Die Differenz ηN (f, h) − η(f, h) = h
∑

|k|>N |f(kh)| hängt von der Ge-
schwindigkeit des Funktionsabfall ab: Unter der Voraussetzung (D.13) des ex-
ponentiellen Abfalls folgt |ηN (f, h)− η(f, h)| ≤ 2c

α e−αNh (gleiche Abschätzung
wie in (D.14) für p = ∞). Entsprechend liefert der doppelt exponentielle Ab-
fall (D.24) die Schranke 2c1

c2c3
exp{−c2ec3Nh − c3Nh} (vgl. (D.25)). Für den

Fehler |ηN (f, h)| abgeschätzt als Summe von |η(f, h)| und |ηN (f, h)− η(f, h)|
empfiehlt sich die folgende Wahl von h.

Satz D.4.3 (ηN (f, h)-Abschätzung). Sei f ∈ H1(Dd).
a) Im Falle des exponentiellen Abfalls (D.13) ist

h :=

√
2πd
αN

(D.49a)

die optimale Schrittweite und liefert die Fehlerabschätzung

|ηN (f, h)| ≤
(

N(f,Dd)
1− exp(−

√
2πdαN)

+
2c
α

)
e−
√

2πdαN (D.49b)

(α, c aus (D.13)).
b) Im Falle des stärkeren Abfalls (D.19) ist

h :=
(

2πd
α

)1/(γ+1)

Nγ/(γ+1) (D.50a)

die optimale Schrittweite und liefert die Fehlerabschätzung

|ηN (f, h)| ≤
(
N(f,Dd)

2
+

c

πd

(
2πd
α

) 1
γ+1

N
1

γ+1

)
e−

(2πd)γ/(γ+1)

α1/(γ+1) Nγ/(γ+1)

≤ O
(
exp

(
−CNγ/(γ+1)

))
mit C < 2πd/ γ+1

√
2πdα, (D.50b)

(α, γ, c aus (D.19)).
c) Im Falle des doppelt exponentiellen Abfalls (D.24) ist

h :=
log(2πdc3N/c2)

c3N
(c1, c2, c3 aus (D.24)) (D.51a)

die optimale Schrittweite und liefert die Fehlerabschätzung

|ηN (f, h)| ≤ N(f,Dd) e−2πdc3N/ log(2πdc3N) (1 + o(1)) . (D.51b)



D.4 Sinc-Quadratur 411

Beweis. 1) Für den Ausdruck in (D.48) gilt exp(−πd/h)
2 sinh(πd/h) = exp(−2πd/h)

1−exp(−2πd/h) =
exp(−2πd/h) +O(exp(−4πd/h)).

2) Teil a) ergibt sich aus (D.48) mit exp(−2πd/h) = exp(−
√

2πdαN) und
der Abschätzung |ηN (f, h)− η(f, h)| ≤ 2c

α e−αNh ≤ 2c
α e−

√
2πdαN .

3) |ηN (f, h)− η(f, h)| ≤
∑

|k|>N |f(kh)| hat die rechte Seite aus
(D.20) als Schranke. Durch Abgleich der Exponenten in O(exp −2πd

h
) und

O(exp(−α (Nh)γ) folgt (D.50a) und daraus (D.50b).
4) In Teil c) verwendet man exp(−2πd/h) = exp(−2πdc3N/ log(2πdc3N))

für η(f, h) und die Abschätzung

|ηN (f, h)− η(f, h)| ≤ 2c1
c2c3

exp(−c2ec3Nh − c3Nh)

=
2c1
c2c3

exp(−2πdc3N − log(2πdc3N/c2)) =
c1

πdc23N
exp(−2πdc3N)

(analog zu (D.25)), deren rechte Seite stärker als e−2πdc3N/ log(2πdc3N) fällt.

D.4.2 Separable Entwicklungen mittels Quadratur

Im Folgenden werden verschiedene Integrale diskutiert, die den Wert 1/r (oder
andere Funktionen ϕ(r)) ergeben. Wichtig ist dabei, dass der Integrand von
der Form

ϕ(r) =
∫ ∞

−∞
erF (t)G(t)dt (D.52a)

ist. Falls die Sinc-Quadratur erfolgreich auf das Integral angewandt werden
kann, erhält man ϕ(r) ≈

∑
ν erF (νh)G(νh). Setzt man nun r = x + y, ergibt

sich die separable Entwicklung

ϕ(x+ y) ≈
∑

ν
G(νh)exF (νh)eyF (νh). (D.52b)

Anmerkung D.4.4. Diese Technik lässt sich auf den multivariaten Fall
verallgemeinern: Mit r =

∑d
i=1 xi erhält man eine separable Entwicklung

ϕ(
∑d

i=1 xi) ≈
∑

ν G(νh)
∏d

i=1 exiF (νh) in d Variablen. Beachtenswert ist bei
diesem Zugang, dass die Zahl der Terme (der Separationsrang) unabhängig
von d ist.

Anmerkung D.4.5. Sei ϕ(r) = 1/r. Das Argument kann o.B.d.A. auf r ≥ 1
skaliert werden, darf in den folgenden Überlegungen angenommen werden,
dass der Parameter r in

1 ≤ r ≤ R (D.53)

variiert, wobei in den Randintegral-Anwendungen R = O(n) (n: Matrixgröße)
zu erwarten ist.
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D.4.3 Beispiel: Integrand exp(−rt)

D.4.3.1 Quadratur mit einfach exponentiellem Abfall

Das Integral

1
r

=
∫ ∞

0

e−rtdt für r > 0 (D.54a)

ist zunächst so zu substituieren, dass sich die Integration über R erstreckt.
Eine Möglichkeit ist t = log(1 + ex). Wegen dt

dx = ex/ (1 + ex) = 1/ (1 + e−x)
folgt

1
r

=
∫ ∞

−∞
e−r log(1 + ex) dx

1 + e−x
für r > 0 (D.54b)

Übung D.4.6. Sei d ≤ π/2. Man zeige: a) Das Verhalten des Integranden ist
O(e−r�e x) für *e x ≥ 0 (x ∈ Dd) und O(e−|�e x|) für *e x ≤ 0.
b) Der Integrand von (D.54b) ist in Dd holomorph mit N(f,Dd) = O(1+1/r).
c) Der Integrand ist sogar in Dd für d < π holomorph, aber dann wächst
N(f,Dd) exponentiell mit r.

Aus Teil a) der vorstehenden Übung erhält man das Verhalten (D.13) mit
α = min{1, r}. Mit (D.53) sichert man α = 1. Entsprechend erhält man gemäß
(D.49b) die in r ≥ 1 gleichmäßige Fehlerabschätzung

|ηN (f, h)| ≤ Ce−
√

2πdN . (D.55)

Die absoluten Fehler |ηN (f, h)| sind für verschiedene r ≥ 1 und verschiede-
ne N in Tabelle D.1 wiedergegeben. Man beachtet, dass die relativen Fehler
(nach Multiplikation mit r) ungünstiger aussehen. Berechnet man die Fak-
toren N/ log2(1/ |ηN (f, h)|) (Aufwand pro Genauigkeit), so ergibt sich für den
gesamten Parameterbereich aus Tabelle D.1 ein Wert um 0.08, der sogar besser
als π−2 ≈ 0.10 ist, was sich aus (D.55) für d = π/2 ergäbe. In jedem Falle wird
das exponentielle Fehlerverhalten mit einem Exponenten O(

√
N) numerisch

bestätigt.

D.4.3.2 Quadratur mit doppelt exponentiellem Abfall

Um einen doppelt exponentiellen Abfall zu erzeugen, wird in (D.54b) x =
sinh s substituiert:

1
r

=
∫ ∞

−∞
e−r log(1 + esinh s) cosh s

1 + e− sinh s
ds für r > 0. (D.56a)

mit dem Integranden

F (s) := e−r log(1 + esinh s) cosh s
1 + e− sinh s

. (D.56b)
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N\r 1 10 100 1000 1E4 1E6 1E8 1E10 1E12

5 1.62-04 5.25-04 3.18-04 1.37-04 8.85-05 1.00-06 1.00-08 1.00-10 1.00-12
10 1.58-05 1.75-05 1.78-05 1.00-05 8.36-06 1.00-06 1.00-08 1.00-10 1.00-12
20 2.09-07 3.25-07 3.43-07 1.23-07 1.05-07 1.00-07 1.00-08 1.00-10 1.00-12
30 6.75-09 6.26-09 1.40-08 4.73-09 3.43-09 3.37-09 2.88-09 1.00-10 1.00-12
40 3.65-10 2.27-10 1.41-09 1.39-10 1.55-10 1.82-10 1.80-10 8.45-11 1.00-12
50 2.76-11 1.43-11 1.48-10 2.12-11 1.65-11 1.38-11 1.38-11 1.29-11 1.00-12
60 2.66-12 1.31-12 2.34-11 6.60-12 1.69-12 1.33-12 1.33-12 1.32-12 7.40-13
80 4.21-14 2.04-14 4.69-13 1.75-13 5.22-15 2.09-14 2.07-14 2.08-14 2.05-14

100 1.11-15 5.22-16 1.57-14 1.58-15 1.93-16 5.26-16 5.14-16 4.82-16 5.34-16
120 2.22-16 3.61-17 9.79-16 2.30-16 1.16-16 3.36-18 2.77-17 6.16-18 1.98-17

Tabelle D.1. Absolute Quadraturfehler der Sinc-Quadratur von (D.54b) für h =
3.5/

√
N

Übung D.4.7. Man zeige: a) Für s → +∞ ist der Integrand F (s) ≈
1
2 exp(s− resinh s) ≈ exp(− r

2es) doppelt exponentiell abfallend.
b) Für s → −∞ verhält sich e−r log(1+esinh s) wie exp(− r

2e−|s|) → 1, aber
der zweite Faktor cosh s

1+e− sinh s = O(exp(−s+ 1
2es)) ≈ O(exp(1

2e−|s|)) sichert den
doppelt exponentiellen Abfall.

c) F ist in Dd mit d ≤ π/2 holomorph.

Das asymptotische Verhalten garantiert, dass F aus (D.56b) zu H1(Dd)
gehört. Allerdings kann die Abschätzung (D.51b) durch N(F,Dd) = O(er)
ruiniert werden. Die Ursache ist, dass log(1 + esinh s) für s = x+ iy ∈ Dd mit
x < 0 und y = d negativ werden kann und damit e−r log(1+esinh s) = O(er). Im
Folgenden wird F (s) in den vier Abschnitten

Di := {s ∈ Dd : *e s ∈ Ii} mit
{
I1 := (−∞, x0(r)], I3 := [0, x1],
I2 := [x0(r), 0], I4 := [x1,∞) (D.57)

separat abgeschätzt, wobei x0(r) < 0 und x1 > 0 noch definiert werden. Wir
werden zeigen, dass *e log(1 + esinh s) ≥ 0 in I3∪I4 mit festem d > 0 erreicht
werden kann, während hierfür in I2 ein r-abhängiges d = O(1/ log(r)) benötigt
wird. In I1 kann log(1 + esinh s) beliebige Vorzeichen haben, aber dann ist der
Exponent r

∣∣log(1 + esinh s)
∣∣ ≤ O(1) für alle r ≥ 1, x ≤ x0(r).

Lemma D.4.8. Seien d < π/2 und x1 := arsinh( 1
cos d ). Für alle s = x+ iy ∈

Dd mit x ∈ I4 gilt

|F (s)| ≤ cosh(x)
1− e−X

e−r log(eX − 1)
∣∣∣∣
X=sinh(x) cos(y)

(D.58a)

� 1
2
ex−r sinh(x) cos(y) � 1

2
e
x− r

cos(d)
2

e|x|
.
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Beweis. a) Für u = X + iY gilt *e log(1 + eu) = 1
2 log(|1 + eu|2) =

1
2 log(1 + 2eX cos(Y ) + e2X) .

b) Die Komponenten von sinh(s) = X + iY sind

X = sinh(x) cos(y), Y = cosh(x) sin(y) für s = x+ iy ∈ Dd. (D.59)

x > arsinh( 1
cos d ) impliziert X > 1. Der ungünstigste Fall für den Aus-

druck aus a) tritt für cos(Y ) = −1, d.h. für hinreichend große x auf
und liefert *e log(1 + eX+iY ) ≥ log(eX − 1) > log(e − 1) > 0.5. Da-
mit ist |e−r log(1+esinh s)| ≤ e−r log(eX−1) < 1 . Schließlich beweist 1

|1+e− sinh s| ≤
1

|1−e−X | Ungleichung (D.58a).

Lemma D.4.9. Seien d ≤ 0.93 < π/2 und x1 wie in Lemma D.4.8. Für alle
s = x+ iy ∈ Dd mit x ∈ I3 gilt

|F (s)| ≤
√

2. (D.58b)

Beweis. 0 ≤ x ≤ x1 = arsinh( 1
cos d ) impliziert 0 ≤ sinhx ≤ 1

cos d .

Aus cosh(x) =
√

1 + sinh2 x schließt man auf Y = cosh(x) sin(y) ≤
tan(d)

√
1 + cos2 d (X,Y aus (D.59)). Die Beschränkung d ≤ 0.93 garan-

tiert Y ∈ (−π/2, π/2) und daher *e eX+iY ≥ 0. Die Ungleichungen
*e

(
−r log(1 + esinh(s))

)
< 0 und

∣∣1 + e− sinh(s)
∣∣ > 1 zeigen |F (s)| ≤

|cosh(s)| ≤ cosh(x) ≤ |Y |
sin d =

√
1 + cos2 d/ cos d =

√
1 + cos−2 d ≤

√
2.

Anmerkung D.4.10. Die numerische Rechnung zeigt, dass der Realteil des Fak-
tors log(1+esinh(x+id)) im Exponenten für alle x ≥ 0 positiv ist, wenn d ≤ 1.33.

Der kritische Fall liegt für x ∈ I2 vor, da d hier durch d ≤ d(r) =
O(1/ log(r)) beschränkt werden muss.

Lemma D.4.11. Der I2 definierende Wert x0(r) aus (D.57) sei4

x0(r) := − arsinh
(

log(3r)
cos(d(r))

)
= −O(log log(3r)) < 0 mit

A :=
1
2

(
1 +

π2

4
+ log2(3r)

)
, B :=

π2

4
/

(
A+

√
A2 +

π2

4

)
, (D.58c)

d(r) := arcsin(
√
B).

Für alle s = x+ iy ∈ Dd(r) mit x ∈ I2 = [x0(r), 0] gilt

|F (s)| ≤ 1
2
e−x+ sinh(x) cos(y) ≤ 1

2
e|x| −

cos(d(r))
2 e|x| . (D.58d)

4 Die numerischen Werte von x0(r) sind x0(1) = −1.2068, x0(10) = −2.0235,
x0(103) = −2.7957, x0(106) = −3.4021, x0(109) = −3.7792.
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Beweis. Die Wahl von x0(r) ergibt cosh(x0) =
√

1 + sinh2(x0) =
√

1 +
(

log(3r)
cos(d)

)2

. Damit wird die Bedingung |Y | = |cosh(x0) sin(d)| ≤ π
2 zu

sin2(d) + tan2(d) log2(3r) ≤ π2

4
.

Dank tan2(d) = sin2(d)
1−sin2(d)

erhält man eine quadratische Gleichung in sin2(d),
deren Lösung durch B gegeben wird.

Für x ∈ I2 gilt |cosh(s)| ≤ cosh(x0(r)) ≤ π/ (2 sin d(r)) und |Y | ≤ π
2

(x, y,X, Y aus (D.59)). Hieraus folgt *e
(
−r log(1 + esinh(s))

)
< 0 und daher

|F (s)| ≤
∣∣cosh(s)/

(
1 + e− sinh(s)

)∣∣ ≤ 1
2e−x/

(
1 + e−X

)
≤ 1

2e−x+sinh(x) cos(y) ≤
1
2e−x+sinh(x) cos(d(r)).

Im folgenden Lemma tritt zwar d(r) auf, aber d ist nur durch d < π/2
beschränkt.

Lemma D.4.12. Sei d < π/2. Für alle s = x + id ∈ Dd mit x ∈ I1 und für
alle r ≥ 1 gilt

|F (s)| ≤
√

3
1− 3− cos(d)/ cos(d(r))

1
2
e−x+ sinh(x) cos(d) ≤ C e|x| −

cos(d)
2 e|x| .

(D.58e)

Beweis. x ≤ x0(r) führt auf X ≤ − log(3r)
cos(d(r)) cos(d) ≤ − log(3r), sodass wie in

Beweisteil a) zu Lemma D.4.8

*e
(
−r log(1 + esinh(w))

)
= −r

2
log(1 + 2eX cos(Y ) + e2X)

= −r

2
log(1 + eX

(
2 cos(Y ) + eX

)
) ≤ −r

2
log(1− 2eX) ≤ −r

2
log(1− 2

3r
).

Die Funktion − r
2 log(1 − 2

3r ) ist bezüglich r monoton abnehmend, sodass
− r

2 log(1− 2
3r ) ≤ log 3

2 für r ≥ 1. Dies ergibt die Schranke exp( log 3
2 ) =

√
3 in

(D.58e). Mit

1/|1 + e− sinh(s)| ≤ 1/|1− e−X | = eX/(1− eX)

≤
X=sinh(x) cos(d)≤sinh(x0(r)) cos(d)

eX/(1− esinh(x0(r)) cos(d))

=
x0(r)=− arsinh(

log(3r)
cos(d(r)) )

eX/(1− e−
log(3r)

cos(d(r)) cos(d))

≤
r≥1

eX/(1− 3− cos(d)/ cos(d(r)))

und eX = esinh(x) cos(d) erhalten wir (D.58e).
Insgesamt erhalten wir den
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Satz D.4.13. Seien r ∈ [1, R] und d ≤ d(R) = O(1/ logR) gemäß (D.58c).
Dann hat F aus (D.56b) eine gleichmäßig bezüglich r beschränkte Norm
N(F,Dd). Das asymptotische Verhalten wird durch (D.24) mit c1 = O(1),
c2 = cos(d)

2 ≈ 1
2 und c3 = 1 beschrieben. Die empfohlene Schrittweite aus

(D.51a) ist daher h = log(4πd(R)N)
N und liefert die in r ∈ [1, R] gleichmäßige

Fehlerabschätzung

|ηN (f, h)| ≤ O(e−2πd(R)N/ log(2πd(R)N)). (D.60)

Eine Quadratur mit der Genauigkeit ε erfordert demnach N = O(log 1
ε ·logR).

Tabelle D.2 zeigt |ηN (f, h)| für die Wahl h = 6/N.

N\r 1 10 100 1000 1E4 1E5 1E6 1E8 1E10

5 1.38-04 1.91-02 8.41-03 5.86-04 9.97-05 9.75-06 7.51-07 7.00-08 1.00-10
10 1.30-06 1.21-04 1.98-05 5.36-04 7.26-05 6.76-06 8.76-07 3.00-08 9.99-11
20 8.14-14 5.02-10 2.60-06 2.09-05 5.27-06 3.67-06 4.98-07 1.02-08 1.60-11
30 *0* 6.43-16 4.33-09 1.94-07 1.59-06 6.96-07 1.69-07 4.22-09 2.95-11
40 *0* *0* 1.35-12 1.42-08 2.41-07 9.45-08 5.32-08 1.86-09 3.54-11
50 *0* *0* 7.27-17 7.03-10 2.28-08 1.46-08 9.65-09 7.20-10 1.33-11
60 *0* *0* *0* 8.27-12 1.94-09 3.11-09 7.93-10 1.73-10 3.66-12
80 *0* *0* *0* 5.18-16 8.13-12 1.45-10 1.45-10 1.45-11 5.52-13

100 *0* *0* *0* *0* 3.07-14 1.27-12 1.13-11 2.88-12 3.01-13
120 *0* *0* *0* *0* 1.21-17 6.51-14 5.75-13 8.91-13 8.04-14

0.24 0.29 0.49 0.67 0.77 0.84 0.87 0.91 0.95

Tabelle D.2. Absolute Quadraturfehler der Sinc-Quadratur von (D.56b) für h =
6/N

D.4.4 Beispiel: Integrand exp(−r2t2)

Aus
∫∞
−∞ exp(−t2)dt =

√
π folgt die Identität

1
r

=
1√
π

∫ ∞

−∞
exp(−r2t2)dt.

D.4.4.1 Naive Quadratur

Die direkte Anwendung der Sinc-Quadratur ist im Prinzip für alle festen
r > 0 möglich: Der Integrand f(t, r) = exp(−r2t2) gehört für alle r, d > 0
zu H1(Dd), da N(f(·, r),Dd) <∞. Allerdings ist N(f(·, r),Dd) nicht gleich-
mäßig in r beschränkt. Für t = x + id ist |e−r2t2 | = exp(−r2(x2 − d2)). Für
−d ≤ x ≤ d ist der Exponent positiv, und man folgert N(f,Dd) ≈ O(er2d2

).
Damit ist die Sinc-Quadratur des Integranden exp(−r2t2) nur für r = O(1)
brauchbar.

Das gleiche Problem ergibt sich, wenn man t = sinh(s) zwecks doppelt
exponentiellen Abfalls substituiert.
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D.4.4.2 Quadratur mit einfach exponentiellem Abfall

Stattdessen verwende man die Darstellung 1
r = 2√

π

∫∞
0

exp(−r2t2)dt und
wende auf

∫∞
0

exp(−r2t2)dt die gleiche Prozedur wie in §D.4.3.1 an. Wie in
§D.4.3.1 erhält man r-unabhängige Konvergenz |ηN (f, h)| ≤ O(e−

√
2πdN ).

D.4.4.3 Quadratur mit doppelt exponentiellem Abfall

Auf
∫∞
0

exp(−r2t2)dt wende man die Substitution t = log(1 + esinh s) aus
§D.4.3.2 an. Wieder ist die kritische Frage, wie d = d(r) zu wählen ist, so-
dass sich N(F,Dd(r)) für den entstehenden Integranden F (s, r) gleichmäßig in
r ≥ 1 abschätzen lässt. Anstelle der entsprechenden Aussagen von Lemmata
D.4.8 und D.4.9 geben wir die

Anmerkung D.4.14. Die numerische Rechnung zeigt, dass der Realteil des
Faktors log2(1 + esinh(x+id)) im Exponenten für alle x ≥ 0 positiv ist, wenn
d ≤ 0.79.

Für x aus dem Intervall I2 muss d wieder r-abhängig gewählt werden,
damit log2(1 + esinh(x+id)) erst dann einen negativen Realteil aufweist, wenn
r*e log2(1 + esinh(x+id)) = O(1). Da die Analyse für log2 unübersichtlicher
als für log(1 + esinh(x+id)) ist, wird die Asymptotik log2(1 + esinh(x+id)) ≈
e2 sinh(x+id) für hinreichend kleine x (d.h. x < 0 und |x| hinreichend groß)
verwendet.

Man wähle x0(r) und d(r) wie in (D.58c), aber mit π2

16 statt π2

4 . Analog
zum Beweis von Lemma D.4.11 erhält man |Y | ≤ π

4 für Y aus sinh (x+ id) =
X + iY . Damit folgt *e e2 sinh(x+id) ≥ 0 für x ∈ I2, d.h. für x ≥ x0(r) =
−O(1/ log r). In I1 folgt wie in Lemma D.4.12, dass r*e log2(1+esinh(x+id)) =
O(1).

Wegen der Ersetzung von log2(1+esinh(x+id)) durch e2 sinh(x+id) für x ∈ I2
ist die obige Argumentation kein vollständiger Beweis und wir fügen die
folgende Anmerkung an.

Anmerkung D.4.15. Seien x0(r) < 0 und d(r) wie oben definiert. Die numeri-
sche Überprüfung der Funktion log2(1 + esinh(x+id(r))) zeigt, dass ihr Realteil
für alle x ∈ [x0(r), 0] und alle r ≥ 1 positiv ist. Genauer stellt sich Folgendes
heraus. Sei ξ(r) := min{x : *e log2(1 + esinh(t+id(r))) ≥ 0 für alle x ≤ t ≤ 0}.
Dann erfüllt ξ(r) nicht nur ξ(r) ≤ x0(r), sondern für moderate r ist ξ(r) deut-
lich kleiner als x0(r), während man für r →∞ beobachtet, dass ξ(r) → x0(r).
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Asymptotisch glatte Funktionen

Die Definition asymptotisch glatter Funktionen ist in Definition 4.2.5 gegeben.

E.1 Beispiel |x − y|−a

Eine wichtige Kernfunktion ist s(x, y) = |x− y|−1, wobei x, y ∈ R
d und |·| die

Euklidische Norm sind. Allgemeiner werden wir

s(x, y) = |x− y|−a =

(
d∑

i=1

(xi − yi)
2

)−a/2

(x, y ∈ R
d, x = y) (E.1)

für a > 0 untersuchen.

E.1.1 Richtungsableitungen

Für die Abschätzung des Interpolationsfehlers aus (B.22) oder den Taylor-
Rest ist die mehrfache Richtungsableitung maßgebend. Hierfür geben wir eine
asymptotisch exakte Abschätzung an:

Satz E.1.1. Seien a > 0 und h ∈ R
d mit |h| = 1. Mit Dh,x sei die Richtungs-

ableitung (B.8) bezeichnet. Dann gilt

∣∣Dk
h,xs(x, y)

∣∣ ≤ k!
ka−1 +O(ka−2)

Γ (a)
|x− y|−k−a (E.2)

für alle x, y ∈ R
d, x = y und alle k ∈ N.

Gleiches gilt für die Richtungsableitung Dh,y bezüglich der Variablen y, da
Dh,ys(x, y) = −Dh,xs(x, y). Γ (·) ist die Gamma-Funktion.
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Beweis. 1) Die Richtungsableitung Dk
h,xs(x, y) lässt sich auch in der Form

dk

dtk
s(x+ th, y)

∣∣∣∣
t=0

=
dk

dtk
|x+ th− y|−a

∣∣∣∣
t=0

(E.3)

schreiben. Substitution w := x−y liefert dk

dtk |w + th|−a
∣∣∣
t=0

. Setzt man w = λv

mit λ = |w| (folglich |v| = 1), so ist dk

dtk |w + th|−a = dk

dtk |λv + th|−a =

λ−a dk

dtk

∣∣v + t
λh

∣∣−a = λ−a−k dk

dsk |v + sh|−a
∣∣∣
s=t/λ

. Damit reicht es für den

Nachweis von (E.2), diese Ungleichung für y = 0 und |x| = 1 zu zeigen.
Da die Euklidische Norm gegen orthogonale Transformationen Q invariant

ist, gilt Dk
h |x|

−a = dk

dtk |x+ th|−a = dk

dtk |Qx+ tQh|−a = Dk
Qh |Qx|

−a
.

Somit reicht es, den Spezialfall Qx = e1 := (1, 0, . . . , 0)� zu untersuchen.
s(x+ th, y) = s(e1 + th, 0) = |e1 + th|−a nimmt die folgende Form an:

s(x+ th, y) =

[
(1 + th1)

2 + t2
d∑

i=2

h2
i

]−a/2

. (E.4)

2) Für negative Exponenten −α (α > 0) lautet die binomische Formel

(1− x)−α =
∞∑

n=0

A(α)
n xn für |x| < 1, (E.5)

wobei A(α)
n :=

α (α+ 1) · · · (α+ n− 1)
n!

=
Γ (n+ α)

Γ (n+ 1)Γ (α)

(vgl. [135, Seite 112]). Quadriert man die Reihe und beachtet
[
(1− x)−α

]2
=

(1− x)−2α, so folgt nach Koeffizientenvergleich

n∑

ν=0

A(α)
ν A

(α)
n−ν = A(2α)

n . (E.6)

3) Wir setzen

fζ(z) := (1− ζz)−α (1− ζ̄z
)−α (E.7a)

mit ζ := ξ + iη ∈ C, ξ, η ∈ R, ξ2 + η2 = 1.

Da |ζ|= 1, gelten für |z| < 1 die Darstellungen (1− ζz)−α =
∞∑

n=0
A

(α)
n (ζz)n

und
(
1− ζ̄z

)−α =
∞∑

n=0
A

(α)
n

(
ζ̄z
)n

. Multiplikation liefert

fζ(z) =
∞∑

n=0

B(2α,ζ)
n zn mit B(2α,ζ)

n =
n∑

ν=0

A(α)
ν A

(α)
n−νζ

ν ζ̄n−ν . (E.7b)



E.1 Beispiel |x − y|−a 421

Wegen |ζ| =
∣∣ζ̄
∣∣ = 1 und A

(α)
ν > 0, folgt

∣∣∣B(2α,ζ)
n

∣∣∣ ≤
∑n

ν=0 A
(α)
ν A

(α)
n−ν = A

(2α)
n

(vgl. (E.6)):
∣∣∣B(2α,ζ)

n

∣∣∣ ≤ A(2α)
n für alle ζ ∈ C, |ζ| = 1. (E.7c)

4) Die Funktion aus (E.4) hat die Form
[
(1 + tξ)2 + (tη)2

]−a/2

, wobei ξ := h1

und η =
√∑d

i=2 h
2
i . Wegen |h| = 1 ist ξ2 + η2 = 1, und die quadratische

Funktion in der eckigen Klammer wird zu

1 + 2tξ + t2 = (1− ζt)
(
1− ζ̄t

)
mit ζ := −ξ + iη.

Für
(
1 + 2tξ + t2

)−a/2 = (1− ζt)−a/2 (1− ζ̄t
)−a/2 = fζ(t) liefern (E.7a-c)

die Reihe
∑∞

n=0 B
(a,ζ)
n tn mit |B(α,ζ)

n | ≤ A
(a)
n . Die k-fache Richtungsableitung

Dk
h |x|

−a in x = e1 hat den Wert (Dk
h |x|

−a)|x=e1 = k!B(a,ζ)
k . Zusammen mit

den Argumenten aus Schritt 1) ist somit bewiesen, dass
∣∣∣Dk

h,x |x− y|−a
∣∣∣ ≤ k!A(a)

k |x− y|−a−k (E.8)

für alle x, y ∈ R
d, x = y und alle k ∈ N.

5) Es sei an die Stirlingsche1 Formel

Γ (x) =
(
x− 1

e

)x−1 √
2π (x− 1)

(
1 +O(

1
x

)
)

für x→∞

erinnert (vgl. [135, p. 600]). Da A
(a)
k = Γ (a+k)

Γ (1+k)Γ (a) , folgt hieraus

A
(a)
k =

(
1

Γ (a)
+O(

1
k

)
)
ka−1 für k →∞

und beweist zusammen mit (E.8) die Behauptung.
Die Abschätzung (E.2) ist die bestmögliche, da x = −h = e1 zu η = 0

in (E.7a) führt. Damit stimmt fζ(z) = (1− t)−a mit
∑

A
(a)
k tk überein und

(E.2) ist die Asymptotik von
∑

A
(a)
k tk.

Satz E.1.1 ist auf den Fall a > 0 in (E.1) beschränkt, da der Beweis explizit
von dieser Vorzeicheneigenschaft Gebrauch macht. Aber auch log |x− y| (ent-
spricht a = 0) oder

√
|x− y| (a = 1/2) sind interessante Funktionen, deren

Ableitungsverhalten im Folgenden ergänzt werden soll.

Korollar E.1.2. Sei h ∈ R
d mit |h| = 1. Für alle x, y ∈ R

d, x = y, lauten
die Richtungsableitungen

∣∣Dk
h,x log |x− y|

∣∣ ≤
{
|x− y|−k für k = 1, 2,
2k!

(
1 +O( 1

k )
)
|x− y|−k für k ≥ 3.

(E.9)

1 James Stirling, geboren im Mai 1692 in Garden (Schottland), gestorben am 5.
Dezember 1770 in Edinburgh.
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Beweis. 1) Wie oben kann o.B.d.A. y = 0 und x = e1 angenommen
werden. Außerdem skaliert sich Dk

h,x log |x− y| = dk

dtk log |x+ th− y|
∣∣∣
t=0

wie

|x− y|−k
.

2) Die erste Ableitung ist d
dt log |e1 + th| = (t+ h1) |e1 + th|−2

. Ihr Wert
für t = 0 ist |h1| ≤ 1. Zusammen mit 1) folgt |Dh,x log |x− y|| ≤ |x− y|−1

.
3) Die zweite Ableitung ist

d2

dt2
log |e1 + th| = |e1 + th|−2 − 2 (t+ h1)

2 |e1 + th|−4
.

Ihr Absolutbetrag bei t = 0 ist
∣∣1− 2h2

1

∣∣ ≤ 1. Zusammen mit 1) folgt∣∣∣D2
h,x log |x− y|

∣∣∣ ≤ |x− y|−2
.

4) Die höheren Ableitungen für k > 2 sind

dk

dtk
log |e1 + th| = (t+ h1)

dk−1

dtk−1
|e1 + th|−2 + (k − 1)

dk−2

dtk−2
|e1 + th|−2

.

Da k − 2 ∈ N, kann Satz E.1.1 mit a = 2 angewandt werden:
∣∣∣∣

dk

dtk
log |e1 + th|

∣∣∣∣
t=0

∣∣∣∣

≤ |h1| (k − 1)!
(k − 1) +O(1)

Γ (2)
+ (k − 1) (k − 2)!

(k − 2) +O(1)
Γ (2)

.

Wegen Γ (2) = 1, (k − 1) +O(1) = k +O(1) und (k − 2) +O(1) = k +O(1),
folgt

∣∣∣ dk

dtk log |e1 + th|
∣∣∣
t=0

∣∣∣ ≤ 2k! (1 +O(1/k)) . Mit der Skalierung aus 1) er-

gibt sich die Behauptung (E.9).

Korollar E.1.3. Seien α ∈ (0, 2) und h ∈ R
d mit |h| = 1. Für alle x, y ∈

R
d, x = y, lauten die Richtungsableitungen

∣∣Dk
h,x |x− y|α

∣∣ ≤
{
α |x− y|α−k für k = 1, 2,
2αk!k−α+O(k−α−1)

Γ (2−α) |x− y|α−k für k ≥ 3.
(E.10)

Beweis. 1) Wieder sei y = 0 und x = e1 angenommen. Dk
h,x |x− y|α =

dk

dtk |x− y|α
∣∣∣
t=0

skaliert sich wie |x− y|α−k.

2) Die erste Ableitung ist d
dt |e1 + th|α = α (t+ h1) |e1 + th|α−2. Ihr Wert

für t = 0 ist α |h1| ≤ α. Zusammen mit 1) folgt |Dh,x |x− y|α| ≤ α |x− y|α−1.
3) Die höheren Ableitungen für k ≥ 1 sind

dk

dtk
|e1 + th|α = α (t+ h1)

dk−1

dtk−1
|e1 + th|α−2 + α (k − 1)

dk−2

dtk−2
|e1 + th|α−2

.

Für k = 2 ist
∣∣∣ d2

dt2 |e1 + th|α
∣∣∣
t=0

∣∣∣ ≤
∣∣h2

1α (α− 2) + α
∣∣ ≤ α, sodass

∣∣∣D2
h,x |x− y|α

∣∣∣ ≤ α |x− y|α−2.
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4) Wegen k−2 ∈ N, kann Satz E.1.1 mit a = 2−α > 0 angewandt werden:
∣∣∣∣

dk

dtk
|e1 + th|α

∣∣∣∣
t=0

∣∣∣∣ ≤ α |h1| (k − 1)!
(k − 1)1−α +O(k−α)

Γ (2− α)

+ α (k − 1) (k − 2)!
(k − 2)1−α +O(k−α)

Γ (2− α)

≤ 2αk!
k−α +O(k−α−1)

Γ (2− α)
.

Mit der Skalierung aus 1) ergibt sich die Behauptung (E.10).

E.1.2 Gemischte Ableitungen

Satz E.1.4. Für s(x, y) aus (E.1) gilt

|∂ν
xs(x, y)| ≤ ν!γa/2+|ν| |x− y|−k−a (E.11)

für alle x, y ∈ R
d, x = y und alle ν ∈ N

d

mit einer geeigneten Konstante γ. Entsprechend gilt
∣∣∂ν

x∂
μ
y s(x, y)

∣∣ ≤ (v + μ)!γa/2+|ν|+|μ| |x− y|−|ν|−|μ|−a
.

Beweis. 1) Wir nehmen x als normiert an:
∑d

i=1 x
2
i = 1. Die partiellen

Ableitungen von |x|−a kann man mit der Cauchy-Integralformel abschätzen:
Ist f(z) holomorph in Ω ⊂ C, so ist

f (p)(z0) =
p!

2πi

∮
f(z)dz

(z − z0)
p+1 ,

wobei
∮

=
∫

Γ
ein Kurvenintegral mit positiver Orientierung über Γ = ∂Ω sei

und z0 ∈ Ω gelte. Mit ζ := z − z0 erhält man f (p)(z0) = p!
2πi

∮ f(z0+ζ)
ζp+1 dζ.

In |x|−a =
(∑d

i=1 x
2
i

)−a/2

werden alle x1, . . . , xd als komplexe Variablen
behandelt. Wir definieren

A(x, ρ) :=
{
z =

∑d

i=1
(xi + ζi)

2 : ζi ∈ C, |ζi| ≤ ρ

}
für ρ ∈ [0, 1),

M(x, ρ) := min{|z| : z ∈ A(x, ρ)}, M(ρ) := min{M(x, ρ) : |x| = 1}.

Wegen
∑d

i=1 x
2
i = 1 folgt A(x, 0) = {1} und M(0) = 1. Da M(·) stetig und

monoton fallend ist, gibt es genau ein ρ0 ∈ (0, 1) mit2 M(ρ0) = ρ0. Wegen
2 Für d = 1 ist M(ρ) = (1 − ρ)2 . Numerische Rechnungen zeigen, dass für d = 2, 3

das Minimum bezüglich x in M(x, ρ) = M(ρ) = ρ für xi = 1/
√

d angenommen
wird. Dies führt auf die Gleichung d(1/

√
d − ρ)2 = ρ mit den Lösungen ρ =

1
2d

(
1 + 2

√
d −

√
1 + 4

√
d
)
, d.h. ρ0 = 0.38197 (d = 1), ρ0 = 0.31208 (d = 2),

ρ0 = 0.27473 (d = 3).
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ρ0 > 0 gehört 0 nicht zu A(x, ρ) (es gilt sogar *e(z) ≥ ρ0 für alle z ∈ A(x, ρ0)).
Damit ist die Funktion [

∑d
i=1 (xi + ζi)

2]−a/2 holomorph bezüglich aller ζi mit
|ζi| ≤ ρ0. Damit gilt

∂ν
x |x|

−a =
ν!

(2πi)d

∮
· · ·

∮
(∑d

i=1 (xi + ζi)
2
)−a/2

∏d
i=1 ζ

νi+1
i

dζ1 · · · dζd

mit ζi-Kurvenintegralen über die Kreise |ζi| = ρ0 und liefert die Abschätzung

∣∣∣∂ν
x |x|

−a
∣∣∣ ≤ ν!

M(x, ρ0)−a/2

ρ
|ν|
0

≤
M(x,ρ0)≥M(ρ0) = ρ0

ν! ρ−a/2−|ν|
0 .

2) Die Skalierung x �→ tx führt dank der Kettenregel zu
∣∣∣∂ν

x |x|
−a
∣∣∣ ≤

v!ρ−a/2−|ν|
0 |x|−a−|ν| für alle x = 0. Substitution x �→ x− y liefert (E.11) mit

γ := 1/ρ0.
3) ∂ν

x∂
μ
y s(x, y) = (−1)μ

∂ν+μ
x s(x, y) beweist die letzte Aussage.

E.1.3 Analytizität

Auf Grund der folgenden Eigenschaft lassen sich asymptotisch glatte Funktion
in jeder Koordinate komplex fortsetzen.

Lemma E.1.5. Eine asymptotisch glatte Funktion ist analytisch bezüglich x
und y in {(x, y) ∈ B ×B, x = y}.

Beweis. Seien x, y ∈ B, x = y, fest gewählt. Die Funktion f(h) := κ(x+h, y)
hat die Ableitungen

∂α
x f |h=0 = ∂α

x κ(x, y).

Die Taylor-Reihe
∑

α∈N
d
0

1
α!∂

α
x κ(x, y)hα für f konvergiert, da für h mit

γ|h|
|x−y| < 1 eine konvergente Majorante existiert:

∑

α∈N
d
0

1
α!
|∂α

x κ(x, y)| |hα| ≤
(4.16c)

C|x− y|−s
∑

α∈N
d
0

|α|r
(

γ

|x− y|

)|α|
|hα|

= C|x− y|−s
∞∑

n=0

nr

(
γ

|x− y|

)n ∑

|α|=n

|hα|

≤
(E.16b)

CCd|x− y|−s
∞∑

n=0

nr

(
γ |h|
|x− y|

)n

.

Analog zeigt die Untersuchung von κ(x, y + h), dass κ analytisch in y ist.
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E.2 Asymptotische Glattheit weiterer Funktionen

In diesem Abschnitt wird die asymptotische Glattheit einer univariaten
Funktion f(t) auf die asymptotische Glattheit von F (x, y) := f(|x− y|) für
den multivariaten Fall x, y ∈ R

d übertragen.
Sei f auf X\{0} ⊂ R definiert, wobei X eine Umgebung von null enthalte:

X ⊃ (−df , df ) für ein df > 0. (E.12a)

Bei x = 0 darf f eine Singularität besitzen. Da die univariate Funktion f
Anlass zur Funktion κ(x, y) := f(x − y) gibt, heiße f asymptotisch glatt,
wenn κ die Bedingungen aus Definition 4.2.5 erfüllt. Übertragen auf f lauten
diese Bedingungen:

∣∣∣∣

(
d

dt

)ν

f(t)
∣∣∣∣ ≤ cas(ν)|t|−ν−s für t ∈ X\{0}, ν ∈ N, (E.12b)

mit einem s ∈ R und

cas(ν) = C ν! νp γν (ν ∈ N) (E.12c)

gilt, wobei C, p, γ geeignete Konstanten sind.
Indem das Argument t durch die Euklidische Norm |x− y| mit x, y ∈ R

d

ersetzt wird, erhält man die Funktion

F (x, y) := f(|x− y|), (E.13)

deren asymptotische Glattheit im folgenden Satz festgestellt wird.

Satz E.2.1. Die Funktion f sei asymptotisch glatt im Sinne von (E.12a-c).
Dann ist F aus (E.13) asymptotisch glatt. Genauer gilt: Für alle γ̂ > 1 gibt
ein Cγ̂ , sodass für alle Richtungsableitungen gilt:

∣∣DkF (x, y)
∣∣ ≤ Cγ̂k!γ̂k |x− y|−k−s (0 = |x− y| < df ).

Der Beweis benötigt das folgende Lemma.

Lemma E.2.2. Seien A,B ∈ [−1, 1] mit A2 +B2 = 1 und z ∈ C mit |z| ≤ 1.
Dann gilt ∣∣∣∣

√
(A+ z)2 +B2 − 1

∣∣∣∣ ≤ |z| .

Beweis. 1) Die komplexe Funktion f(z) :=
√

(A+z)2+B2−1

z hat wegen
A2 +B2 = 1 eine hebbare Singularität bei z = 0 und ist somit in |z| < 1
holomorph. Das Maximum von |f(z)| muss auf dem Rand |z| = 1 angenom-
men werden. Dort hat z die Darstellung z = c + is mit c2 + s2 = 1. Der
Radikand lässt sich hierfür faktorisieren als
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(A+ c+ is)2 +B2 = 2 (A+ c) (c+ is) .

Wir unterscheiden nun die Fälle A+ c ≥ 0 und A+ c ≤ 0.
2a) Sei A+ c ≥ 0. Die Wurzel lautet

√
(A+ z)2 +B2 =

√
A+ c

(√√
c2 + s2 + c+ i

√√
c2 + s2 − c

)

=
√
A+ c

(√
1 + c+ i

√
1− c

)
,

sodass |f(z)|2 übereinstimmt mit
(√

A+ c
√

1 + c− 1
)2

+ (A+ c) (1− c) = 2 (A+ c)− 2
√
A+ c

√
c+ 1 + 1.

Die Ableitung der rechten Seite nach c ist 2−
√

A+c√
c+1

−
√

c+1√
A+c

≤ 0. Das Maximum

wird beim kleinsten c, das ist c = −A, angenommen. Dort ist |f(z)|2 = 1.
2b) Sei nun A+ c ≤ 0. Es ergibt sich analog, dass

|f(z)|2 = 2 (−A− c) + 2
√
−A− c

√
1− c+ 1.

Die Ableitung nach c ist −
√
−A−c√
1−c

−
√

1−c√
−A−c

−2 < 0. Das Maximum wird beim

größten c, das ist c = −A, angenommen. Dort ist wieder |f(z)|2 = 1.
3) Insgesamt folgt |f(z)| ≤ 1 in |z| ≤ 1, was die Behauptung beweist.

Beweis von Satz E.2.1. Da |·| gegen Euklidische Bewegungen invariant ist,
kann das Koordinatensystem o.B.d.A. so gedreht werden, dass die Richtungs-
ableitung mit d

dx1
übereinstimmt. Ableitungen (bezüglich x1) von F (·, y) bei

x = x∗ stimmen mit den Ableitungen (bezüglich x1) von F (·, y − x∗) bei
x = 0 überein. Daher reicht es, Ableitungen dν

dxν
1
F (·, y) bei x = 0 und y = 0

zu untersuchen.
Zu y ∈ R

d definieren wir

ρ := |y| =
√
y2
1 + δ2 mit δ :=

√∑d

k=2
y2

k. (E.14)

Wir halten y fest, wobei wir o.B.d.A. y1 ≥ 0 annehmen, und untersuchen die
Funktion

ϕ(z) := f

(√
(z − y1)

2 + δ2

)

als komplexe Funktion des Arguments z ∈ C in einer Umgebung von null. Dies
ist möglich, da f nach Lemma E.1.5 eine holomorphe Fortsetzung besitzt. Ge-
nauer ist f holomorph im komplexen offenen Kreis Kt/γ(t) um t ∈ X\{0} ⊂ R

mit Radius t/γ.
Wir suchen nun einen Kreis KR(0) um null mit Radius R > 0, so-

dass ϕ holomorph in KR(0) ist. Offenbar ist R ≤ ρ mit ρ aus (E.14),

da
√

(z − y1)
2 + δ2 Singularitäten bei z = y1 ± iδ besitzt. Wir wählen
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R = min {ρ, ρ/γ} und untersuchen ϕ in der Umgebung von ρ. Die Differenz√
(y1 + z)2 + δ2 − ρ schreibt sich als

ρ ·
(√(

y1
ρ + z

ρ

)2

+
(

δ
ρ

)2

− 1

)
.

Anwendung von Lemma E.2.2 auf den Klammerausdruck liefert
∣∣∣∣
√

(y1 + z)2 + δ2 − ρ

∣∣∣∣ ≤ |z| für |z| ≤ ρ. (E.15)

Insbesondere folgt für r < R, dass für alle ξ ∈ Kr(ρ) mit ρ = |y| gilt:

|f (|y|+ ξ)| =
∣∣∣∣∣

∞∑

ν=0

1
ν!
f (ν)(ρ) |ξ|ν

∣∣∣∣∣ ≤
(E.12b,c)

∞∑

ν=0

C νp γν ρ−ν−s |ξ|ν

≤
|ξ|≤r<ρ

Cρ−s
∞∑

ν=0

νp (γr/ρ)ν
.

Wegen γr < γR ≤ ρ ist die letzte Reihe konvergent, wobei der Wert von r
abhängig ist. Dies liefert die Ungleichung

|f (|x− y|)| ≤ C ′ρ−s für alle x ∈ C× R
d−1 mit | |x− y| − |y|| ≤ r.

Für |x1| = r < R ≤ ρ zeigt (E.15), dass ||x− y| − |y|| ≤ r erfüllt ist.
Mit dem Cauchy-Integral folgt die Darstellung der mehrfachen Ableitungen(

∂
∂x1

)k

F (x, y) = k!
2πi

∮
|x1|=r

f(|x−y|)
xk+1
1

dx1 und somit die Abschätzung

∣∣DkF (x, y)
∣∣ ≤ C ′ρ−sk!r−k mit ρ = |x− y|

Für jedes γ̂ > 1 kann r = ρ/γ̂ gewählt werden:
∣∣DkF (x, y)

∣∣ ≤
Cγ̂k!γ̂k |x− y|−k−s, was den Satz beweist.

E.3 Allgemeine Eigenschaften asymptotisch glatter
Funktionen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass 1) die Abschätzungen (4.16a,b) ent-
sprechende für Richtungsableitungen produzieren (Satz E.3.3), 2) holomorphe
Funktionen und Summen asymptotisch glatter Funktionen asymptotisch glatt
sind, wenn B beschränkt ist (§E.3.3), 3) Produkte asymptotisch glatter Funk-
tionen asymptotisch glatt sind (Satz E.3.6) und dies 4) auch auf Faltungs-
produkte zutrifft (Satz E.3.7).
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E.3.1 Hilfsabschätzungen

Zunächst untersuchen wir die Funktion

ϕd,m(x) =
∑

|ν|=m

xν (d ∈ N, m ∈ N0, x ∈ R
d) (E.16a)

und ihre Abschätzung durch

|ϕd,m(x)| ≤ Cd |x|m (x ∈ R
d). (E.16b)

Lemma E.3.1. Die Abschätzung (E.16b) gilt mit Cd :=
(

3
2

)d−1
. Asymp-

totisch gilt

|ϕd,m(x)| ≤
(

1 +
d− 1
2m

+O(
1
m2

)
)
|x|m für m→∞, (E.16c)

wobei das maximierende Argument x∗ = (x1, x2, . . . , xd) (nach geeigneter Per-
mutation der Komponenten xi) die Gestalt x1 = 1 − d−1

2m2 + O( 1
m4 ) und

x2 = . . . = xd = 1
m + O( 1

m2 ) besitzt. Die beste Schranke Cd lautet für
die wichtigsten Dimensionen C1 = 1, C2 = 3

2 (angenommen für m = 2,
x1 = x2 = 1/

√
2) und C3 = 1.97692 (nach numerischer Überprüfung ange-

nommen für m = 2, x1 = 0.45541, x2 = x3 = 0.62952).

Beweis. 1) Die Zahl der ν ∈ N
d
0 mit |ν| ≤ m ist

(
m+d

d

)
(vgl. (4.11)). Die

Differenz liefert
(
m+d

d

)
−
(
m+d−1

d

)
=
(
m+d−1

m

)
, also

#{ν ∈ N
d
0 : |ν| = m} =

(
m+d−1

m

)
. (E.16d)

Die Funktion ϕd,m(x) =
∑

|ν|=m xν besitzt daher für das Argument x mit
x1 = x2 = . . . = xd = ξ den Wert ϕd,m(x) =

(
m+d−1

m

)
ξm. Man beachte, dass

ϕd,m(x) symmetrisch in x ist, d.h. für Permutationen x̂ =
(
xπ(1), . . . , xπ(d)

)

der Argumente gilt ϕd,m(x) = ϕd,m(x̂).
Zu x ∈ R

d sei x+ als der Vektor (|xi|)d
i=1 definiert. Da |x| = |x+| und

|ϕd,m(x)| ≤ ϕd,m(x+), brauchen wir bei der Maximierung nur Komponenten
xi ≥ 0 zuzulassen. Im Weiteren verwenden wir Induktion über d.

2) Der Fall d = 1 ist trivial. Für d = 2 ist ϕ2,m(x) =
∑m

ν=0 x
ν
1x

m−ν
2 . Bis

m ≤ 4 wird das Maximum M2,m := max{ϕ2,m(x) : |x| = 1} bei x∗1 = x∗2 =
1/
√

2 angenommen und beträgt (m+ 1) 2−m/2 ≤ 3/2. Ab m ≥ 5 wird das
Maximum bei x∗1 = 1

m−1 + O( 1
m3 ) und x∗2 =

√
1− x∗21 erreicht und beträgt

M2,m = 1 + 1
2x

∗
1 +O(x∗21 ) < 1.1513 < 3/2.

3) d − 1 �→ d: Der Vektor x = x+ wird als (x1, x
′) mit x′ = (x2, . . . , xd)

geschrieben. Die Induktionsannahme ϕd−1,m−�(x′) ≤
(

3
2

)d−2 |x′|m−� liefert
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∑

|ν|=m

xν =
m∑

ν1=0

(x1)
ν1

∑

|ν′|=m−ν1

(x′)ν′
=

m∑

�=0

x�
1ϕd−1,m−�(x′) (E.16e)

≤
(

3
2

)d−2 m∑

�=0

x�
1 |x′|

m−� =
(

3
2

)d−2

ϕ2,m(y)

mit y = (x1, |x′|) (man beachte, dass |y| = |x|). Die Abschätzung ϕ2,m(y) ≤
3
2 |y|

m = 3
2 |x|

m nach Teil 2) liefert die Behauptung.
4) Macht man den allgemeinen Ansatz ξ = K/m und

x1 =
√

1− (d− 1) ξ2 = 1− d− 1
2m2

K2 +O(
1
m4

),

so ist (x1)
m = 1− d−1

2m K2 +O( 1
m2 ) ≈ 1 und (x1)

m−1 = (x1)
m +O( 1

m2 ) ≈ 1.
Die Summe in (E.16e) lautet

ϕd,m(x) = (x1)
m
ϕd−1,0(x′) + (x1)

m−1
ϕd−1,1(x′) +O(|x′|2)

= (x1)
m + (x1)

m−1
ϕd−1,1(x′) +O(|x′|2).

Wegen |x′|2 = 1 − x2
1 = (d− 1) ξ2 � 1 sind die angeschriebenen zwei

Terme die führenden. Der erste ist unabhängig von x′; der zweite wird für
x2 = . . . = xd = ξ maximal: ϕd−1,1(ξ, . . . , ξ) = (d− 1) ξ (vgl. Teil 1)). Für
diese xi folgt ϕd,m(x) =

(
1− d−1

2m K2
) (

1 + (d− 1) K
m

)
+ O( 1

m2 ). Das Maxi-
mum 1 + d−1

2m +O( 1
m2 ) ergibt sich für K = 1.

Übung E.3.2. κ sei asymptotisch glatt in B. Transformiert man die Varia-
blen x, y ∈ B mit einer orthogonalen Transformation x̂ = Tx, ŷ = Ty, so ist
auch κ̂(x̂, ŷ) := κ(T−1x̂, T−1ŷ) asymptotisch glatt in TB.

E.3.2 Abschätzung für Richtungsableitungen

In der Definition 4.2.5 wurde die Eigenschaft der asymptotischen Glattheit
mit Hilfe der Schranken für |∂α

x ∂
β
y κ(x, y)| charakterisiert. Wir zeigen nun,

dass die Abschätzungen (4.16e), (4.16f) für die Richtungsableitungen hieraus
folgen.

Satz E.3.3. Die Ungleichung (4.16a,b) gelte mit den Konstanten s, C, r, γ.
Dann gilt die Abschätzung |Dp

t,xκ(x, y)| ≤ C ′ p! pr′
γ′p |x−y|−p−s′

aus (4.16e)
für die Richtungsableitung mit den Konstanten s′ = s, C ′ = CCd, r′ = r,
γ′ = γ, wobei der zusätzliche Faktor Cd aus (E.16b) stammt.

Beweis. Seien x, y ∈ B, x = y, fest gewählt. Gemäß Beweis zu Lemma E.1.5
hat f(h) := κ(x+ h, y) die Taylor-Reihe

∑
α∈N

d
0
aαh

α mit aα = 1
α!∂

α
x κ(x, y).

Wir substituieren h durch th mit |h| = 1 und erhalten

κ(x+ th, y) =
∞∑

k=0

bkt
k mit bk :=

∑

|ν|=k

aνh
ν .
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Die Richtungsableitung Dp
h,xκ(x, y) lautet p!bp und kann wegen |h| = 1 wie

in Lemma E.1.5 durch

p! |bp| ≤ p!
∑

|α|=p

C |α|r γ|α||x− y|−|α|−s |hα|

= p!Cpr γp|x− y|−p−s
∑

|α|=p

|hα| ≤ p!CCd p
r γp|x− y|−|α|−s

abgeschätzt werden.
Man beachte aber, dass die direkte Bestimmung der Schranke für

Dp
h,xs(x, y) gemäß Satz E.1.1 eine schärfere Asymptotik liefert als die

Übertragung des Resultates von Satz E.1.4.

E.3.3 Aussagen für beschränkte Gebiete

Auf einem beschränkten Gebiet B gilt |x − y| ≤ KB für alle x, y ∈ B. Dies
erlaubt die folgenden Aussagen.

Anmerkung E.3.4. Sei B ⊂ C, wobei C ⊂ R
d abgeschlossen ist. Funktionen

κ(x, y), die bezüglich jeder Variablen xi und yi in C holomorph sind, sind
asymptotisch glatt in B.

Beweis. Sei ρ := dist(B, ∂C) > 0. Für feste x, y ∈ B erlaubt κ(x + h, y + k)
die Potenzentwicklung

∑
α,β aα,βh

αkβ und muss für |h|2 + |k|2 < ρ2 kon-
vergieren. Damit gilt |aα,β | ≤ Cγ|α+β| für γ > 1/ρ. Entsprechend gilt die
Abschätzung (4.16a) mit cas(α + β) = α!β!Cγ|α+β|. Die Multiplikation mit
1 = |x−y||α|+|β||x−y|−|α|−|β| ≤ K

|α|+|β|
B |x−y|−|α|−|β| zeigt die Ungleichung

cas(α + β) ≤ α!β!Γ |α+β||x− y|−|α|−|β|

mit Γ = γKB , sodass κ asymptotisch glatt ist.

Anmerkung E.3.5. Die Summe von zwei auf B asymptotisch glatten Funktio-
nen ist wieder asymptotisch glatt.

Beweis. Gilt (4.16a) mit einer Konstanten s, so auch mit s′ > s und anderer
Konstante, da |x − y|−s = |x − y|−s′ |x − y|s′−s ≤ Ks′−s

B |x − y|−s′
. Sind also

zwei asymptotisch glatte Funktionen κ, σ mit Konstanten sκ und sσ gegeben,
so gelten entsprechende Abschätzungen mit gemeinsamem s := max(sκ , sσ).
Geht man nun auch bezüglich der anderen Konstanten r, γ zum Maximum
bzw. bei C zur Summe über, erhält man die Ungleichung (4.16a,b) für die
Summe κ + σ.

Man beachte, dass die analogen Aussagen auf unbeschränkten Gebieten B
falsch sind.
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E.3.4 Produkte asymptotisch glatter Funktionen

Die folgenden Aussagen gelten für beliebige Gebiete B.

Satz E.3.6. a) Ist κ asymptotisch glatt in B, so auch jedes Vielfache λκ

(λ ∈ R).
b) Sind κ und σ asymptotisch glatt in B, so auch das Produkt κ · σ.

Beweis. Da Teil a) trivial ist, folgt der Beweis zu b). Wir beschränken uns
aus Gründen der Übersichtlichkeit auf den Nachweis der Abschätzung (4.16c)
für das Produkt χ := κ · σ. Die Koeffizienten in κ(x + h, y) =

∑
α aαh

α und
σ(x + h, y) =

∑
α bαh

α sind aα = 1
α!∂

α
x κ(x, y) bzw. bα = 1

α!∂
α
x σ(x, y) und

genügen daher den Abschätzungen

|aα| ≤ Cκ |α|rκ γ|α|
κ
|x− y|−|α|−sκ , |bα| ≤ Cσ |α|rσ γ|α|

σ |x− y|−|α|−sσ .

Das Produkt χ(x + h, y) hat damit die Entwicklung
∑

α cαh
α mit cν =∑

0≤α≤ν aαbν−α. Einsetzen der vorigen Ungleichungen liefert

|cν | ≤
∑

0≤α≤ν

Cκ |α|rκ γ|α|
κ
|x−y|−|α|−sκ Cσ |ν − α|rσ γ|ν−α|

σ |x−y|−|ν−α|−sσ .

Mit C := CκCσ, γ := max{γκ , γσ}, r := rκ + rσ, s := sκ + sσ erhält man die
grobe Abschätzung |cν | ≤ C |ν|r γ|ν| |x−y|−|ν|−s

∑
0≤α≤ν 1. Die letzte Summe

ist
∏d

i=1 (νi + 1) ≤ ( |ν|d +1)d. Mit einer entsprechenden Änderung von C und
r erhält man |cν | ≤ C |ν|r γ|ν||x − y|−|ν|−s. Da cα = 1

α!∂
α
xχ(x, y), ist (4.16c)

für das Produkt χ nachgewiesen.
Auf Grund von Satz E.3.6 bilden die asymptotisch glatten Funktionen eine

multiplikative Gruppe. Nimmt man das Resultat aus §E.3.3 hinzu, entsteht
für beschränktes B sogar ein Ring.

Während sich Satz E.3.6 auf das punktweise Produkt von κ und σ
bezieht, folgt nun ein Faltungsprodukt, das dem Produkt der entsprechenden
Integraloperatoren entspricht. Sind die Operatoren K und L durch
(Ku) (x) =

∫
B

κ(x, y)u(y)dy und (Lu) (x) =
∫

B
σ(x, y)u(y)dy definiert, so

gehört zu M := KL der Kern

χ(x, z) =
∫

B

κ(x, y)σ(y, z)dy. (E.17)

Für asymptotisch glatte Kerne κ und σ soll untersucht werden, ob auch χ
asymptotisch glatt ist. Ohne weitere Voraussetzungen ist dies nicht möglich,
da die Ableitung ∂α

xχ offenbar nicht als
∫

B
∂α

x κ(x, y)σ(y, z)dy geschrieben
werden darf, weil für hinreichend großes α die Singularität bei x = y nicht
mehr integrierbar ist. Wir nehmen deshalb an, dass κ und σ nur von der
Differenz ihrer Argumente abhängen:

κ(x, y) = κ1(x− y), σ(y, z) = σ1(y − z).
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Unter dieser Voraussetzung gilt

∂α
x κ(x, y) = (−1)|α|

∂α
y κ(x, y), ∂α

z σ(y, z) = (−1)|α|
∂α

y σ(y, z). (E.18)

Um den Beweis zu vereinfachen3, nehmen wir B = R
d an. Damit das

Integral (E.17) über R
d existiert, sind Bedingungen an sκ und sσ notwendig,

die bei beschränktem B entfallen könnten4.

Satz E.3.7. Seien κ und σ asymptotisch glatt in B = R
d mit sκ + sσ > d.

Es gelte (E.18). Dann ist auch der Kern χ aus (E.17) asymptotisch glatt.

Beweis. 1) x = z ∈ B seien fest gewählt. Das Koordinatensystem wird ver-
schoben, sodass (x+ z) /2 der Ursprung wird, und anschließend so gedreht,
dass

x = (−ε, 0, . . . , 0)� und z = (ε, 0, . . . , 0)� mit 2ε = |x− z| . (E.19)

Wegen Übung E.3.2 können wir o.B.d.A. (E.19) annehmen.
2) Wir führen neue Koordinaten x = εx̂, y = εŷ, z = εẑ ein und definieren

κ̂(x̂, ŷ) := κ(εx̂, εẑ), σ̂(ŷ, ẑ) := σ(εŷ, εẑ), χ̂(x̂, ẑ) := ε−dχ(εx̂, εẑ). Der letzte
Faktor ε−d ergibt sich wegen der Substitution y = εŷ in (E.17), denn es soll
wieder

χ̂(x̂, ẑ) =
∫

Rd

κ̂(x̂, ŷ)σ̂(ŷ, ẑ)dŷ (E.20)

gelten. Die asymptotische Glattheit von κ übersetzt auf κ̂ lautet
∣∣∣∂α

x̂ ∂
β
ŷ κ̂(x̂, ŷ)

∣∣∣ ≤ Cκα!γ|α|+|β|
κ

|x̂− ŷ|−|α|−|β|−sκ ε−sκ . (E.21)

In Teil 4) werden wir zeigen, dass χ̂ partielle Ableitungen ∂α
x̂ ∂

β
ẑ χ̂ nach x̂

und ẑ besitzt, die durch O
(
α!β!γ|α|+|β|ε−sκ−sσ

)
beschränkt sind. Nach der

Kettenregel folgt hieraus, dass

∂α
x ∂

β
z χ = O

(
α!β!γ|α|+|β|εd−|α|−|β|−sκ−sσ

)

= O
(
α!β! (2γ)|α|+|β| |x− z|d−|α|−|β|−sκ−sσ

)

und damit χ asymptotisch glatt ist.
3) Wir spalten B = R

d in B− := {x̂ ∈ R
d : x̂1 ≤ 0} und B+ := {x̂ ∈ R

d :
x̂1 ≥ 0} auf. Entsprechend ist χ̂ = χ̂− + χ̂+, wobei

χ̂±(x̂, ẑ) =
∫

B±

κ̂(x̂, ŷ) σ̂(ŷ, ẑ) dŷ.

3 Bei beschränktem B tritt in (E.23) ein zusätzliches Randintegral auf.
4 Eventuell gelten die Abschätzungen der asymptotischen Glattheit dann nur für

Ableitungen einer genügend hohen Ordnung.
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Aus Symmetriegründen können wir uns auf die Untersuchung von χ̂− be-
schränken. Der Ableitungsoperator ∂β

ẑ kann mit
∫

B−
vertauscht werden, da

die Singularität von σ̂ bei

e := (1, 0, . . . , 0)� (E.22)

außerhalb von B− liegt. Für Ableitungen ∂α
x̂ mit α1 = 0 nutzen wir die Dar-

stellung

∂α
x̂ χ̂−(x̂, ẑ) =

∫

B−

κ̂(x̂, ŷ)∂α
ŷ σ̂(ŷ, ẑ)dŷ (α1 = 0),

die formal aus
∫

B−

∂α
x̂ κ̂(x̂, ŷ)σ̂(ŷ, ẑ)dŷ =

(E.18)
(−1)|α|

∫

B−

∂α
ŷ κ̂(x̂, ŷ)σ̂(ŷ, ẑ)dŷ

=
part. Int.

∫

B−

κ̂(x̂, ŷ)∂α
ŷ σ̂(ŷ, ẑ)dŷ

folgt (für den richtigen Beweis verwende man Differenzenquotienten und gehe
zum Grenzwert über). Zusammen erhalten wir

∂α
x̂ ∂

β
ẑ χ̂−(x̂, ẑ) =

∫

B−

κ̂(x̂, ŷ)∂α
ŷ ∂

β
ẑ σ̂(ŷ, ẑ)dŷ (α1 = 0).

Bei Ableitungen nach x̂1 tritt bei der partiellen Integration ein Randterm auf:

∂α1
x̂1
∂α

x̂ ∂
β
ẑ χ̂−(x̂, ẑ) =

∫

B−

κ̂(x̂, ŷ)∂α1
ŷ1
∂α

ŷ ∂
β
ẑ σ̂(ŷ, ẑ)dŷ (E.23)

−
α1−1∑

ν=0

∫

Γ

(
∂ν

x̂1
κ̂(x̂, ŷ)

)
∂α1−1−ν

x̂1
∂α

ŷ ∂
β
ẑ σ̂(ŷ, ẑ)dŷ′.

Dabei ist Γ = ∂B± = {ŷ ∈ R
d : ŷ1 = 0} und mit ŷ′ wird (ŷ2, . . . , ŷd)

abgekürzt. Der Multiindex α ist (0, α2, . . . , αd), da die α1-Komponente separat
behandelt wird.

4) Die Abschätzung von κ̂(x̂, ŷ) lautet Cκ |x̂− ŷ|−sκ ε−sκ (vgl. (E.21)); für
∂α1

ŷ1
∂α

ŷ ∂
β
ẑ σ̂(ŷ, ẑ) erhält man entsprechend Cσα!β!γ|α|+|β|

κ |ŷ−ẑ|−|α|−|β|−sσ/εsσ ,
wobei hier α = (α1, α2, . . . , αd) einschließlich α1 verwendet wird. Damit ist
der Integrand von

∫
B−

κ̂(x̂, ŷ)∂α1
ŷ1
∂α

ŷ ∂
β
ẑ σ̂(ŷ, ẑ)dŷ durch

CκCσα!β!γ|α|+|β|
κ

ε−sκ−sσ |x̂− ŷ|−sκ |ŷ − ẑ|−|α|−|β|−sσ

beschränkt. Nimmt man die ŷ-unabhängigen Faktoren heraus, bleibt
∫

B−

|ŷ + e|−sκ |ŷ − e|−|α|−|β|−sσ dŷ (E.24)

abzuschätzen, wobei x̂ und ẑ mittels e aus (E.22) ausgedrückt sind.
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Wir zerlegen B− in B1∪̇B2∪̇B3, wobei

B1 := {ŷ ∈ B− : |ŷ| ≥ 2}, B2 := {ŷ ∈ B− : |ŷ| ≤ 1}, B3 := B−\ (B1 ∪B2) .

In B1 gilt |ŷ + e| ≈ |ŷ| ≈ |ŷ − e| , d.h. der Quotient von je zwei dieser Aus-
drücke ist gleichmäßig beschränkt in B1. Damit kann (E.24) bis auf einen
Faktor K−|α|−|β|−sκ−sσ durch

∫
B−

|ŷ|−|α|−|β|−sκ−sσ dŷ abgeschätzt werden.
Für das letzte Integral verwende man Polarkoordinaten:

const ·
∫ ∞

2

rd−1r−|α|−|β|−sκ−sσdr ≤ const′ für alle α, β,

da d− sκ − sσ < 0 vorausgesetzt war.
In B2 wird |ŷ − e| ≥ 1+|ŷ+e|

2 verwendet:
∫

B2

|ŷ + e|−sκ |ŷ − e|−|α|−|β|−sσ dŷ

≤ 2|α|+|β|+sσ

∫

B2

|ŷ + e|−sκ (1 + |ŷ + e|)−|α|−|β|−sσ dŷ.

Polarkoordinaten mit −e als Zentrum führen auf

const ·
∫ 1

0

rd−1r−sκ (1 + r)−|α|−|β|−sσ dr = const′.

In B3 gilt schließlich |ŷ + e| ≈ |ŷ − e| ≈ 1.
Das Integral über Γ wird mit |ŷ + e| ≈ |ŷ − e| ≈ 1 + |ŷ| behandelt und

liefert nach Einführung der Polarkoordinaten die Schranke

const ·K1−|α|−|β|−sκ−sσ

∫ ∞

0

rd−2 (1 + r)1−|α|−|β|−sκ−sσ dr

= O(K1−|α|−|β|−sκ−sσ ).

Zusammen mit den Vorfaktoren CκCσ α!β! γ|α|+|β|
κ ε−sκ−sσ erhält man

daher die Ungleichung
∣∣∣∂α

x̂ ∂
β
ẑ χ̂(x̂, ẑ)

∣∣∣ ≤ C α!β! γ|α|+|β| ε−sκ−sσ mit neuem C

und γ.
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24. Börm, S., Grasedyck, L.: Low-rank approximation of integral operators by inter-
polation. Computing, 72, 325-332 (2004)
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men)

100. Khoromskij, B. N., Melenk, J. M.: An efficient direct solver for the boundary
concentrated FEM in 2D. Computing, 69, 91-117 (2002)
-* Klie, H., siehe Aksoylu [1]

101. Kreß, R.: Linear Integral Equatons. Springer-Verlag, Berlin (1989)
-* Kreß, W., siehe Hackbusch [89]

102. Kriemann, R.: Implementation and usage of a thread pool based on POSIX
threads. Preprint 2, Max-Planck-Institut für Mathematik in den Naturwissen-
schaften, Leipzig (2003)

103. Kriemann, R.: Parallele Algorithmen für H-Matrizen. Dissertation, Universität
zu Kiel (2004)

104. Kriemann, R.: Parallel H-matrix arithmetics on shared memory systems. Com-
puting, 74, 273-297 (2005)
-* Kriemann, R., siehe Bebendorf [14], Grasedyck [59, 60, 61, 62], Hackbusch
[84, 85]

105. Lancaster, P., Rodman, L.: Algebraic Riccati equations. Clarendon Press, Ox-
ford (1995)

106. Langer, U., Pechstein, C.: All-floating coupled data-sparse boundary and
interface-concentrated finite element tearing and interconnecting methods.
Comput. Visual. Sci., 11, 307-317 (2008)

107. Le Borne, S.: H-matrices for convection-diffusion problems with constant coef-
ficients. Computing, 70, 261-274 (2003)
-* Le Borne, S., siehe Grasedyck [60, 61, 62, 63]



Literaturverzeichnis 441

108. Le Borne, S., Oliveira, S., Yang, F.: H-matrix preconditioners for symmetric
saddle-point systems from meshfree discretizations. Numer. Lin. Alg. Appl.,
15, 911-924 (2008)

109. Lintner, M.: Lösung der 2D-Wellengleichung mittels hierarchischer Matrizen.
Dissertation, Technische Universität München (2002)

110. Lintner, M.: The eigenvalue problem for the 2D Laplacian in H-matrix arith-
metic and application to the heat and wave equation. Computing, 72, 293-323
(2004)

111. Litvinenko, A. G.: Application of hierarchical matrices for solving multiscale
problems. Dissertation, Universität Leipzig (2007)
-* Litvinenko, A., siehe Khoromskij [99]
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partieller Differentialgleichungen mittels Finiter Elemente und H-Matrizen.
Dissertation, Technische Universität München (2006)

127. Schulz, G.: Iterative Berechnung der reziproken Matrix. ZAMM, 13, 57-59
(1933)
-* Schwab, C., siehe Sauter [125]

128. Stenger, F.: Numerical Methods Based of Sinc and Analytic Functions.
Springer-Verlag, New York (1993)
-* Stewart, G. W., siehe Bartels [4]
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Vτ ,Wσ Unterräume für H2-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .§8.2
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μ(·) Volumen- oder Oberflächenmaß. . . . . . . . . . . . . . Übung 4.5.2
μ Bezeichnungsabbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . . Definition A.4.1
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‖·‖F Frobenius-Matrixnorm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.1)
‖·‖F Norm der Hilbert-Schmidt-Operatoren . . . . . . . . . . . (C.19)
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symmetrische, 115
Tensor-, 11
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392, 394

Invertierung einer Matrix, siehe
Matrixinversion

Iteration, 217
Fixpunkt-, 335
gerundete, 336
konsistente, 217
lineare, 217

K-Gitter, 125
Kardinalität, 6
Kernfunktion, 18, 62, 72, 76, 379, 381

Calderón-Zygmund-, 64
Doppelschicht-, 253

Knoten eines Graphen, 355
Knoten(punkt), 97
Kollokationsverfahren, 19, 20, 77, 85
Komplexität, 3

fast lineare, 5
lineare, 4, 5, 13

Kondition, 268
Konvergenz

exponentielle, 58
quadratische, 335

Konvergenzgeschwindigkeit, 217
Konvertierung, 150, 152
Korrelationsmatrix, 17
Kreuzapproximation, 238

adaptive, 241
hybride, 245

Kronecker-Produkt, 343
Kronecker-Rang, 345, 348
Kürzung, 34, 139, 140, 148, 150

paarweise, 37, 151

L-harmonisch, 73, 280
Lagrange-Darstellung, 366

mehrdimensionale, 369
Lagrange-Funktion, 71
Lagrange-Polynom, 366
Lamé-Gleichung, 252, 272
Landau-Symbol, 4
Laplace-Gleichung, 252
Ljapunow-Gleichung, 2, 334
LU-Zerlegung, 2, 15, 49, 173

Kosten der, 189

Maschinengenauigkeit, 3
Massematrix, 17, 80, 81, 384

inverse, 267
Matrix

Band-, 9, 13, 15
Besetzungsmuster einer, 261
Block-, 11
Diagonal-, 9
Finite-Element-, 221, 267
Gramsche, 17, 80, siehe Massematrix
Hessenberg-, 260
hierarchische, siehe H-Matrix
nichtnegative, 144
orthogonale, 146, 372
positiv definite, 143, 170
positive, 144
Profil-, 261
Randelement-, 19, 251
Rang-k-, siehe Rang-k-Matrix
schwach besetzte, 9, 15, 220, 221
spektraläquivalente, 218, 387
Spur einer, 372
symmetrische, 115
Toeplitz-, 9, 13–15
tridiagonale, 51
voll besetzte, 19
zirkulante, 10, 14

Matrix-Exponentialfunktion, 2, 313,
317, 319, 324, 328, 345

Matrix-Matrix-Addition, 154
formatierte, 35, 154
Kosten der, 29, 35, 46, 179

Matrix-Matrix-Multiplikation, 29, 40,
46, 155

Kosten der, 9, 47, 180
Matrix-Vektor-Multiplikation, 45, 148,

204
Kosten der, 28, 179, 350

Matrixblock, 11
Matrixfunktion, 313

Approximation(sfehler) einer, 317
Matrixgraph, 246, 268, 355
Matrixinversion, 48, 170, 324, 354

Kosten der, 49, 188
partielle Auswertung der, 291

Matrixkompression, 43, 140
Matrixnorm, 79, 371
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submultiplikative, 172
zugeordnete, 371

Matrixpartition, siehe Blockpartition
Maximalrang, 26
Maximumnorm, 57
Mehrgitterverfahren, 329, 332, 334

algebraische, 231
Minimalquader, 86, 97, 98
Mosaikapproximation, 43
Multiindex, 363
Multipolentwicklung, 257

instabile, 258
Multipolverfahren, 43, 73

Nachfolger, 357
Nahfeld, 110
Nebenbedingungen, 141
Newton-Potential, 255
Newton-Verfahren, 172, 334
Niedrigrangmatrix, siehe Rang-k-

Matrix
Norm

“xyz”-, siehe “xyz”-Norm
Nystrøm-Verfahren, 19, 20, 77

Operator, 378
ausgearteter, 57
Calderón-, 254
Doppelschicht-, 253
Green-, 272
Hilbert-Schmidt-, 381
hypersingulärer, 254
kompakter, 378
nuklearer, 57
stark P-positiver, 318

Operatornorm, 78, 378

Padé-Approximation, 320
Paneel-Clusterungsmethode, 43
Parallelrechner

Implementierung für, 147, 216
partielle Auswertung der Inversen, 308
Partition

adjungierte, 115
eines Vektors, 8
Matrix-, siehe Blockpartition
Produkt-, 181
symmetrische, 115

Pfad, 355, 357

Pfadlänge, 355
Pivotwahl, 2, 49, 170, 174, 243
Polynom, 363

Čebyšev-, 368
Lagrange-, 366

Polynomapproximation, 364
Polynomgrad

partieller, 363
totaler, 363

Potenzreihe, 315
Produktpartition, 181, 183
Profilmatrix, 261
Projektion, 383

orthogonale, 383
Ritz-, 273

QR-Zerlegung, 33
komprimierte, 33

Quadratur, 19, 242, 256, 323, 325
Sinc-, 322, 409

Quadratwurzel einer Matrix, 334

Randelementmatrix, 19, 251
Randelementmethode, 19, 251, 255
Randwertaufgabe, 15, 251

mit oszillierenden Koeffizienten, 291
Rang

einer Matrix, 26
Kronecker-, siehe Kronecker-Rang
Separations-, siehe Separationsrang

Rang einer Matrix, 26
lokaler, 114

Rang-k-Matrix, 10, 25, 82
Bestapproximation durch, siehe

Bestapproximation
Rangbestimmung

adaptive, 139
Regularität, 271, 389

innere, 281
Regularitätsellipse, 365
Rekompression, 140
Resolvente, 318, 323
Riccati-Gleichung, 2, 332
Ritz-Projektion, 273
Rückwärtseinsetzen, 174

Sattelpunktprobleme, 232
Satz

von Bernstein, 365



Sachverzeichnis 451

Weierstraßscher Approximations-,
364

Schachtelungseigenschaft, 197, 202
Schulz-Verfahren, 172
Schur-Komplement, 48, 229
Schur-Norm, 371
Schwachbesetztheit, 116
separable Entwicklung, 56, 74, 400, 411

stückweise, 71
separabler Ausdruck, 56, 57
Separationskonstante, 123
Separationsrang, 56
Separator, 222
Signum-Funktion, 314, 333
Sinc-Interpolation, siehe Interpolation
Sinc-Quadratur, siehe Quadratur
Singulärwert, 373
Singulärwertzerlegung, 30, 33, 373

komprimierte, 31, 33
unendliche, 73, 379

Skalarprodukt, 149, 341, 371, 377
Berechnung, 7, 148, 179, 342

Sohn(abbildung), 91, 104, 357
Speicherkosten, 27, 45, 94, 118, 179,

194, 199, 342, 343, 349
Spektraläquivalenz, 218, 387
Spektralnorm, 135, 371
Spektralradius, 217, 314
Spektrum, 314
Spur (einer Funktion), 293
Spur (einer Matrix), 372
Stabilität, siehe Interpolation
Stabilitätsmatrix, 333

Stein-Gleichung, 332
Stufentreue, siehe Blockclusterbaum,

stufentreuer
Stufenzahl, 357
SVD, siehe Singulärwertzerlegung

Taylor-Entwicklung, 60, 69, 364
Teilbaum, 94, 358
Tensor-Vektorraum, 339
Toeplitz-Matrix, siehe Matrix
Träger, 16, 85
Triangulation

formreguläre, 124
quasi-uniforme, 268
zulässige, 123

Variationsformulierung, 16, 18, 271, 388
Vater, 357
Vektorblock, 8
Verband, 110
Volterra-Integraloperator, 258
Vorgänger, 357
Vorwärtseinsetzen, 174

Wavelets, 43
Wurzel (eines Baumes), 357

Zerlegungsbaum, 91, 359
Zulässigkeit (von Bereichen), 60
Zulässigkeitsbedingung, 24, 87, 108, 110

Auswertung der, 102
Ersatz-, 103, 123
schwache, 232, 256, 260, 307
verallgemeinerte, 89


